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RESUMEN

En el presente trabajo, se introducen conceptos de teoria de la medida,
integral de Lebesgue e integral de Riemann, para obtener la relacion de la
integral de Riemann con la integral de Lebesgue. Se demuestra que la inte-
gral de Riemann de una funcion existe si, y solo si, el conjunto de discon-
tinuidades de la funcién tiene medida de Lebesgue cero, y en este caso la
integral de Riemann es igual en valor a la integral de Lebesgue; para lograr
esta demostracion se utiliza el teorema de la convergencia dominada, la cual
se caracteriza por usar limites. Finalmente se muestra algunos ejemplos de
funciones Riemann no integrable y Riemann integrable.

Palabras clave: Integral de Riemann, Integral de Lebesgue.
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ABSTRACT

In the present work, we introduce the measure theory, Lebesgue integral,
Riemann integral, to obtain the relation of the Riemann integral with the Le-
besgue integral, it is demonstrated that the Riemann integral of a function
exists if and only if, the set of discontinuities of the function has Lebesgue
measure zero, and in this case the Riemann integral is equal in value to the
Lebesgue integral; to achieve this demonstration the dominated convergence
theorem is used, which is characterized by using limits. Finally some exam-
ples of not Riemann integrable and Riemann integrable functions are shown.

Keywords: Riemann Integral, Lebesgue Integral.
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CAPITULO I
INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es establecer condiciones para poder determinar, cuando la
integral de Lebesgue y la integral de Riemman de una funcion existen y coinciden. La
integral de Riemann se define sobre particiones del dominio de la funcién y evaluando
el valor de la funcién en los puntos de cada intervalo de la particién. Sin embargo para
poder definir la integral de Lebesgue se realiza una particion de la imagen de la funcion y
se mide el tamafio del dominio para los cuales la imagen de la funcién estd comprendida
entre dichos valores. Para medir conjuntos es necesario desarrollar la teoria de la medida
el cual es parte del propdsito en este trabajo de investigacion. La idea es que, se pretende
generalizar la nocion de longitud en R; mas concretamente, se buscard una funcién no
negativa m, definida en todos los subconjuntos de R.

Una de las limitaciones que se presenta con la integral de Riemman es que no se llegan
a teoremas indispensables relacionados a integrales. La dificultad se presenta cuando se
quiere interrelacionar a la integral con operaciones, como el limite por ejemplo. Por ello
se requiere abordar la integral de Riemann desde un punto de vista nuevo, tal que solu-
cionen estas dificultades a través de una generalizacion de la integral de Riemman y esto
se hace con la integral de Lebesgue.

Para un mejor entendimiento sobre la diferencia que existe entre estas dos integrales,
se presenta el siguiente ejemplo. Supongamos que se tiene el bolsillo lleno de monedas
con valores de 2 y 5 nuevos soles y se quiere saber de cuanto de dinero disponemos. Para
ello, existen al menos dos posibles formas de contar:

(1) En la primera forma, extraemos las monedas una a una y vamos sumando sus valores.

(2) en la segunda forma, sacamos todas las monedas y las agrupamos de acuerdo a sus
valores, formando asi un grupo de monedas de 2 soles y otro de 5 soles; multiplicamos
las cantidades por sus respectivos valores y sumamos.

Es claro que estas dos formas de contar nos dardn el mismo resultado. Por medio de
este ejemplo evidenciamos que la segunda forma de contar que corresponde a la integral
de Lebesgue, es mucho mas eficaz y elegante que la primera forma que concierne a la
integral de Riemman.

Como se verd en este trabajo, la definicion de la integral de Lebesgue también implica
de hecho un poco mas de conceptualizacion que la definicion de la integral de Riemann,

10
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lo cual hace que esta integral nos permita integrar en espacios mds abstractos.

Existe un ejemplo, que por supuesto incluiremos en los resultados del presente trabajo,
de una funcién que es Lebesgue integrable mas no Riemann integrable, estamos hablando
de la funcién de Dirichlet:

1, size@
fz) = {

0, de otro modo

11
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1.1. Descripcion del problema

Sea f : [a,b] — R una funcion acotada sobre [a, b], la integral de Riemman consiste
en hacer una particién sobre [a, b] en subintervalos, para luego multiplicar las longitudes
de dichos subintervalos con el valores de la funcién en sus respectivos subintervalos, y
finalmente sumar; es decir:

b n
/ f(z)dz = Z fxi)(zi — zi1)

Sea f una funcién medible, la integral de Lebesgue consiste en hacer un particién
sobre el rango de f, en seguida encontramos las preimagenes Fj, de los y; para luego cal-
cular sus respectivas medidas y multiplicar por el valor de la funcién y; donde finalmente
sumamos estos resultados; es decir:

b n
/ fdp=>" a;p(E;)
a i=1
Este trabajo de investigacion queda definida mediante la siguientes interrogantes:

(Sera que la integral de Lebesgue de una funcién existe y coincide con la integral de
Riemann, cuando la integral de Riemann de esa misma funcion existe?
(Cuéndo las funciones Lebesgue integrables son Riemann integrables?

1.2. Antecedentes de la investigacion

Los antecedentes relacionados al presente trabajo de investigacidn son los siguientes:

(1) MANUEL, Luis O. (2011). En su articulo titulado “Teoria de la medida e integral
de Lebesgue” desarrolla la teoria de la medida desde o-algebras de manera muy re-
sumida. En la presente investigacion se propone desarrollar dicha teoria de manera
muy detallada y exhaustiva dando a conocer todas las definiciones necesarias para la
construccién de la medida en R.

2) ALEGRiA, Pedro (2007). En sus apuntes que llevan por titulo “Teoria de la medida”
inicia con el desarrollo de la integral de Lebesgue en R continuando con la derivacién
e integracion de funciones medibles. No realiza una comparacion entre las teorias de
Riemann y Lebesgue.

(3) METZGER ALVAN, Roger (2002). En su articulo titulado “Teoria de la Medida
en R”, aborda los conceptos de medida desde un punto de vista intuitivo; realiza
directamente la construccion de la medida y la integral de Lebesgue. En la presente
investigacion se propone dar a conocer la construccion de la medida de Lebesgue de
manera comprensible sefialando lo que previamente se usara.

(4) MEDINA, Herbert A. (1995). En sus notas que llevan como titulo “Apuntes de la
teoria de la medida” da a conocer sobre la teoria de la medida enfatizando lo necesario
mas no lo suficiente para luego concluir en los espacios de L”.

12
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1.3. Hipotesis de la investigacion

La integral de Lebesgue de una funcién existe y coincide con la integral de Riemann,
cuando la integral de Riemann de esa misma funcidn existe, es decir, se probard que el
conjunto de las funciones Riemann integrables f : R — R es un subespacio lineal de
L. (R) N L_(R); donde L, (R) denota el conjunto de funciones f : R — R tal que
existe una sucesion creciente {@g}r—12,.. con ¢ < fen Ry f(zr) = limyg(x), y
L_(R) = {—f/f € Ly(R)}, ademis la integral de Riemann y la integral de Lebesgue
coinciden en el conjunto de las funciones Riemann integrables. En otros términos bajo
ciertas condiciones la integral de Lebesgue contiene a la clase de funciones Riemann in-
tegrables.

Las funciones Lebesgue integrables son Riemann integrables si, y solo si el conjunto
de puntos en el cual la funcion es discontinua tiene medida de Lebesgue igual a cero; en
aquel caso, la integral de Riemann es igual al valor de la integral de Lebesgue.

1.4. Objetivos de la investigacion
1.4.1. Objetivo general

Establecer condiciones para poder determinar cuando la integral de Lebesgue y la
integral de Riemann de una funcion existen y coinciden en un dominio dado de la funcién.

1.4.2. Objetivos especificos

(1) Efectuar un desarrollo detallado de la integral de Riemann de una funcién.
(2) Presentar un desarrollo detallado de la integral de Lebesgue de una funcion.

(3) Realizar una comparacion entre las integrales de Riemann y de Lebesgue de una fun-
cion.

(4) Caracterizar la integral de Riemann y la integral de Lebesgue.
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CAPITULO 11
REVISI()N DE LITERATURA

2.1. La Integral de Riemann
2.1.1. Supremo e infimo

Dada una funcién acotada f : X — R, recordemos que sup f = sup f(X) =
sup{f(z) :x € X} einf f =inf f(X) =inf{f(x): 2z € X}

Lema 2.1. Sean A, B C R tales que, paratodo x € Aey € B, se tiene que x < .
Entonces sup A < sup B. Para que sup A = inf B es necesario y suficiente que, para
todoe > 0, existanx € Aey € Btalesquey — z < e.

Demostracion: Cada y € B es una cota superior de A, luego sup A < y. Lo que de-
muestra que sup A es una cota inferior de B y por tanto sup A < inf B. Si tuviésemos la
desigualdad estricta sup A < inf B; entonces ¢ = inf B —sup A > 0ey — x > € para
cualesquiera x € A ey € B. Reciprocamente, si sup A = inf B entonces, dado ¢ > 0,
sup A — £/2 no es una cota superior de A e inf B + £/2 no es una cota inferior de B,
luego existen x € Aey € B, talesquesup A —¢/2 <z <sup A =inf B < y < inf
B+e¢/2.Porlotantoy — z < . O

Lema 2.2. Sean Ay B conjuntos acotados en R y ¢ € R. Entonces los conjuntos A+ B =
{r+y:x€AyeB}ycA={cx:x e A} también son acotados. Ademds, se tiene
sup(A + B) = sup A + sup B, inf(A + B) = inf A + inf B, sup(c.A) = c.sup Ay
inf(c.A) = c.inf A, cuando ¢ > 0. Si ¢ < 0 entonces, sup(c.A) = c.inf A e inf(c.A) =
c.sup A.

Demostracion: Escribiendo a = sup Ay b = sup B, paratodo z € Aey € B se tiene
r<aey < b, luego x +y < a + b. por tanto, a + b es una cota superior de A + B.
Ademds, dado ¢ > 0, existen x € Aey € Btalesquea —e/2 < xyb—¢/2 <y,
de donde a + b — ¢ < x + y. Lo que demuestra que a + b es la menor cota superior de
A+ B, es decir sup(A+ B) = sup A+ sup B. Laigualdad sup(c.A) = c.sup A es obvia
si ¢ = 0. Si ¢ > 0, dado cualquier nimero d menor que c.a tenemos d/c < a, luego existe
r € Atal que d/c < x. De donde d < c.z. Lo que demuestra que c.a es la menor cota
superior de c. A, es decir, sup(c.A) = c.sup A. O

Corolario 2.1. Sean f, g : X — R funciones acotadas. Entonces las funciones f+g¢,cf :
X — R también estdn acotadas para todo ¢ € R. Ademas sup(f + g) < sup f + sup g,
inf(f + g) > inf(f) + inf(g), sup(cf) = c.sup f e inf(cf) = c. inf(f) cuando ¢ > 0. Si
¢ < 0, se tiene que sup(cf) = c.inf(f) e inf(cf) = c.sup f.

14
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Demostracion: Sean A = f(X), B = g(X), C = (f + 9)(X) = {f(z) + g(z) :
x € X}. Evidentemente, C' C A + B, luego sup(f + g) = sup(C) < sup(A+ B) =
sup A+sup B = sup f +sup g. Ademds, sup(cf) = sup{c.f(z) : ¢ € X} =sup(cA) =
c.sup A = c.sup f, cuando ¢ > 0. Los demas casos enunciados en el corolario se prueban
de forma andloga [

Observacién 2.1. De hecho se puede tener sup(f+g) > inf(f)+inf(g). Basta considerar
Lema 2.3. Dada f : X — R acotada, sean m = inf(f), M = sup(f) yw = M — m.
Entonces w = sup{| f(z) — f(y) |: x,y € X }.

Demostracion: Dados cualesquiera x,y € X, que para fijar ideas supondremos tales que
f(x) = f(y). setiene m < f(y) < f(x) < M, de donde | f(x) — f(y) |< M —m = .
Por otra parte, dado cualquier ¢ > 0 podemos encontrar z,y € X tales que f(x) >
M—¢/2y f(x) < m+e/2.Entonces | f(x)—f(y) |> f(z)—f(y) > M —m—c =w—c¢.
Asi, w es la menor de las cotas superiores del conjunto {| f(x) — f(y) |: x,y € X}, lo
que prueba el lema. [

Lema 2.4. Sean A’ C Ay B’ C B conjuntos acotados de niimeros reales. si para cada
a € Ayb e Bexistend € A’y € B'talesque a < a’ y i < b, entonces sup A’ =
sup A e inf B’ = inf B.

Demostracion: Evidentemente sup A es una cota superior de A’. Ademas, si ¢ < sup A
existe a € A tal que ¢ < a, luego existe @’ € A’ tal que ¢ < a < ’, por tanto ¢ no es una
cota superior de A’. Asi, sup A es la menor cota superior de A’, esto es, sup A = sup A'.
Un razonamiento andlogo demuestra el resultado para inf B = inf B'. O

2.1.2. Laintegral de Riemann

Una particién del intervalo [a, b] es un subconjunto finito de puntos P = {t,t1, -+ ,t,} C
[a,b] talque a € Py b € P.De maneraque a =ty < t; < --- < t,, = b. El intervalo
[ti—1,t;], de longitud t; — t;_1, se llamara i-ésimo intervalo de la particion P. Evidente-
mente, » . (t; —t;-1) =b—a.

Sean Py () particiones del intervalo [a, b], se dice que () refina P cuando P C (). La
manera mas sencilla de refinar una particion consiste en afiadirle un nuevo punto.

Dada una funcién acotada f : [a,b] — R, usaremos la notacién m = inf{f(x) :
z € [a,b]} y M = sup{f(x) : * € [a,b]}. En particular, tenemos m < f(zx) < M
para todo x € [a,b]. Si P = {to,t1, - ,t,} es una particién de [a,b], la notacién
m; = Wf{f(z) : t;1 <z <t;}, My =sup{f(z) : t; 1 <z < t;} yw, = M; —my,
indica el infimo, el supremo y la oscilacién de f(x) en el i-ésimo intervalo de P. Cuando
f es continua los valores m; y M; son alcanzados por f en [t;_1,t;]. En particular, en este
caso existen z;, y; € [t;_1,t;] tales que w; = | f(vi) — f(x;)]-
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La suma inferior de f relativa a la particién P es el nimero:

n

s(f; P)=mi(ty —to) + -+ +mp(tn —th1) = Zmi(ti —ti-1).
i=1

La suma superior de f relativa a la particién P es por definicion:
i=1

Evidentemente m(b—a) < s(f; P) < S(f; P) < M(b—a), sea cual fuere la particiéon
P. Ademas S(f, P) - S(f, P) = Z?:l wz(tz - ti—l)-

Cuando en el contexto esté claro quien es f se puede escribir simplemente s(P) y
S(P)envezde s(f; P)y S(f;P), respectivamente.

A |

N

%/

a ty to t3 ta b a ty ty t3 ta b

Figura 2.1: La suma inferior y la suma superior

En el caso de que f(z) > 0 para todo = € [a, b], los nimeros s(f; P) y S(f; P) son
valores aproximados, por defecto y por exceso respectivamente, del area de la region li-
mitada por el grifico de f, en el intervalo [a, b] en el eje de abscisas y las perpendiculares
a dicho eje en los puntos a y b. Cuando f(x) < 0 para todo = € [a, b], esas sumas son
aproximadamente de dicha area con el signo invertido.

La integral superior y la integral inferior de una funcién acotada f : [a,b] — R se
definen, respectivamente, como:

b b
/f(x)dx:sups(f;P), / f(x)dx:i%fS(f;P)
a P Ja_
donde el sup y el inf se toman en el conjunto de todas las particiones P del intervalo [a, b].

Notar que la integral de Riemman puede ser definido de manera equivalente de la si-
guiente forma

Sea f una funcién acotada en el intervalo cerrado [a, b] ademas P = {zg,z1,...,2,},
donde z(y = a 'y x,, = b, una particion de este intervalo. Hagamos Ax; = x; — z;_1, para

16
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La suma inferior de Riemann de f sobre P es el nimero
L(f.P) =3 mi(f)Ae,
i=1
donde m; = nf{f(x) : x € [x;_1; 7]}
De manera similar, la suma superior de Riemann de f sobre P es el nimero
UG P) = 3 M)A,
i=1

donde M; = sup{f(z) : x € [x;_1; 2]}

Notemos que ambos niimeros estdn bien definidos ya que f es una funcién acotada. Es
necesario definir ||P|| = méx{z; —x;_1/i =1,2,...,n}

Asi la funcién f se dice ser Riemann integrable en |a, b] si

lim L(f,P)= lim U(f,P)

[|P]|—0 || P||—0
Teorema 2.1. Cuando se refina una particién, la suma inferior no disminuye y la suma
superior no aumenta. O sea: P C Q = s(f; P) < s(f;Q)y S(f;Q) < S(f; P).

Demostracion: Supongamos inicialmente que la particién Q = P U {r} resulte al afadir
a P un tdnico punto 7 y que, por ejemplo, t;_; < r < t;. Sean m' y m” los infimos de f
en los intervalos [t;_1,7] y [r;t;], respectivamente: Evidentemente, m; < m/, m; < m”
ytj—tj_1 = (t; —r)+ (r —t;_1). Por tanto:

s(f; P) = S(fs P)=m"(t; —r) +m'(r — t;-1) —my(t; — tj-1)

= (m" —m;)(t; — )+ (m —my)(r—t;_1) 20
s(f; P) = S(f; P) =0
Para obtener el resultado en el caso general, donde () se obtiene al afiadir a P k puntos,

se usa k veces lo que acabamos de probar. Analogamente, se tiene P C ) = S(f; Q) <
S(f; P). O

Corolario 2.2. Para cualesquiera particiones Py () del intervalo [a, b] y cualquier funcién
acotada f : [a,b] — R se tiene s(f; P) < S(f;Q).

En efecto, la particién P U () refina simultdneamente Py @, luego s(f; P) < s(f; PU
Q) <S(f;PUQ) <S(f;Q).

Corolario 2.3. Dada f : [a,b] — R, sim < f(x) < M para todo x € [a, b], entonces:

m(b—a) < / Fa)de < / F@)dz < M(b—a)

Demostracion: Las desigualdades de los extremos son obvias, la central resulta del Co-
rolario y del lema 2.1 [
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Corolario 2.4. Sea P, una particién de [a, b]. Si consideramos las sumas s(f; P)y S(f; P)
relativas exclusivamente a las particiones P que refinan F), obtendremos los mismos va-

b b
lores de / f(z)dzyde / f(z)dz.
Demostracion: Es suficiente combinar el Teorema 2.1 y el Lema 2.4. 0

Una funcién acotada f : [a,b] — R se dice integrable cuando su integral inferior y
su integral superior son iguales. Este valor comun se llama integral (de Riemann) de f,

b
y se denota por / f(z)dz.

b
Cuando f es integrable, su integral f(z)dz es el nimero real cuyas aproximacio-

a
nes por defecto son las sumas inferiores s(f; P) y cuyas aproximaciones por exceso son
las sumas superiores S(f; P). El Teorema 2.1 afirma que estas aproximaciones mejoran

cuando se refina la particién P. Geométricamente, cuando f(x) > 0 para todo = € [a, b],
b

laexistenciade | f(z)dz significa que la regién limitada por el grifico de f, el segmen-

to [a, b] en el eje Lae las abscisas y las perpendiculares a dicho eje en los puntos a y b es
medible (esto es posee drea), y el valor de la integral es, por definicion, el drea de esta re-

b b

gion. En el caso general, se tienen el drea externa / f(z)dz y el drea interna / f(z)dz,
a a

que pueden ser diferentes, como veremos a continuacion.

Ejemplo 2.1. Sea [ : [a,b] — R, definida mediante f(z) = 0 si x es racional y f(z) =1
si x es irracional. Dada una particién cualquiera P, como cada intervalo [¢;_1, ;] contiene
nimeros racionales e irracionales, tenemos m; = 0y M; = 1, luego s(f;P) = 0y

b b
S(f; P) = b— a. Asi, f no es integrable, pues / f(z)dx =0 y/ f(z)dx = 1.

Ejemplo 2.2. Sea f : [a,b] — R constante, f(z) = c para todo = € [a, b]. Entonces, sea
cual fuere la particiéon P, tenemos m; = M; = c en todos los intervalos de la particion,

b b
luego s(f; P) = S(f; P) = c¢(b— a). Asi, f es integrable y/ flz)dx = / f(z)dz =

Zf(m)dm = c(b—a).

Teorema 2.2 (Condicion inmediata de integrabilidad). Sea f : [a,b] — R acotada. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f esintegrable.
(2) Para todo € > 0, existen particiones P; () de [a, b] tales que S(f; Q) — s(f, P) < e.

(3) Para todo € > 0, existe una particiéon P = {to,...,t,} de [a, b] tal que
S(£:Q) = s(f; P) =) wilti —tiy) <e
i=1
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Demostracion: Sean A el conjunto de las sumas inferiores y B el conjunto de las sumas
superiores de f. Por el Corolario 2.2 del Teorema 2.1, se tiene que s < S para toda
s € Aytoda S € B. Suponiendo (1), entonces sup A = inf B. Luego por el Lema 2.1,
(1) = (2). Para probar que (2) = (3) basta observar que si S(f;Q) — s(f;P) < ¢
entonces, como la particion Py = P U () refina ambas, del Teorema 2.1 se sigue que
s(fi P) < s(fi Po) < S(f; Po) < S(f; Q). de donde se sigue que S(f; o) — s(f; o) <
e. Finalmente (3) = (1) por el Lema 2.1. O

Ejemplo 2.3. Sea f : [a,b] — R, definida como f(z) = ccuandoa < x < by f(a) = A.
b

Afirmamos que f esintegrabley que | f(z)dz = ¢(b—a). Para fijar ideas, supongamos

que ¢ < A. Entonces dada cualquier apartici(’)n P = {to,t1,...,t,} tenemos m; = c,
My, =Aym; = M; = cparal < i < n.Portanto, S(f; P)—s(f; P) = (A—c)(t1 —to).
Dado cualquier € > 0, tomamos una particién P tal que t; —ty < ¢/(A —¢), y obtenemos

S(f; P) — s(f; P) < e. Luego f es integrable. Ademds como s(f; P) = ¢(b — a) para

toda la particién P, tenemos / f(z)dz = ¢(b — a). Finalmente, como f es integrable.

resulta / flz)dz = / f(x c(b—a). Evidentemente, se tiene un resultado analogo

cuando f(x) = cparax € [a,b).

2.1.3. Propiedades de la integral
Teorema 2.3. Sean a < ¢ < b. Una funcién acotada f : [a, b] — R es integrable si, y solo
b

si, sus restricciones fi, ) ¥ flc,y) Son integrables. En caso afirmativo, se tiene / f(x)dx =

/acf(m)da:Jr /be(x)d:t

Demostracion: Sean A y B, respectivamente, los conjuntos de las sumas inferiores de
fla.q ¥ flep)- Es fécil ver que A + B es el conjunto de las sumas inferiores de f relativas
a las particiones de [a, b] que contiene al punto c. Por el Corolario 2.4 del Teorema 2.1,
para calcular la integral inferior de f basta considerar las particiones de este tipo, pues

b
estas son las que refinan Py = {a,b, c}. Por el Lema 2.2, / f(z)dx = sup(A + B) =

c b b
sup A+sup B = / f(:v)dx+/ f(z)dz. Andlogamente se demuestra que/ f(z)dx =
sup(A+ B) =sup A+sup B = / f(z dx—l—/ f(z)dz. Luego:

o= L= ([r=Lo) = ([ f7)

Como las dos restas dentro de los paréntesis son mayores o iguales que cero, su suma es
cero si ambas son nulas. Asi, f es integrable si, y sdlo si, sus restricciones fiq.q Y flc5 10s
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b b
son. En el caso afirmativo, se tiene la igualdad / f= / f+ / f. O

Ejemplo 2.4. Se dice que [ : [a,b] — R es una funcion escalonada cuando existe una
particion P = {to,t1,...,t,} de [a,b] y nimeros reales ¢, cs . .., ¢, tales que f(z) = ¢;
cuando t;_; < x < t;. (Observe que no se exige nada a los valores f(¢;)). Del Teorema
2.3 y del Ejemplo 3 se sigue que toda funcion escalonada es integrable y que

b n
/ f(z)dx = Z ci(ti — tic1).

b
Observacion: La igualdad / f(x)de = / f(x)dz + / f(x)dz tiene sentido exclusi-

vamente cuando a < ¢ < b. para que sea valida, sean cuales fueren a, b, c € R, de aqui en
adelante consideraremos lo siguiente:

(1) / " f)dz =
o [ e = - [ st

Aceptado esto, la igualdad anterior es vdlida para toda funcién integrable. Para verificar
esto hay seis casos aconsiderar: a < b <c,a<c<bb<a<cb<c<a,c<a<by
¢ < b < a. Basta en cada caso admitir la integrabilidad de f en el mayor de los intervalos.

Teorema 2.4. Sean f, g : [a,b] — R integrables. Entonces:

(1) La suma f + g es integrable y

/ab [f(2) + g(x)]de = /abf(x)dx + /abg(a:)dx

b b
(2) El producto f.g es integrable. Si ¢ € R, / c.f(z)dx = c./ f(z)dz

(3) Si0 < k < |g(x)| para todo z € [a, b], entonces el cociente f/g es integrable.

b b
4) Si f(x) < g(z) para todo x € [a, b] entonces/ f(z)dx < / g(x)dx.

b b
(5) |f|es integrabley‘/ f(x)dx|§/ |f(x)|d.

Demostracion:

(1) Dada cualquier particién P de [a, b], denotamos por m;, m/ y m; los infimos de f, gy
f + g eneli-ésimo de P, respectivamente. Del Corolario 2.2 del Lema 2.2 se deduce
que m; + m! < m;, luego s(f; P) + s(g; P) < s(f + ¢g; P) < f;(f + ¢) para toda
particién P. Si tomamos dos particiones Py () también tendremos:

S(f;P)+8(g;Q)Ss(f;PUQ)H(g;PUQ)S/(f+g>7
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por consiguiente

b b
/f+/g=sup8(f;P)+Sup8(g;Q)
a a P Q

/abf + /abg = sup[s(f; P) + s(g; Q)]

P7 Q

/abf+/abg§/;<f+g>

Esto prueba, la primera de las desigualdades que vienen a continuacion; la tercera se
demuestra de forma anéloga y la segunda es obvia:

/f+/g</nf+g /‘ﬂﬂy /f+/

Cuando f y g son integrables las tres desigualdades se convierten en igualdades, lo
que prueba (1).

(2) Sea K tal que |f(z)| < Ky |g(z)| < K para todo = € [a,b]. Dada un particién P
sean, respectivamente, w,, w, y w; las oscilaciones de f, gy f.g en el i-ésimo intervalo
[ti—1,t;]. Tenemos:

| f(y)-9(y) — (z)]

() g(y) + f(z)(9(y) — g(x))|
Hg(y)! +|f(@)]]9(y) — g(z)|

|(f
<|fly
§K|wi+w;'|.

De donde > w;(t;—t;-1) < K[> wi(ti—ti—1)+> w!(t;—t;_1)]. Por el teorema 2.2,
la integrabilidad de f.g es consecuencia de la integrabilidad de f y g. Con respecto
a c.g, su integrabilidad resulta de lo que acabamos de probar. Ademéds, si ¢ > 0,
tenemos s(cf; P) = c.s(f; P) para cualquier particiéon P, de donde, por el Lema 2.2

se tiene que:
/abc.fz/abc.f:c./abfzc./abf.

Cuando ¢ < 0, tenemos s(cf; P) = ¢S(f; P), luego

/a”cf:/izf:cff:c/jf_

(3) Como f/g = f(1/f), basta probar que si g es integrable y 0 < k < |f(x)| para todo
x € [a,b] entonces 1/g es integrable. Indicamos mediante w; y w;, respectivamente,
las oscilaciones de g y 1/g en el i-ésimo intervalo de la particion P de forma que
Swilti—tiq) <e.K 2, Para cualesquiera z, y en el i-ésimo intervalo de P se tiene:

9(y) l9(y)g(x)| =K

1 _ g g(y)| w;
g(ﬂf

por tanto w) < w;/K?. Asi > w;(t; —t;_1) < €, luego 1/g es integrable.
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4) Si f(x) < g(z) para todo = € [a, b] entonces s(f; P) < s(g; P)y S(f; P) < S(g; P)
para toda particiéon P, de donde

/abf(x)dx < /abg(:c)d:c.

(5) La desigualdad evidente ||f(y)| — |f(z)|| < |f(y) — f(z)| demuestra que la osci-
lacién de |f| en cualquier conjunto no supera la de f. Luego, f integrable implica
| f| integrable. Ademas, como —|f(z)| < f(x) < |f(z)| para todo = € [a,b], de (4)

b b b
resultaque—/ \f(:v)|d:v§/ f(a:)datg/ |f(z)|dx, o sea

\/jf(r)dm\ < /ablf(x)|da:.

[
Corolario 2.5. Si f : [a,b] — Res integrable y | f(z)| < K paratodo = € [a, b] entonces
b
|/ f(x)dz| < K(b— a).
Observacion 2.2. Si una funcion integrable f : [a,b] — R es tal que f(z) > 0 para todo

b
x € |a,b] entonces / f(z)dz > 0. Esto es consecuencia del apartado (4) del teorema

b
anterior. Sin embargo, es posible que f(x) > 0 para todo = € [a,b] y / flz)dz =0

sin que f sea idénticamente nula. Basta tomar f(x) = 1 en un conjunto finito de puntos
de [a,b] y f(z) = 0 en los demds puntos de [a, b]. Por el Ejemplo (4), f es integrable

y su integral es nula. No obstante, si f es continua y f(z) > 0 para todo z € [a,0]
b

entonces / f(z)dx = 0 implica que f es idénticamente nula. En efecto, si hubiese

algin puntg xg € |a, b] tal que f(zg) = ¢ > 0 entonces existiria un intervalo |« 3], donde
zo € |o, B] C [a,b], tal que f(z) > ¢/2 paratodo x € [«, 5]. Entonces, como f(x) > 0,

b B
tendriamos / f(x)dx > / f(x)dx > g(ﬁ — a) > 0, lo que es absurdo.

2.1.4. Condiciones suficientes para la integrabilidad

Teorema 2.5. Toda funcion continua f : [a, b] — R es integrable.

Demostracion: Dado ¢ > 0, por la continuidad uniforme de f en el compacto [a, b],
existe un > 0 tal que z,y € [a,b], |y — x| < d implican |f(y) — f(z)| < /(b — a).
Sea P una particion de [a, b] tal que todos sus intervalos tienen longitud menor que J. En
cada intervalo [t;_1,t;| de P existen x;,y; tales que m; = f(x;) y M; = f(y;), de donde
wi = f(yi) — flx;) < e/(b—a). Asi > w;(t; — t;_1) < €. Por el Teorema 2.2, f es
integrable. O

Teorema 2.6. Toda funcién monétona f : [a, b] — R es integrable.
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Demostracion: Para fijar ideas, sea f creciente. Dado e > 0,sea P = {to,t1,...,t,} una
particién de [a, b] tal que todos sus intervalos tiene longitud menor que ¢/ (f(b) — f(a)).
Paracadai = 1,2,...,n tenemos w; = f(t;) — f(t;_1), por tanto > w; = f(b) — f(a)

ademads:
€
2t ) = iy 2
€
wilt; —tic1) = ) = fla) Z[f(ti> — f(ti1)]
wi(ti — tz 1) E.
Luego f es integrable. O

Si a < b, denotaremos mediante |.J| = b— a la longitud del intervalo (abierto, cerrado
o semiabierto) / cuyos extremos son a y b. Se dice que el conjunto X tiene medida nula
cuando, dado cualquier € > 0, existe un recubrimiento numerable (finito o infinito) de X,
X C | I, cuyos elementos son intervalos abiertos I}, tales que la suma de sus longitudes

es > |k <e.
Ejemplo 2.5. Todo conjunto numerable X = {1, s, ..., 2y, ... } tiene medida nula.

En efecto, dado cualquier € > 0, sea J, el intervalo abierto centrado en x;, de longitud
g/21 Entonces X C |JIy y Y. |Ix] = £/2 < . En particular, el conjunto Q de los
numeros racionales tiene medida nula.

Teorema 2.7. Si el conjunto D de los puntos de discontinuidad de una funcién acotada
f @ |a,b] — R tiene medida nula entonces [ es integrable.

Demostracion: Dado ¢ > 0, existen intervalos [y,..., i, ... talesque D C JIx y
> |Jk| < e/2K,donde K = M —m es la oscilacién de f en [a, b]. Para cada x € [a, b] —
D, sea Jj un intervalo abierto centrado en = donde la oscilacion de f es menor que £/2(b—
a). Por el teorema de Borel-Lebesgue, el recubrimiento abierto [a, b] C (U, ) U (U, I»)
posee un subcubrimiento finito [a,b] C [1U...UI,,UJ,, U...UJ, .Sea P laparticién de
[a, b] formada por los puntos a, by los extremos de estos m + n intervalos que pertenecen
a [a, b]. Indicaremos mediante [t,_1,t,] los intervalos de P que estdn contenidos en algiin
I, y mediante [t3_1,13] los demds intervalos de P. Entonces > (t, —to 1) < ¢/2K y la
oscilacion de f en cada intervalo [ts_1,ts] es ws < €/2(b — a). Luego:

S(f;P) — = walta = ta1) Zwﬁtg—t/g,
e(ts —ts—1)
<ZK(t°‘_a1+Z b—a
K=
< 2K+2(b—a)
S(f;P)—s(f; P)=e.
Luego f es integrable. O]
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2.2. Laintegral de Lebesgue
2.2.1. Notacion y terminologia

Se denota como A€y se lee “complemento de A” para el conjunto de puntos que no
estan en A. Para evitar algunas de las paradojas de la teoria de conjuntos, suponemos que
todos nuestros conjuntos son subconjuntos de algin conjunto dado X. Para ser precisos
se define

A={xe Xz ¢ A}

La notacion
A—B=AnNDKB*

se lee como la diferencia de A menos B (es comtn también denotar ello como A\ B).
Definimos
AAB =(A—-B)U (B - A).

El conjunto AA B es conocido como diferencia simétrica de Ay B, es el conjunto de pun-
tos que estan en uno de los conjuntos pero no en el otro. Si / es algin conjunto no vacié
de indices entonces una coleccién de subconjuntos { A, }acs es disjunto si A, N Az = 0
cuando o # f3.

La notacién A; 1 significaque A; C Ay C ... y A; T A significa que ademas de A; 1
se debe cumplir que A = U°, A;. De igual forma A; | significaque 41 D Ay D ...y
A; | A significa que ademas de A; | se debe cumplir que A = N7, A;

Usamos Q para denotar el conjunto de los nimeros racionales, R para el conjunto de
los nimeros reales y C para el conjunto de los nimeros complejos.

También usamos la notacion
x Vy =max(z,y) , x Ay =min(z,y)

para escribir un ndmero real z en términos de sus partes positiva y negativa, como xr =
xt — 27, donde
Tt =2V0 ) x~ = (—x)VO.

Si z es un numero complejo, entonces Z es el conjugado complejo de z.

Si f es una funcién con dominio un subconjunto de R, entonces, lim, .+ f(y) ¥y
lim, - f(y) denotan los limites laterales de f en x respectivamente.

Se dice que la funcién f : R — R es creciente si < y implica que f(z) < f(y) yes
estrictamente creciente si © < y implica que f(z) < f(y). De igual modo definimos de-
creciente (si x > y entonces f(z) > f(y)) y estrictamente decreciente (si x > y entonces
f(z) > f(y)).Una funcién f es mondtona, si es creciente o decreciente.
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Dada una sucesién {a,, } de nimeros reales, entonces

lim sup a,, = inf sup a,,,
n—00 " m>n

lim inf a,, = sup inf a,,
n—00 n m>n

Por ejemplo, si

1, n: par
——, n:impar.
n

Luego limsup,, , . a, = 1y liminf,_,., a, = 0. Una sucesion {a,, },en tiene limite si y
solo si lim sup,,_, . @, = liminf,,_, a, y los limites son finitos. Se utilizan definiciones
andlogas cuando tomamos un limite a lo largo de los nimeros reales. Por ejemplo,

limsup f(y) = inf sup f(y).

y—z 6>0 ly—z|<d

2.2.2. Algebras y o-dlgebras

Mas adelante cuando se construyan medidas, veremos que no se pueden definir en
general la medida de un conjunto arbitrario, se debe restringir la clase de conjuntos a
considerar. Dicha clase que se debe usar son los o-algebras.

Definicion 2.1. Sea X un conjunto. Un dlgebra es una coleccién A de subconjuntos de
X tal que:

(Hhe Ay X € A
(2) Si A € A, entonces A° € A.
(3) Si Ay, Ay, ..., A, estdnen A, entonces | J_, A, € Ay, A € A

si ademds de estas condiciones, cumple con lo siguiente:

(4) Cuando A;, Ay, ... estdn en A, entonces | J;, A; y [;=; A; estdn en A.

entonces .4 es un o-dlgebra.

En (4) solamente se aceptan uniones e intersecciones numerables; no se permite uniones
e intersecciones no numerables. Puesto que ()~ A; = (Ufil A;?)C, el requerimiento de
que ();2, A; este en A es redundante.

El par (X, .A) se llama espacio de medida. Un conjunto A es medible si A € A

Ejemplo 2.6. Sea X = R, el conjunto de los nimero reales, y A es la coleccion de todos
los subconjuntos de R. Entonces A es un o-dlgebra.

Ejemplo 2.7. Sea X =[0,1]y A = {@, X, [0,4],(3,1] } Entonces A es un o-dlgebra.

Ejemplo 2.8. Sea X = {1,2,3} ysea A = {X,(Z), {1}, {2,3}}. Entonces A es un o-
algebra
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Ejemplo 2.9. Sea X = [0,1] y By, Bo, . .., Bg subconjuntos de X que son disjuntos por
parejas cuya union es todo el conjunto X . Sea A la coleccion de todas las uniones finitas
de los B;’s incluyendo al conjunto vacio (A consta de 28 elementos). Se verifica que A es
un o-algebra.

Lema 2.5. Si A, es un o-algebra para algiin « en un conjunto /, entonces Nyc7.A, €s un
o-éalgebra.

Demostracion:

(1) 0 € NaerAa yaque ) € A (Aesuno-dlgebra)y X € Nper A, yaque X € A,,
Vo € 1.

(2) Como A, es un o-dlgebra los complementos de A;, As,... € NuerAq es decir
Ai, Ag, oo € NgerAa-

(3) No es necesario, ya que el siguiente item es una generalizacion.

(4) Sean Ay, Ay, ... € NaerAq, entonces Ay, As, ... € A,, Vo € T ademas U A, € A
luego U2, A; € NperA.

]

Sea C una coleccién de subconjuntos de X; sea
o(C) = N{A, : A, es un o-algebra},

como la interseccion de todos los o-dlgebras que contiene C. Dado que al menos existe un
o-élgebra que contiene C, es decir el que consiste en todos los subconjuntos de X, nunca
tomaremos la interseccion sobre una clase vacia de o-dlgebras. En vista del Lema 2.5,
o(C) es un o-dlgebra. Llamaremos a o(C) el o-dlgebra generado por la coleccién C o de-
cimos que C genera el o-dlgebra o (C). Esta claro que si C; C Cy, entonces o(Cy) C o(Ca).
Dado que o(C) es un o-dlgebra, entonces o ((C)) = o(C).

Si X tiene alguna estructura adicional, digamos que es un espacio métrico entonces
podemos hablar de conjuntos abiertos. Si G es una coleccién de subconjuntos abiertos
de X, entonces llamaremos a o(G) como el o-dlgebra de Borel en X y esto a menudo
se denota como B. Los elementos de B se llaman conjuntos de Borel y se dicen que son
Borel medibles. Mas adelante veremos que cuando X es la recta real R, B no es igual a
la coleccion de todos los subconjuntos de X.

Terminaremos esta seccion con la siguiente proposicion:

Proposicion 2.1. Si X = R, entonces el o-dlgebra de Borel 3 es generado por cada una
de las siguientes colecciones de conjuntos:

(1) € = {(a,b) : a,b € R}
2) C = {[a,b] : a,b € R}
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3) C3 = {(a,b] ca,b e ]R}

@) Cy = {(a,0) : a,b € R}

Demostracion:

(1) Sea G una coleccion de conjuntos abiertos. Por definicion o(G) es un o-dlgebra de

Borel. Como cada elemento de C; es abierto, entonces C; C G, consecuentemente
o(C) Co(G) =58.
Para obtener la inclusion inversa, si G es abierto, este es la union contable de interva-
los abiertos, esto por la proposicion 1.5. Cada intervalo abierto finito esta en C;. Dado
que {(a,00) = U {(a,a+ n), entonces (a,o0) € o(C;) si a € Ry de manera similar
(—o0,a) € 0(Cy) si a € R. Por tanto si G es abierto, entonces G € o(C;). Esto nos
dice que G C 0(C1), de donde luego B = o(G) C o(a(C1)) = a(Cy).

(2) Si[a,b] € Cs, entonces [a,b] = N2 {a — L, b+ L) € 0(G). Por tanto C» C o(G), y
en consecuencia o(Cy) C o (0(G)) = o(G) = B.

Si {(a,b) € Cy, escogemos ng > 2/(b — a) y lo denotamos como:

1 1

by = U gy .

(@0 =, [a+ 2= 2] e ot
Por lo tanto C; C o(Cy), del cual se deduce que B = o(C1) C o (c(C2)) = o(Ca).

(3) Usando (a,b) = N2, (a,b+ 1), vemos que C3 C o(C), y arriba concluimos que
o(C3) C o(Cy) = B. Usando (a,b) = U2, (a,b— 1], siempre que ng sea lo su-

n=ng
ficientemente grande, C; C o(C3), y arriba hemos argumentado que B = o(C;) C

O'(Cg).

(4) Yaque (a,b] = (a, 00)—(b, 00), entonces C; C o(C4). Dado que (a, 00) = U2, (a,a + n|,
entonces C4 C 0(C3). Por lo anterior esto es suficiente para implicar que o(Cy) = B.

]

2.2.3. Medidas

Definicion 2.2. Sea X un conjunto y A un o-algebra de conjuntos de X . Una medida en
(X, A) es una funcién (de conjuntos) p : A — [0, o] tal que:

(D) p(@) =0

(2) si A; € A,i=1,2,...,son disjuntos por parejas, entonces:
p(UZ, A;) = Z 1(A;)
i=1

Decir que los A; son disjuntos por parejas significa que A; N A; = () para i # j

La parte (2) de la definicién 2.2 es llamada aditividad numerable, diremos que una
funcion de conjunto es aditiva finita si
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Donde Aj, As, ..., A, estan en A y son disjuntos por parejas. La terna (X, A, i) es lla-
mado espacio de medida.

Ejemplo 2.10. Sea X un conjunto cualquiera, sea A = P(x) la coleccién de todos los
subconjuntos de X. Definimos 1(A) como el nimero de elementos en A donde A € A.
Se prueba que p1 : A — [0;00] es una medida en (X, .4) llamada medida de conteo,
definida por u(A) = |AJ.

Ejemplo 2.11. Sea X = R, sea A la coleccion de todos los subconjuntos de R, z1, xo, ... €
Ryaj,as,...>0.Sea
pA) = Y a

{i:x,€A}
La medida de conteo es un caso particular de esto si x; = 1y todo a; = 1.

Ejemplo 2.12. Sea X un conjunto arbitrario y sea .4 un o-dlgebra de X, fijemos z € X
luego definimos i, : A — [0; o] por

1, sizxe A
pa(A) = .
0, siz¢ A
entonces /. es una medida en (X; A). Esta medida p, es llamada masa puntual en X.
Proposicion 2.2. Lo siguiente se cumple:
(1) SiA,B € Acon A C B, entonces p(A) < u(B).
(2) SiA; € Ay A=U2, A; , entonces p(A) < >° u(4).
(3) Supongase que A; € Ay A; 1 Aentonces u(A) = lim pu(A,).
n—oo
(4) Supongase que A; € Ay A; | A. Si pu(A4;) < oo, entonces se tendria que p(A) =
lim u(A,).
n—oQ
Demostracion:
(1) Sea Ay = A, Ay, = B— Ay A3 = Ay = --- = (). Ahora usando la parte (2) de la
definicion de medida podemos escribir los siguiente:
u(B) = pu(A)+uw(B—A)+04+0+---
> pu(A).

(2) SC&Bl:AI,BQ:AQ—Al,Bngg—(A1UA2),B4:A4—(A1UA2UA3)Y

en general B; = A; — (U};llAj). Entonces los B; son disjuntos por parejas, B; C A;
paracada i,y U2, B; = U2, A;. Por lo tanto:

p(A) = w(U2, Bi)

= ZM(&')

i=1

< ZM(Az')

=1
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(3) Definimos los B; como en (2). Dado que U" , B; = U} A;, entonces:

1(A)

M(U?;Ai)
M(U;‘);Bi)

ZM(Bz‘)

= Jin 3 u(B)

= lim (UL, B;)

= lim (UL, 4)

(4) Aplicando (3) alos conjuntos Ay — A;,i = 1,2, ....Se verificaque A —A; T A1 —A
parai = 1,2,...,yasi;yaque Ay — A; C Ay — A, parai = 1,2,... ademas
Uz, (A; — A;) = Ay — A. Luego le aplicamos la parte (3) asi

(A1) = p(A) = p(A; — A)
= lim p(Ar = Ay)

= lim [(A;) — pu(A,)]

n—oo

Ahora restamos 11(A;) de ambos miembros y luego multiplicamos ambos miembros
por —1

]

Ejemplo 2.13. Para ver que la condicién p(A;) < oo es necesario que en (4) de la
Proposicion (2.2), X = N, x la medida de conteo y A; = {i,i + 1,7+ 2,... }. Es claro
que los A; forman una sucesién decreciente, es decir

A ={1,2,3,...}
Ay =1{2,3,4,...}
Ay ={3,4,5,...}

Ay ={i,i+1,i4+2,...}

delos cualesse veque Ay D Ay D Az---A; D Ajyq,parai = 1,2, 3. .. Esclaro también
que pu(A;) = 00,7 =1,2,3... pero pu(N2, A;) = u(d) = 0. Por tanto es necesario que
p(A) < oo yaque u(A) # lmy, oo p1(An).

Definicion 2.3. Una medida x es una medida finita si u(X) < oo. Una medida es una
medida o-finita si existen conjuntos E; € A parai = 1,2,... tal que u(FE;) < oo, Vi
y U, E; = X. En el caso que u es una medida finita entonces (X, A, 1) es llamado un
espacio de medida finita y en el caso que u es una medida o-finita, el espacio (X, A, u)
es un espacio de medida.
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Sean F,, = U | E;, entonces u(F,) < oo paracadany X = U, F, se cumple que
F,, 1 X. Luego no existe pérdida de generalidad en suponer que los F;, ¢ = 1,2,3, ...
forman una sucesion creciente en la Definicién (2.3).

Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Un subconjunto A C X es conjunto nulo si existe
un conjunto B € Atalque A C By u(B) = 0. No se requiere que A € A. Si A contiene
a todos los subconjuntos nulos, entonces (X, .4, 1) es llamado el espacio de la medida
completo tal que 7 es una extensién de (77 es una medida en A) es decir i = pu(B)
cuando B € A.

Una probabilidad o medida de probabilidad es una medida p tal que u(X) = 1. En
tal caso el espacio (X, A, ) se denota por (2, F,P) donde F es un o-campo que es lo
mismo que un o-algebra.

2.2.4. Construccion de medidas

El objetivo de esta parte del presente trabajo de investigacion es dar un método pa-
ra construir medidas. Este es un procedimiento complicado que envuelve el concepto de
medida exterior, el ejemplo mas importante que obtendremos es la medida de Lebesgue
en la recta. No es posible definir la medida de Lebesgue de cada subconjunto de los reales.

Si definimos que la medida m (en R) de un intervalo abierto es su longitud, es decir

m({a,b)) =b—a

y sabemos que un conjunto abierto GG de R es la unién numerable de intervalos abiertos
disjuntos, si G = U, (a;, b;), donde los intervalos (a;, b;) son disjuntos por parejas,
entonces

Luego siendo £ un subconjunto de R definimos
m(E) = inf{m(G)/Ges abiertoy F C G}

Sin embargo m no es una medida en el o-dlgebra de todos los subconjuntos de R. Para
remediar el problema vamos a considerar un o-algebra menor. Esta es la idea esencial
detrds de la construccién de la medida de Lebesgue, pero es técnicamente mds simple
trabajar con intervalos de la forma (a, b] en lugar de intervalos abiertos.

Definicion 2.4 (Medida exterior). Sea X un conjunto. Una medida exterior es una fun-
cion p*, definido, en la coleccion de todos los subconjuntos de X, tal que
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(D) () = 0.
(2) Si A C B, entonces p*(A) < p*(B).
(3) (U2 Ay) < >°2 1 (A;) donde los A;, i = 1,2, ... son subconjuntos de X.

Un conjunto N es nulo con respecto a p*(N) = 0. Una forma comiin de generar
medidas exteriores es como sigue.

Proposicion 2.3. Sea C una coleccién de subconjuntos de X tal que () € C y existen
D1,Dy,... enCcon X = U2 D;.Seal : C — [0; 00] tal que £(()) = 0. Entonces

1nf{2€ )JA; € C; 2—1,2,...;ECU§1A1}.

es una medida exterior.

Demostracion: (1) y (2) son obvias, se sigue de la definicion de medida exterior. Pro-
baremos (3). Sean A;, A,, ... subconjuntos de X y ¢ > (. Para cada i existe conjuntos
Ci1,Cia,... € Ctal que A; C U]‘?‘;lCij también para cada ¢

>, UCij) < p(A;) + ¢/2". Entonces U2 A; C U; U Cj; y ademas:
(U A) < Zf i)
= Z(Z E(Cz‘j))
<> A+ 26/2’

=1

= W) +e

i—1

8

8

Ya que ¢ es arbitrario y, p* (U2, A;) < D20, p*(A;) O

Ejemplo 2.14. Sea X = Ry sea C una coleccion de todos los intervalos de la forma (a, b].
Definamos ¢ : C — [0, o] por £({a,b]) = b—asi u* : P(R) — (0, o] es definida por
(2.4), entonces la Proposicion (2.3) establece que i1* es una medida exterior, sin embargo,
1* no es una medida de la coleccién de todos los subconjuntos de R. Veremos que si se
restringe p* a un o-dlgebra .Z tal que .Z esta contenido propiamente en P(R), entonces
p* L — [0,00] es una medida; esta medida es llamada medida de Lebesgue y el
o-algebra .Z es llamado el o-algebra de Lebesgue.

Ejemplo 2.15. Sea X = R y sea C una coleccién de intervalos de la forma (a, b] (como
en el ejemplo anterior). Sea o : R — R una funcion continua y que es continua por la
derecha, esto es a(z) < a(y) cuando x < y, a(x) = lim,_,,+ a(y) definamos ¢ : C —
[0, 00| por

(({a,b]) = a(b) — a(a)
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Sip* : P(R) — [0, o0] es definida por (2.4) entonces la Proposicion (2.3) establece que
p1* es una medida exterior (mas no una medida). Restringiendo p* a un o-4lgebra menor,
obtenemos la medida que es llamada medida de Lebesgue - Stieltjes correspondiente a «;
en particular si a(z) = x para todo = € R, obtenemos la medida de Lebesgue.

Definicion 2.5. Sea p* una medida exterior, un conjunto A C X es p*-medible si
p(E) = p(ENA) 4+ p*(EN A (2.1)
donde £ C X es cualquiera.

Teorema 2.8. Si i* es una medida exterior en X, entonces A que es una coleccién de
los conjuntos x*-medibles es un o-dlgebra. Si u es la restriccion de p* al o-algebray,
entonces /. es una medida. Mas aun .4 contiene todos los conjuntos nulos. Este resultado
es conocido como el Teorema de Carathéodory

Demostracion: Por la Definicién (2.4),
pH(E) < p(ENA)+p' (BN A

para todo £ C X. Luego para mostrar que A C X es p*-medible (2.1) es suficiente
mostrar que:
pr(E) =2 p(ENA)+ p (BN A°).

la relacién anterior es verdad cuando p*(E) = oo.

Paso 1. Primero mostraremos que .4 es un dlgebra. Si A € A, entonces A° € A por
simetria y la definicién de A. Supongamos que A, B € Ay £ C X. Entonces:

pH(B) = 1 (B0 A) + 0 (B 0 A°)
= [W(ENANB)+u (ENANB°)]
+ [ (ENA°NB) + p(EN AN B°)]
La segunda igualdad se deriva de la definicion de .4, primero reemplazando F reempla-
zando por FN A¢. Los primeros tres sumando del segundo miembro de la ecuacion tienen

una suma mayor o igual que 4* (EN(AUB)) porque AUB C (ANB)U(ANB)U(A°NB).
Dado que A°N B¢ = (A U B)¢, entonces

p(E) > (EN(AUB)) + p*(EN (AU B)),

lo cual muestra que AU B € A. Por tanto A es dlgebra.

Paso 2. A continuacién mostraremos que A es un o-dlgebra. Sean A; disjuntos por parejas
en A, sea B, = U A,y B=U?A,.SiFCX,

W (ENB,) = (ENB,NA,)+p (ENB,NAY)
=u(ENA,)+p (ENB,_1)
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De manera similar
p(ENBya)=p (EN Ay ) +p"(EN Bus)

y continuando asi, obtenemos:
p(ENB,) > p(ENA).
i=1

Como B,, € A, entonces:
p(E)=p (ENB,)+ u(ENB;)

> w(ENA)+ ' (ENBY)
i=1

Sea n — oco. Recordando que ;1* es una medida exterior, tendriamos:

u*(E)EZu*(EﬂA-) W (ENB°) (2.2)
> 1 (U2 AY) + (B B
= (BN B) + p*(E N B°)

p(E) > p*(E)

Esto muestra que B € A.

Ahora si C, Cs, ... son conjuntos en A, sea Ay = C, Ay = Cy — Ay, A3 = C5 —
(A1 U Ay), y en general A; = C; — (U/Z}A;). Como cada C; € Ay A es un dlgebra,
entonces A; = C; N C¢ ; € A. Los A; son disjuntos por parejas, entonces por el parrafo

anterior tenemos que:

También, N2, C; = (U2,CF)° € A, y por lo tanto A es un dlgebra.

Paso 3. Mostremos que p* restricto al o-dlgebra A es medida de la relacién (2.2) ob-
tenemos que

pHE) = w(ENA)+u(ENB)

i=1

Tomando £ = B, donde B = Uj°, A; entonces

pH(B) = 3w (BNA)+ (BN B)
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Asi p* (U2, A;) = 02, 1w (A;) donde los A; son los pares disjuntos. Se sigue que p* en
A es aditivo numerable, luego, es una medida.

Paso 4. Finalmente, si *(A) =0y E C X, entonces:
W(ENA)+p*(ENAS) =pu*(En A9
< p(E)
Lo cual muestra que A contiene a todos los conjuntos nulos. [

Definicion 2.6 (Medida de Lebesgue - Stieltjes). Sea X = R y C una coleccién de
intervalos de la forma (a,b]. Sea o : R — R una funcién creciente y continua por la
derecha. Esto significa que a(z) < a(y) siz < yy lim, ,,+ a(2) = a(x) para todo
z € R. Definamos ¢ : C — [0; co| dado por

(({a,b]) = a(b) — a(a)

Definamos
w*(E) = inf ZE(Ai) :A; € Cparacadaty E C U2 A, .
=1

(En este trabajo de investigacion usualmente utilizaremos m en lugar de ;. cuando este-
mos hablando acerca de la medida de Lebesgue-Stieltjes.) Por la Proposicion (2.3) m* es
una medida exterior y por el teorema (2.8), m* es una medida en la coleccion de conjuntos
m*-medibles.

Si K y L son intervalos adyacentes, es decir si K = (a,b] y L = (b, c|, entonces
K UL = (a,c] y ademés:

UK)+ (L) = [ab) — a(a)] + [a(c) — a(b)] (2.3)
(a)

= a(c) -

=(KUL)
por definicién de /.
El siguiente paso en la construccion de la medida de Lebesgue - Stieltjes correspon-
diente a « es el resultado.
Proposicion 2.4. Cada conjunto en el o-algebra de Borel sobre R es m*-medible.

Demostracion: Como la coleccién de los m*-medibles es un o-algebra, esto es suficiente
para mostrar que cada intervalo J de la forma (c, d] es m*-medible. Sea E cualquier
conjunto con m*(E) < oo; necesitamos demostrar que:

m*(E) > m*(ENJ)+m*(EN J°) (2.4)
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Elegimos los Iy, I5, ... cada uno de ellos tomando la forma (a;, b;], tal que £ C U;I; y
ademas

m*(E) > Z[a(bi) —afa;)] —e.

Dado que £ C U;1;, entonces tenemos:

m (ENJ) <Y m*(I;nJ)

m(ENJ) <> m (N J°%)

Sumando tenemos:

m* (ENJ)+m*(ENJ% < Z[m*(]i NJ)+m*(I; N J%)]

Donde I; N J es un intervalo, es decir es un intervalo abierto por la izquierda y cerrado
por la derecha, y I; N J¢ es la unién de cero, uno o dos intervalos, dependiendo de las
ubicaciones relativas de /; y J. Usando (4.4) ya sea cero, uno, o dos veces, veremos que:

m*(L;NJ)+m*(L;NJ) =m*(I;).
Asi
m (ENJ)+m*(ENJ) <> m*(I)
<m*(E) +e.
Como ¢ es arbitrario, esto prueba la relacién (2.4). ]

Deseamos probar que la medida de un intervalo de la forma (a, b] coincide con su
longitud. Para ello establecemos el siguiente lema.

Lema 2.6. Sea J, = (ax,bx), k = 1,2,...,n, una coleccidn finita de intervalos abiertos
finitos que cubren intervalos finitos cerrados de la forma [C, D]. Entonces

n

> [ar) = alar)] > a(D) — a(C) (2.5)

k=1
Demostracion: Como los J;, cubren el intervalo [C, D], existe al menos un intervalo, es
decir, Jy,, tal que C' € Jy,. Si Ji, cubre [C, D], nos detenemos. De lo contrario, by, < D,
y debe haber al menos un intervalo, es decir Jj,, tal que by, € Jy, Si [C, D] C Jg, U Jg,,
nos detenemos. Si no, entonces by, < by, < D,y debe haber al menos un intervalo, es
decir, Ji, que contiene a by,. En cada etapa elegimos J;; para que by, _, € Ji,;. Continua-
mos hasta que hayamos recubierto [C, D] con los intervalos J,, J,, . . ., Jk,, . Dado que
{Jk} es un recubrimiento finito, nos detendremos para algin m < n.
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Por nuestra construccion tenemos:
ak1§C<bk1, akm<D<bkm
ypara2 < 5 < m,
Ak, < bkj—l < bkj,
Entonces
a(D) —a(C) < CV(bkm) a(ar,)

k) — (b)) + (g, ) — u(br,, )] + -
[04 br,) — albr,)] + [a(br,) — (ax,)]
< [alby,,) — ala,)] + [a(br,,_,) — a(ar, )] + -

+ [a br,) — < akz)] + [oz(bkl) — a(akl)}.

Dado que {Ji,, Jky, - - Ji,, } € {J1,Jo, ..., Jn}, esto prueba (4.6) O

+?

Proposicion 2.5. Si e, f € R entonces m*({e, f]) = £({e, f]).

Demostracion: Primero demostraremos que m*({e, f]) < £({(e, f]). Esto es facil. Sea
Ay = (e, fly Ay = A3 = --- = (). Entonces (e, f] C U2, A;, por tanto:

ESWE!
= ((4)
m*({e, 1) = £({e, f))

Para el otro sentido, supongamos que (e, f] C U, A;, donde A; = (¢;,d;]. Seae > 0y
escogemos un C' € (e, f) tal que a(C) — a(e) < /2. Esto es posible por la continuidad
correcta de . Sea D = f. Para cada i escogemos d, > d; tal que a(d}) — a(d;) < /2"
ysea B; = (¢;, d}).

Entonces [C, D] es compacto y B; es un recubrimiento finito para [C, D]. Usando
compacidad para elegir un recubrimiento finito {.J, Js, . . ., J,,} de { B; }. Ahora aplicando
el Lema 2.6. Concluimos que:

(e, f]) < (D) — a(C) +¢/2
< Z[Md;@) — afey)] +¢/2

<D UA) +e
i=1
Tomando el infimo sobre todas las colecciones numerables { A;} que cubren (e, f], obte-
nemos:
(e, f) <m*((e, f]) + .
Como ¢ es arbitrario, ¢({e, f]) < m*({e, f]). O
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Ahora dejamos de lado el asterisco de m* y llamaremos m a la medida de Lebesgue-
Stieltjes correspondiente a «v. En el caso particular que o(x) = x, m es llamado la medida
de Lebesgue. En el caso especial de la medida de Lebesgue, la coleccion de conjuntos los
m*-medibles es llamado el o-dlgebra de Lebesgue. Un conjunto es Lebesgue medible si
este este se encuentra en el o-algebra de Lebesgue.

Dada una medida p en R tal que pu(K) < oo cuando K es compacto, se define
a(z) = p((0,2]) siz > 0y a(z) = —p((z,0]) si = < 0. Entonces a esta aumen-
tando continuamente por la derecha.

2.2.5. Ejemplos y resultados relacionados a la medida de Lebesgue Stieltjes

Ejemplo 2.16. Sea m una medida de Lebesgue. Si x € R, entonces {x} es un conjunto
cerrado y por lo tanto {x} es Borel medible. Ademas

(i) = i (- .
~tin o (+-1)

m({z}) =0

Concluimos que

m([a,b]) = m({(a,b]) + m({a})
=b—a+0
m([a,b]) =b—a
y ademads
m({a, b)) =m({a,b]) — m({b})
=b—a—-0
m((a,b)) =b—a
Dados que los o-algebras son cerrados bajo la operacion de uniones numerables, en-
tonces los conjuntos numerables son Borel medibles. Sumando 0 a si mismo numerable-

mente muchas veces este sigue siendo 0, por lo que la medida de Lebesgue de un conjunto
contable es 0.

Sin embargo hay conjuntos no numerables que tienen la medida de Lebesgue 0. Vea-
mos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.17 (El conjunto de Cantor). Sea [, = [0, 1]. F; se obtiene de Fj quitando la
tercera parte intermedia, es decir
1 2
L =F —(=-Z
1 0 < 3 ) 3 >
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F consta de dos intervalos de longitud % cada uno. F5 se obtiene de [} quitando la tercera
parte intermedia de los intervalos que conforman £ es decir

nen ({330 G3)]

Asi se continua de esta forma, es decir removiendo las terceras partes intermedias obte-
nemos un conjunto de Cantor
N

C' es no numerable, cerrado, cada punto de el es un punto limite y no contiene intervalos;
Fy D Fy D Fy D ... (decreciente).

=2 ()
) ()
= (1) =Z.

m(C) = nh_)rglo m(F,)
= lim 2—
n—oo 3™

=0

Ol = W+~

() =4 (

Luego

Ejemplo 2.18. Sigamos con la construccion del conjunto de Cantor con esta diferencia.
En lugar de remover 1 tercera parte intermedia en la primera etapa eliminamos la cuar-
ta parte intermedia, es decir removemos <§, §> En cada uno de los dos intervalos que
quedan, se quitan los decimos sextos medios. En cada uno de los cuatro intervalos que
quedan, se quitan los intervalos medios de longitud

1> ¥ asi sucesivamente. El total que
eliminamos es:

1 1 1 1
a4 ()= =
4 * (16> + (64) + 2
El conjunto que queda no contiene intervalos, es cerrado, cada punto es un punto limite,
es no contable, y tiene medida % Tal conjunto es llamado el conjunto generalizado de

Cantor. Por supuesto otras opciones como =, -

15 16> €tc. son posibles.

Sea A C [0, 1] un conjunto Borel medible. Mostraremos que A es “casi igual” a una
interseccion numerable de conjuntos abiertos y es asi “casi igual” a una unién numerable
de conjuntos cerrados.

Proposicién 2.6. Supongamos que A C [0, 1] es un conjunto Borel medible. Sea m la
medida de Lebesgue.
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(1) Dado que € > 0, existe un conjunto abierto G tal que lam(G — A) <ey A C G.
(2) Dado que € > 0, existe un conjunto cerrado F'tal que lam(A — F) <ey F C A.

(3) Existe un conjunto H que contiene a A que es la interseccion contable de una sucesion
decreciente de conjuntos abiertos y m(H — A) = 0.

(4) Existe un conjunto F' que estd contenido en A que es la unién contable de una sucesion
creciente de conjuntos cerrados que estd contenidaen Ay m(A — F') = 0.

Demostracion:

(1) Existe un conjunto de la forma £ = U2, (a;,b;] talque A C Ey m(E — A) < ¢/2.
Sea G = U2, (aj, b; +27/7"). Entonces G es abierto y contiene a Ay

m(G — F) < ie?‘j_l =¢e/2.

j=1
Por lo tanto
m(G—-—A) < (G-—E)+m(E—-—A)<e¢

(2) Se encuentra un conjunto abierto G tal que A’ C G, donde A’ = [0,1] — A. Sea
F =10,1] — G. Entonces F es cerrado, F' C A, ym(A—F) <m(G—-A) <e.

(3) Por (1), para cada i, hay un conjunto abierto G; que contiene a A tal que m(G; —A) <
2~'. Entonces H; = ﬂ;'-:lGj contendrd a A, es abierto, y como estd contenido en G,
entonces m(H; — A) < 27%. Sea H = N2, H;. H no necesita ser abierto, pero es la
interseccion de muchos conjuntos abiertos contables. El conjunto A es un conjunto
de Borel que contiene Ay m(H — A) < (H; — A) < 27 para cada i, por lo tanto
m(H — A) =0.

(4) Si A’ =[0,1] — A, aplicando (3) a A’ para encontrar un conjunto H que contenga a A’
y que sea la interseccion contable de una sucesion decreciente de conjuntos abiertos
tal que m(H — A’) = 0. Sea J = [0, 1] — H. Se deja al lector verificar que J tiene las
propiedades deseadas.

O

2.2.6. Funciones medibles
Medibilidad

Supongamos que (X, .A) es un espacio medible.
Definicion 2.7. Una funcién f : X — R es medible (A medible), si
{z/f(x) >a} e A |, VaeR

Una funcién de valor complejo, es decir f : X — C es medible si las partes real e
imaginaria son medibles.
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Ejemplo 2.19. Sea f : X — R tal que f es constante, es decir f(z) = k entonces el
conjunto {z/f(xz) > a} Va € Res X o bien (), f es medible yaque X, C A

Ejemplo 2.20. Supongamos que f(z) = 1 entonces B = {x/1 > a}, existen tres casos:
(1) Sia > 1entonces B =10
(2) Sia = 1entonces B =10

(3) Sia < 1entonces B =X

asi f es medible.

Ejemplo 2.21. Sea A C Xy f: X — Rtal que

1, sizxe A
fla) = .
0, size A°

entonces el conjunto {z/f(z) > a},Va € R, resulta ser A, () o X, asi f es medible si y
solosi AC A(yaquely X € A)

Ejemplo 2.22. Sea X = R, A es un o-dlgebra de Borel y f(z) = x (funcion identidad),
entonces {z/f(x) > a} = {x/x > a} yaque f(z) = z ademas z > a = (a,+00) y
como cualquier intervalo pertenece al algebra de Borel, entonces (a, +00) pertenece al
o-algebra y este pertenece a A, luego f es medible.

Proposicion 2.7. Sea f : X — R las siguientes condiciones son equivalentes:

IN

a} € Aparatodoa € R

a} € Aparatodoa € R

(AVARRVAN

a} € Aparatodoa € R

Demostracion: (1) y (2) son equivalentes ya que una es complemento de la otra, y por la
misma razén (3) y (4) son resultan ser equivalentes, es decir {z/f(z) > a}* = {z/f(x) <
a} como el conjunto {x/f(z) > a} estaen Ay como A es un o-dlgebra entonces su com-
plemento esta en A.

Si f es medible, entonces la siguiente igualdad

{z/f(2) 2 a} = 02 {z/f(2) > a—1/n}

muestra que (4) se cumple si (1) se cumple. Si (4) se cumple, entonces (1) se cumple
mediante el uso de la siguiente igualdad

{z/f(2) >a} = U {z/f(z) 2 a+1/n}

Esto completa la prueba. [
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Proposicion 2.8. Si X es un espacio métrico, .A contiene todos los conjuntos abiertos, y
f : X — R es continua, entonces f es medible.

Demostracién: Notar que {z/f(z) > a} = f~'({a,00)) es abierto y por tanto estd en
A. O

Proposicion 2.9. Sea ¢ € R si f y g son funciones medibles y de valor real, entonces
f+g,cef,—f fg,méx{f, g} y min{f, g} son funciones medibles

Demostracion:

(1) Por demostrar que f + g es medible.
En efecto. Si f(x) + g(x) < a, Va € R entonces f(x) < a — g(z), por la propiedad
arquimediana en los nimeros reales, existe un r € Q tal que f(z) < r < a — g(x).
Por lo tanto

{z/f(2) + 9(z) < a} = Ureq({z/f(2) < r} N {z/g(z) <a—r})
Esto prueba que f + g es medible.

(2) Por demostrar que — f es medible.
En efecto. Va € R {z/ — f(x) > a} = {z/f(x) < —a} y por la Proposicion 2.7 el
conjunto {z/f(z) < —a} € A. Asi —f es medible.

(3) Por demostrar que c. f es medible.
En efecto. Se presentan los siguientes casos:

i) Sic > 0, entonces, Va € R {x/c.f(x) > a} = {z/f(x) > a/c} € A, luego c.f
es medible.
ii) Sic = 0, por el Ejemplo 2.19 c. f es medible.
iii) Si ¢ < 0, entonces, c.f = —|c|.f = —(|¢|.f) por (i) en (|c|.f) es medible y
—(|e].f) por el (— f es medible) entonces —(|c|. f) es medible y como —(|c|.f) =

c.f, luego c. f es medible.

(4) Por demostrar que f.g es medible.
En efecto. Afirmamos que f? es medible.
Sia<0,{z/f(z)>a}=X,VzeX.
Sia>0,{z/f*(z) >a} ={z/f(z) > Va} U{z/f(z) < —/a}
Asi:
1
fo=50+9" = -9

Por lo tanto f.g es medible.

(5) Por demostrar que max(f, g) y min(f, g) son medibles.
Para todo a € R la siguiente igualdad

{a/mix(f(@).9(2)) > a} = {2/ f(@) > a} Ufa/g(x) > a}

muestra que max( f, g) es medible; puesto que min(f, g) = —méx(—f, —g). Luego
min(f, g) también es medible.
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Proposicion 2.10. Si f; es una funcién medible de valor real para cada i € N, entonces

sup, fi, inf; f;, lim sup f; y lim inf f; son funciones medibles, siempre que estas sean
11— 00 1— 00

finitas.

Demostracion: Que lim; sup f; y lim; inf f; sean funciones medibles, se sigue a partir
del hecho de que sup, f; e inf; f; son funciones medibles, ya que por ejemplo:

lim sup f; = inf sup f;

lim inf f; = supinf f;
1—00 i 127

tenemos que para todo a € R

{a/5u0 fi(x) > a} = 2 {2/ file) > o}
luego sup, f; es medible; del mismo modo, inf; f; es medible. O

Definicion 2.8. Diremos que f = ¢ casi en todas partes si se cumple que m ({m /f(z) #

g(:c)}) = 0. De igual modo diremos que f; — f casi en todas partes, si la medida del
conjunto de los z para los cuales f;(x) no converge a f(z) es igual a cero.

Si X es un espacio métrico, B es un o-dlgebra de Borel y f : X — R es medible con
respecto a BB, diremos que f es Borel medible. Si f : R — R es medible con respecto al
o-édlgebra de Lebesgue, diremos que f es lebesgue medible; esto se refiere a un intervalo
abierto, cerrado con respecto a la medida exterior.

De acuerdo a la Proposicion 2.8 todas las funciones continuas son Borel medibles.

Proposicion 2.11. Si f : R — R es mondtona, entonces f es Borel medible.

Demostracion: Supongamos que [ es creciente, es decir f(x) < f(y) cuando x < y; de
lo contrario consideremos un — f. Dado a € R, sea zy = sup{y/f(y) < a}.

Si f(zo) < a, entonces {x/f(z) > a} = (xg, 00)

Si f(xg) > a, entonces {z/f(x) > a} = [z, 00).

En cualquier caso, {z/f(x) > a} es un conjunto de Borel. Por lo tanto, f es Borel
medible. —

Proposicion 2.12. Sea (X, .A) un espacio medible y f : X — R una funcién .A medible.
Si A se encuentra en el o-algebra de Borel de R, entonces f~1(A) € A.

Demostracién: Sea B el o-dlgebra de Borel en R. Sea C = {A € B/f~1(A) € A}; es
claro que C C B.

Sean Aj, Ay, As, ... € C sesigue que f1(U;A;) = U f1(A;) € A, yaque Aesun
o-algebra es decir que la unién pertenece a A; significa que C es cerrado bajo uniones
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numerables y complementos. Del mismo modo se demuestra que C es cerrado bajo inter-
secciones numerables y complementos.

Si A € C,entonces A € By f1(A) € Aluego A° € By f71(A°) = (f(A))° € A, se
sigue que A° € BB ademas C contiene a () y R. Por lo tanto C es un o-dlgebra.

Puesto que f : X — R es una funcién .A—medible para todo a € R {z/f(z) >
a} € Aestoes f7'({a,o0)) € A. Por consiguiente, C debe contener los intervalos de la
forma (a, o), luego C debe contener el o-dlgebra generado por estos intervalos que es el
o-élgebra de Borel. Por lo tanto B C C, de esto finalmente se concluye que B=C. [

La Proposicién 2.12 afirma que si f es medible entonces la imagen inversa de un
conjunto de Borel es medible.

Observacion 2.3. Existen conjuntos Lebesgue medibles que no son Borel medibles. La
medida de Borel esta contenida en los conjuntos Lebesgue medibles y este es toda la
coleccion de conjuntos m™* medibles.

2.2.7. Aproximacion de funciones

Definicion 2.9. Sea (X, .A) un espacio medible. Sea £ € A, la funcion caracteristica de
E, xg: X — {0, 1} se define como:

(2) 1 |, sizxekl
XE\T) =
0 , size ke

Una funcion simple S : X — R, es una funcion de la forma
S(x) = aixm(x)
i=1

donde a; € R, E; € A esto es, son subconjuntos medibles.

Proposicion 2.13. Supongamos que f es una funcién medible no negativa entonces exis-
te una sucesion S,, de funciones simples que son medibles no negativas tal que dicha
sucesion crece hacia f.

Demostracion: Sean

Ez{ac/Z;1 gf(x)<;¥n}

By ={x/f(x) = n}

paran=1,2,... ¢=1,2,...,n2" Notemos que F,; y F;, son medibles.
Definimos: o
i1
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(i—1) i i
e — para — < n,

Se cumple que S, (x) = n, si f(x) > n. Si f(z) esta entre on on on =

1—1
2n

entonces S, () =

S,, es una funcién simple; se verifica que E,,; N F,, = (). Si f(z) > n entonces x € F,,

x ¢ E,; luego en (x) S,(x) = n si ! o < flx) < ;—n entonces © € E,;, x ¢ F,;en

consecuencia se tiene que:

1-1 2—-1 1—1 n2" — 1
Sn(x) = on X1 () + on XEn2 () 4+ on XEni () 4+ on X Enpan (2)
Consideramos que los conjuntos F,,; (para n fijo) son disjuntos, entonces
1 —1
Sp(x) =
(0) =,
Puesto que una funcién caracteristica es medible entonces .S,, es medible. [

2.2.8. Laintegral de Lebesgue
Definicion 2.10. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Si

5= o,
i=1
es una funcién simple medible no negativa, la integral de Lebesgue de s se define como
/QWFZEZMMQQ (2.6)
i=1

Aqui, si A; = 0y pu(E;) = oo, hacemos uso de la convencién a;u(FE;) = 0.Si f > O es
una funcién medible, entonces se define

/fd,u = sup{/sd,u 0<s< f,ses simple} 2.7)
Ejemplo 2.23. Sea la funcién s(z) = [z]*; —2 < z < 3, tenemos lo siguiente
(4, —2<a2<-1
1, -1<z<0
s(xr)=4¢0 , 0<z<1
1, 1<z<?
\4 , 2<x<3
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3 3
/ sdp = Z aip(E;)
2 i=1

= ap(Er) + asp(Es) + azp(E3)

= 4p(E U EY) + 1(Ey U E3) + Op(E;)

= Alp(By) + p(ED)] + 1p(Ey) + u(E3)] + 0[u(Es))]
—4(1+ 1) +1(1+ 1) +0(1)

3
/ sdp = 10
-2

Sea f es una funcién medible y f* = méax(f,0) y méx(—f,0). Siempre que / frdu

y / f~dp no sean infinitas, luego se define

[ tan= [ ran- [ £au (2.8)

Finalmente, si f = u + iv es de valor complejo y / (lu] + |v])du es finito, se define

/fdu: /udu—i—z’/vd,u. (2.9)

Una funcién s puede escribirse como una funcién simple en mds de una forma. Por ejem-
plo s = xauB = Xa + xB si Ay B son disjuntos. No es dificil verificar que la definicién
de [ sdu no se ve afectado por la forma en que s esta escrito. Si s = Y ;" a;xa, =
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Y71 bjXs,, entonces necesitamos mostrar que

i=1 j=1
Para una particién dada P = {zg, z1,...,x,} de [a, b], se definen las funciones m; y M;
en [a, b] por
lp(x) =mi(f) , z€lripz] , 1<i<n
y
up(z) = M;(f) , z€lripx] , 1<i<n

respectivamente, luego hacemos que ¢p(b) = up(b) = f(b) y se observa que estas fun-
ciones son acotadas y medibles, ademas sus integrales de Lebesgue son

(L) / h=LP) y (L) / up = U(f. P)

Definicion 2.11. Si f es medible y / | f|ldu < oo, entonces f es integrable.

Proposicion 2.14.

(1) Si f es una funcién medible y de valor real con a < f(z) < bparatodo zy u(X) <
00, entonces aju(X) < /fdu < bu(X).

(2) Si f y g son funciones medibles de valor real, e integrables con f(z) < g(z) para

todo z, entonces / fdu < / gdju.
(3) Si f es integrable, entonces / cfdu=c / fdu para todo ¢ complejo.
(4) Si u(A) =0y f esintegrable, entonces /fXAdu =0.

La integral / fxady a menudo se escribe / fdu. Otra notacién para la integral es
A

omitir la o y escribir [ f si esta claro que medida se esta utilizando.

Cuando estamos integrando una funcién f con respecto a la medida m de Lebesgue,
es habitual escribir / f(z)dz para / f(z)m(dx); se define

/ f(z)dz = . f(z)m(dzx).

Proposicion 2.15. Si f es integrable, entonces

YEEYL
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Demostracion: Para el caso real, esto es facil. f < |f], asi / f< / |f|. también — f <
|f|, asi — / f< / | f|. Luego se combinan estos dos casos.
Para el caso complejo / f es un nimero complejo. Si este es 0, la desigualdad es trivial.

Si no lo es, entonces / f = re' para algiin r y 6. Luego

’/f‘:r:e_w/f:/e_wf.

De la definicion de / f cuando f es complejo, se tiene que Re ( / f ) = / Re(f). Como

‘ / f ‘ es real, entonces tenemos:

[ il=re( <)

— [ Re(e )

2.2.9. Teoremas referentes a limites

La razén principal por la cual la integral de Lebesgue es mucho mas fécil de trabajar
que la integral de Riemann es que se comporta muy bien al tomar limites, En adelante
demostraremos el teorema de convergencia monétona, el Lema de Fatou’s y el teorema
de convergencia dominada. También probaremos que la integral de Lebesgue es lineal.

2.2.10. Teorema de convergencia monoétona

Uno de los resultados mas importantes concernientes a la integral de Lebesgue es el
teorema de convergencia mondtona.

Teorema 2.9. Supongamos que f,, es una sucesién no negativa de funciones medibles
con fi(x) < fo(x) < --- paratodo z y ademds

lim f(2) = f(x)

n—oo

Para todo x. Entonces / fodp — / fdpu.

Demostracion: Por (2) de la Proposicion (2.14), / fn s una sucesion creciente de
nimeros reales. Sea L el limite. Como f,, < f para todo n, entonces [ < / f. De-

bemos mostrar que L > / f.
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m

Sea s = E a;x g, una funcién simple no negativa menor o igual que f y ademds con

i=1
ce (0,1).Sea A, = {z/f.(z) > cs(x)}.
Como f,(z) crece hacia f(x) para cada z y ¢ < 1, entonces A,, T X. Para cada n,

[ 4= R
ZC/AnSn

] S

n g=1

= CEm: a;i(E; NA,)

=1

Si hacemos que n — oo, por la parte (3) de la Proposicién (2.2) el lado derecho converge

hacia m
cZaiu(Ei) = c/s.
i=1
Para todo L > ¢ / s. Como c es arbitrario en el intervalo (0, 1) entonces L > / s.

Tomando el supremo sobre todo s < f simple s < f, obtenemos L > / f. ]

Ejemplo 2.24. Sea X = [0,00) y fu(x) = —% para todo z. Entonces /fn = —00,
pero f,, T fdonde f =0y [ f = 0. Larazén por la cual el teorema de convergencia
mondtona no se aplica aqui es que los f,, no son no negativos.

Ejemplo 2.25. Supongamos que f,, = ny (0,1)- Entonces f,, > 0, f,, — 0 para cada z, pe-
ro / fn = 1 no converge hacia | 0 = 0. Larazén por la cual el teorema de convergencia

mondtona no se aplica aqui es que los f,, no crecen hacia f para cada x.

2.2.11. Linealidad de la integral de Lebesgue

Una vez que se tiene el teorema de convergencia mondtona, se pueden demostrar que
la integral de Lebesgue es lineal.

Teorema 2.10. Si f y g son funciones no negativas y medibles o si f y g son integrables

entonces
/(f+9)du= /fdu+/gdu-

Demostracion: Primero supongamos que f y ¢ son funciones no negativas y simples,
decimos, que f = 37", aixa, y g = >_;_, bjxs,. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que Aj, As, ..., A, son disjuntos dos a dos y que By, Bs, ..., B, son disjuntos
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dos ados. Como a; = 0y b; = 0 son permisibles, también podemos asumir que U}, A; =
X =U’_, B;. Entonces

f +9= Z Z(az + bj)XAiﬂBja

i=1 j=1

luego tenemos

3

n

[ 49 =33 @+ buainB)

:ZZ aip(4; N B;) +ZZZWA N B;)

=1 j=1

3

m

= Zazﬂ ) + ij/L(B

/(f+g)=/f+/g.

Por lo tanto el teorema en este caso se demuestra.

Luego suponemos que f y g son funciones no negativas. Tomamos s,, simple y cre-
ciente hacia f y t,, simple y creciente hacia g. Entonces s,, + t,, son funciones crecien-
tes simples hacia f + g, luego el resultado final se obtiene del teorema de convergencia

/(f+g)=r}gngo/(8n+tn)

=lim [ s,+ lim [ t,
n—o0 n—o0

/(f+g)=/f+/g~

Ahora supongamos que f y g son funciones de valor real e integrables pero toman valores

[1s+a1< [(i51+19)
= [171+ [ 1o

/|f+g|<oo,

entonces f + g es integrable. luego podemos escribir

f+9t=(f+9) =f+yg
f+t =+ =f"—f+9"—g

mondétona y

positivos y negativos. Como

asi

(f+9) +f +g =+ +(f+9)
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Luego usando el resultado para funciones no negativas, se tiene

fuars 1+ fr = [+ [+ furor

Reorganizando, se tiene

Ju+a=[u+or-[u+or

Si f y g son de valor complejo, se aplica lo anterior a las partes real e imaginaria. [

Proposicion 2.16. Supongamos que los f,, son funciones medibles no negativas. Entonces

[xn-%[n

Demostracion: Sea F, = SV f,. Como 0 < F,(z) T 32°°, fu(x), podemos escribir
lo siguiente

/gna/mzm

= /]\}I_I}CIX)FN (2.11)
= lim [ Fy (2.12)
N—oo

N
- Jm > [ 5

/Zn /m

Esto usando el teorema de convergencia mondtona y la linealidad de la integral. [

2.2.12. Lema de Fatou’s
El siguiente teorema es conocido como el Lema de Fatou’s.

Teorema 2.11. Supongamos que los f,, son no negativos y medibles. Entonces

/ liminf f, < hm 1nf / fn
n—oo

Demostracion: Sea g, = inf;>, f;. Entonces los g, son no negativos y los g,, crecen

hacia lim inf,, f,,. Claramente se tiene que para cada ¢ > n, asi se tiene que fi-

/gn Sgg};/fi- (2.13)
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Sitomamos el limite en (2.13) cuando n — oo, en el lado izquierdo obtenemos / lim inf f,,

por el teorema de convergencia monétona, mientras que en el lado derecho obtenemos

lim inf / fn- [
n

Un tipico caso del Lema de Fatou’s es el siguiente. Supongamos que tenemos f,, — f

ysup/|fn| < K < oo. Entonces | f,| — | f|, y por el Lema de Fatou’s, / lf| < K.

2.2.13. Teorema de convergencia dominada
Otro muy importante teorema que sera ltil es el teorema de convergencia dominada.

Teorema 2.12. Supongamos que los f,, son funciones medibles de valor real y f,(z) —
f(z) para cada z. Supongamos que existe una funcién ¢ integrable no negativo, tal que
| fn(z)| < g(x) para todo z. Entonces

lim | f.du — / fdu
n—oo
Demostracion: Como f,, + g > 0, por el Lema de Fatou’s, tenemos

[+ [a=[+9)

< liminf(f, + g)
n—oo

/f+/g:1iminffn+/g
n—oo

Como g es integrable, entonces

fgmmﬁ/ﬁ, (2.14)

n—oo

De manera similar, g — f,, > 0, asi

/g—/fz/@—ﬁ

< h'minf/(g — fn)

n—oo

= / g+ lim inf / (—fn)

- [ 1 <timint [(-5)

luego, tenemos

= — liminf / fn
n—oo
Por lo tanto
f > liminf / fn- (2.15)
n—oo
Finalmente de (2.14) y (2.15) queda probado el teorema. ]
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El ejemplo (2.25) es un ejemplo donde el limite de las integrales no es la integral del
limite porque no hay una funcién dominante g.

Si en el teorema de convergencia mondtona o en el teorema de convergencia domi-
nada solo tenemos f,(z) — f(z) casi en todas partes, la conclusién adin se cumple.
Por ejemplo, si los f,, son medibles, no negativos, y f, T f, casi en todas partes, sea
A = z/f.(x) = f(x). Entonces f,xa(x) T fxa(z) para cada x. Como A° tiene medi-
da 0, vemos que de la parte (4) de la Proposicion (2.14) y el teorema de convergencia
mondtona que
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CAPITULO 111
MATERIALES Y METODOS

3.1. Materiales

Recursos y materiales bibliograficos obtenidos de distintas universidades nacionales
y/o internacionales asi como las piaginas web, agregado a ello materiales de escritorio y
coémputo.

3.2. Metodologia de la investigacion

3.2.1. Tipo de investigacion

El tipo de investigacidn es basicamente tedrico a nivel explicativo, el cual se caracteriza
porque los resultados sirven para profundizar los conocimientos del tema en cuestion.
Asi como también se explican y desarrollan més profundamente los conocimientos que
existen en la teoria de la medida.

3.2.2. Método

Los métodos que se usan son deductivo, analitico y sintético, ya que la ejecucion del
proyecto consiste en la exploracion, interpretacion y analisis.

3.2.3. Técnica

Lectura y andlisis de materiales de consulta para la asimilacion apropiada.

3.2.4. Estrategias

Revision bibliografica y bisqueda en Internet de saberes previos e informacién que
facilite la interpretacion de la investigacion.
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Comparacion de la integral de Riemann con la integral de Lebesgue

Ahora se hard la comparacién de la integral de Lebesgue con la integral de Riemann.
Se mostrara que la integral de Riemann de una funcion existe si y solo si el conjunto de
discontinuidades de la funcion tiene medida de Lebesgue cero, y en este caso la integral
de Riemann y la integral de Lebesgue coinciden en el mismo valor.

Empezamos recordando algunas definiciones y hechos basicos a cerca de la integral
de Riemann.

Sea f una funcién acotada en el intervalo cerrado [a, b] ademas P = {zg, z1, ..., 2, },
donde xg = a 'y x,, = b, una particion de este intervalo. Hagamos Ax; = x; — x;_1, para
1=1,2,...,n.

La suma inferior de Riemann de f sobre P es el nimero

LULP) =Y mi()Ar,
donde m; = nf{f(x) : = € [z;_1;z;]}.

De manera similar, la suma superior de Riemann de f sobre P es el nimero
U(f,P)=>_ M(f)Ax;
i=1

donde M; = sup{f(x) : x € [z;_1; 2]}
Notemos que ambos niimeros estdn bien definidos ya que f es una funcién acotada.

Es necesario definir el nimero || P|| = méx{z; —x; 1/t =1,2,...,n}
Asi la funcién f se dice ser Riemann integrable en |a, b] si

lim L(f,P)= lim U(f,P)

I1P—0 I1Pl—0
En este caso, el valor comin de estos limites es la integral de Riemann de f sobre [a, D]

b
y los denotaremos por (R) / f. Esta notacién con el fin de hacer la comparacion con la
a
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integral de Lebesgue.

Para una particién dada P = {zg,z1,...,x,} de [a, b], se definen las funciones m; y
M, en [a, b] por
lp(x) =m(f) , z€winx] , 1<i<n 4.1)
y
up(x) =M;(f) , z€lriz] , 1<i<n 4.2)

respectivamente, luego hacemos que ¢p(b) = up(b) = f(b) y se observa que estas fun-
ciones son acotadas y medibles, ademas sus integrales de Lebesgue son

b b
(L) / h=LP) y (L) / wp = U}, P) 43)

A continuacién probaremos que una funcién Riemann integrable f en [a, b] es Lebesgue
integrable sobre el mismo intervalo y que sus integrales respectivas son iguales, es decir

w [ r=w (s

En efecto, sea f una funcién Riemann integrable en [a, b] y
PCPRC...CPC...

una familia encajada de particiones del intervalo [a, b] tal que la sucesion || P;|| converge
a cero. Para k € N dado, denotamos por ¢}, y uy las funciones ¢{p y up definidas para la
particion Py, por (4.1) y (4.2), respectivamente. Entonces tenemos

(L)/abfk:Lk | (L)/abuk:Uk

donde Lj, y Uy son las sumas de Riemann inferior y superior respectivamente correspon-
dientes a P, (ver 4.3). Puesto que la sucesion (uy) es decreciente. Por consiguiente, cada
una de estas sucesiones converge puntualmente a alguna funcién medible acotada, por
decir ¢ y u respectivamente, luego tenemos

(< f<u (4.4)

yaque fr < f < ug. Por el teorema de la convergencia acotada (Teor ...),

b b
Ly — (L)/ 14 Yy Uy — (L)/ u 4.5)

b
Puesto que f es Riemann integrable, ambas sucesiones (Lj) y (Uy) convergen a (R) / f.

w [r=w [ o= [

b
En particular, (L) / (u—f)=0.Puestoqueu — f =0

Se sigue que
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Corolario 4.1. Sea f una funcién medible, no negativa y acotada en E. Si / f =0,
E

entonces f(z) = 0 en casi todas partes en E.

El Corolario (4.1) y la relacién (4.4) implican que ¢ = f = wu en casi todas partes en
[a, b]. Por consiguiente, f es medible y por (4.5) se concluye que

(R)/abfz(L)/abf

Hemos probado que cada funcién Riemann integrable es también Lebesgue integra-
ble. Si embargo, el resultado inverso no se cumple. En efecto, la funcién de Dirichlet es
Lebesgue integrable pero no Riemann integrable; como veremos a continuacion.

lo cual completa la prueba.

Ejemplo 4.1 (La funcion de Dirichlet). Definimos la funcién f : [0; 1] — R, dada por

1, size@Q
flz) =
0, de otro modo

Puesto que el conjunto de los nimeros racionales en [0; 1], es numerable, su medida es
cero. Asi, f es la funcién cero en casi todas partes en [0; 1]. Se sigue que f es Lebes-
gue integrable con integral igual a cero. Si embargo, se muestra que f no es Riemann
integrable.

Asi la integral de Lebesgue es una verdadera generalizacion de la integral de Riemann.

4.2. Caracterizaciones de la integral de Riemann y la integral de Lebesgue

Proposicion 4.1. Sea f una funcién medible no negativa en F, entonces

e

si y solo si, f = 0 casi en todas partes en F.

Lema 4.1. Sean {¢,} y {¢,}, sucesiones de funciones, cada una de las cuales son inte-
grables en F, tal que {(, } es creciente mientras que {1, } es decreciente en E.
Supongamos que la funcién f en F tiene la propiedad

On < f <t
en I para todo n.
Si
lim (Y —n) =0,
n—oo E
entonces

{¢n} — f puntualmente casi en todas partes en £,

{t),} — [ puntualmente casi en todas partes en F,
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f es integrable sobre FE.

lfim gon:/f y lim [ ¢, = [ f
E E o0

n—oo

Demostracion: Para ¢ € F, definimos

P@) =l g(@) y W) = lm ()

n—0o0

Las funciones ¢* y 9" se encuentran correctamente definidas puesto que sucesiones
mondtonas de nimeros reales extendidos convergen a un nimero real extendido y ellos
son medibles puesto que cada una es el limite puntual de una sucesion de funciones me-
dibles. Tenemos las desigualdades

on <" < f<yY* <4, en E paratodo n. (4.6)

Por la monotonicidad y linealidad de la integral de funciones medibles no negativas,
0§/(w*—s0*)§/(w—so) ;  paratodon
E E

asi que

og/E<¢*—so*>s1fm (n — o) = 0

n—oo E

Puesto que ¥* — ¢* es una funcién medible no negativa y / (" —¢*) = 0la Proposicién

E
(4.1) asegura que )* = * casi en todas partes en F. Pero p* < f < ¢* en E. Por
consiguiente

{on} — f y {n} — f

puntualmente casi en todas partes en £. De este modo, f es medible.
Seguidamente puesto que 0 < f — 1 < Yy — @1 en E y ¥, (1 son integrables sobre

E, inferimos del criterio de la comparacion de la integral que f es integrable sobre F. De
la desigualdad (4.6) deducimos que para todo n,

o< [vu=[1=[wi-nz [
OS/Ef—/Eson=/E(f—son)S/E(I/Jn—son)

y por consiguiente

lim | ¢, = / f=1lm [ ¥,
E E E

n—o0 n—00
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Teorema 4.1. Sea f una funcién acotada en un conjunto de medida finita £. Entonces f
es Lebesgue integrable sobre E siy solo si, es medible.

Demostracion: Probemos que si f es una funcion medible acotada en un conjunto de
medida finita F entonces f es Lebesgue integrable sobre F.

1
En efecto, sea n un ndmero natural. Por el Lema de aproximacion simple, con /. = —,
n
existen dos funciones simples ,, y ¥, definidos en £ para los cuales

on < f<Y, enkE

1
0<¢,—pp<—enk
mn

por la monotonicidad y linealidad de la integral para funciones simples,

OS/Ewn—/Esonz/E[%—son]S%m(E)

sin embargo

Oginf{/w/wsimple,wz f} —sup{/ go/gosimple,gpgf}
E E
S / ¢n - / Pn
E E
< ~m(F)
-m
n
Estas desigualdades se cumplen para cada nimero natural n y m(E) finito. Por consi-

guiente, las integrales de Lebesgue superior e inferior son iguales y asi la funcién f es
integrable sobre .

Para el resultado reciproco. supongamos que f es Lebesgue integrable. De la igualdad
de las integrales de Lebesgue superior e inferior concluimos que existen sucesiones de
funciones simples {¢,} y {¢,} para las cuales

on < f <1, en E paratodo n,

lim /[wn —@n] =0
n—oo E

Puesto que el maximo y el minimo de un par de funciones simples son nuevamente sim-
ples, usando la monotonicidad de la integraciéon y posiblemente reemplazando ¢,, por

max ¢; y ¢, por min v;, podemos suponer que {p,, } es creciente y {1, } es decrecien-
1<i<n 1<i<n

te. Por el Lema (4.1) precedente, {,,} — f puntualmente casi en todas partes en F.
Por consiguiente, f es medible puesto que es el limite puntual casi en todas partes de una
sucesion de funciones medibles. [
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Al inicio del resultado central de este trabajo de investigacion, mostramos que si una
funcidn acotada en el intervalo cerrado, acotado [a, b] es Riemann integrable sobre [a, b],
es Lebesgue integrable sobre [a, b] y las integrales son iguales. Podemos inferir del Teore-
ma (4.1) que si una funcion acotada en [a, b] es Riemann integrable, entonces es medible.
El siguiente teorema es mucho mas preciso.

Teorema 4.2 (Lebesgue). Sea f una funcion acotada en el intervalo cerrado, acotado
[a, b]. Entonces f es Riemann integrable sobre [a, ] si, y solo si, el conjunto de puntos en
[a, b] para los cuales f no es continua tiene medida cero.

Demostracion: Primeramente supongamos que f es Riemann integrable. Podemos infe-
rir de la igualdad de las integrales de Riemann superior e inferior sobre [a, b] que existen
sucesiones de particiones { P, } y { P’} de [a, b] para las cuales

N—oo

donde U(f, P,) y L(f, P.) son las sumas de Darboux superior e inferior respectivamente.
Puesto que, bajo un refinamiento, las sumas inferiores de Darboux crecen y las sumas su-
periores de Darboux decrecen, posiblemente reemplazando cada P, por un refinamiento
cominde Py, P, ... P,, P{, P}, ..., P! podemos asumir que cada P, es un refinamien-
tode P,y P, = P,,. Para cada indice n, definimos ¢,, siendo la funcién de paso inferior
asociada con f con respecto a P, esto es, que coincida con f en los puntos de la particién
de P, y que en cada intervalo abierto determinado por P, tenga valor constante igual al
infimo de f en aquel intervalo. Definimos la funcion de paso superior ¢,, de una manera
similar. Por definicién de las sumas de Darboux,

b b
L(f,Pn):/ ©n y U(f,Pn):/ Py para todo n.

Entonces {¢,} y {%,} son sucesiones de funciones integrables tal que para cada indice
n, pn < f <1, en E. Ademas, la sucesion {p, } es creciente y {¢,,} es decreciente, ya
que cada P, es un refinamiento de P,. Finalmente,

b
lim | (¢n = pa) = lim [U(f, ) = L(f, P)]

n—oo a

b
lim (Yn, — pn) = 0.

n—oo a

Inferimos del Lema (4.1) que

{on}t — f y {n} — f

puntualmente casi en todas partes en [a, b].

El conjunto E de todos los puntos x para los cuales o bien {¢,,(x)} o bien {¢,(z)}
no convergen a f(x) tiene medida cero. Sea Ej la unién de E' y el conjunto de todos
los puntos de particién de los P,,. Como es la unién de un conjunto de medida cero y un
conjunto numerable, m(E,) = 0. Afirmamos que f es continua en cada punto de F ~ FEy.
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En efecto, sea g € (FE ~ E;). Para mostrar que f es continua en z, sea ¢ > (. Puesto
que {¢¥n(x0)} y {on(xo)} convergen a f(x), podemos elegir un nimero natural ny para
el cual,

f(o) — € < ony(0) < f(0) < Wnp(w0) < fl0) + € 4.7

Puesto que z( no es un punto de particién de F,,,, podemos elegir 6 > 0 tal que el intervalo
abierto (xo — J;x¢ + 0) esta contenido en el intervalo abierto /,,, determinado por P, el
cual contiene a z.

Esta contencién implica que

$i |2 — ol <0 = ¢ng(0) < ng () < f(2) < 9y (%) < g (0) (4.8)
De las desigualdades (4.7) y (4.8) inferimos que
si |z — xg| < 6, entonces |f(x) — f(xo)| <.

Asi, f es continua en z.

Resta probar el resultado reciproco. Supongamos que f es continua casi en todos los
puntos en [a, b]. Sea { P, } cualquier sucesion de particiones de [a, b] para el cual

lim espacio P, =0

n—o0

afirmamos que

n—oo
Si se verifica (4.9), entonces a partir de la siguiente estimacién para las integrales de
Riemann inferior y superior,

i b
0< / flz)dz f —/ flz)dzf < [U(f, P,) — L(f, P,)] para todo n.

concluimos que f es integrable sobre [a, b]. Para cada n, sea ¢, y 1, funciones de paso
inferior y superior asociadas a f sobre la particion F,. Probar (4.9) es probar que,

b

n—oo a

La integral de Riemann de una funcion escalonada es la integral de Lebesgue. Ademas
dado que la funcion f es acotada en el conjunto acotado [a, b, las sucesiones {¢,} y
{1} estdn acotadas uniformemente en [a, b]. Por lo tanto por el teorema de convergencia
acotada, para verificar (4.10) basta con demostrar que {¢,} — fy {¢,} — f pun-
tualmente en el conjunto de puntos en (a; b) en el cual f es continuo y que no son puntos
de particion de ninguna particién F,,. Sea x tal punto. Mostraremos que,

Tim p(eg) = flzo) Yy i n(ee) = f(zo) (4.11)
Seane > 0y d > 0, tal que

f(xo)—i<f(x)<f($o)+

5 st |x — x| < 0. (4.12)

N ™
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Escogemos un indice /V para el cual el espacio P,, < d sin > Ny I, es el intervalo abier-
to de particion determinado por P, que contiene a x, entonces I,, C (xg — d;x¢ + 0).
Inferimos de (4.12) que

Flan) = 5 < o) < flan) < uan) < flan) +
y por tanto
0 < Wn(wo) = fzo) <e 'y 0=< f(w0) — ¢n(r0) <€ paratodon > N.

Asi (4.11) se sostiene y esto completa la prueba. [
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CAPITULO V
CONCLUSIONES

1. Se logré establecer las condiciones para determinar que la integral de Lebesgue y la
integral de Riemann de una funcién existen y coinciden en un dominio dado de la
funcién, mediante una funcién real acotada medible en un intervalo cerrado y que
tiene medida de Lebesgue O en los puntos de discontinuidad.

2. Se ha efectuado un desarrollo detallado de la integral de Riemann de una funcién
usando particiones.

3. Se ha realizado un desarrollo detallado de la integral de Lebesgue, presentando y
demostrando: el teorema de la convergencia mond6tona, lema de Fatou’s y el teorema
de la convergencia dominada.

4. Se ha realizado la comparacion y caracterizacion de la integral de Riemann y la
integral de Lebesgue a través bases tedricas y ejemplos, los cuales muestran sus
diferencias.
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CAPITULO VI
RECOMENDACIONES

1. La relacion entre la integral de Riemann y la integral de Lebesgue ha sido realizado
para funciones medibles en un dominio de R, quedando la posibilidad de realizar
esta relacion para funciones de varias variables.

2. La relacion entre la integral de Riemann y la integral de Lebesgue ha sido realiza-
do para funciones propias, seria recomendable establecer relaciones para integrales
impropias.

3. Se recomienda utilizar las relaciones entre la integral de Riemann y la integral de
Lebesgue en el estudio de la serie de Fourier, la transformada de Fourier y otros
temas; ya que estos tienen aplicaciones en la fisica y en la ingenieria.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO [ Nacional del
: Altiplano

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] Richard F. Bass. Real analysis for graduate students. Createspace Ind Pub, version
3.1 edition, 2016.

[2] H.L. Royden and P.M. Fitzpatrick. Real Analysis. Prentice Hall, fourth. edition, 2010.
[3] Elon lages lima. Andlisis Real, volume 1. IMCA, 1997.

[4] Hasser La Salle y A. Sullivan. Andlisis Matemadtico 1, volume 1. 20 edition, 1986.
[5] Roger Metzger. Teoria de la medida en R. IMCA. 2002.

[6] Gerald B. Folland. Real Analysis. John Wiley & Sons, INC, second edition, 1999.

[7] Paul R. Halmos. Measure Theory. Springer - Verlag, 1970.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




	ÍNDICE DE FIGURAS
	RESUMEN
	ABSTRACT
	INTRODUCCIÓN
	Descripción del problema
	Antecedentes de la investigación
	Hipótesis de la investigación
	Objetivos de la investigación
	Objetivo general
	Objetivos específicos


	REVISIÓN DE LITERATURA
	La Integral de Riemann
	Supremo e ínfimo
	La integral de Riemann
	Propiedades de la integral
	Condiciones suficientes para la integrabilidad

	La integral de Lebesgue
	Notación y terminología
	Álgebras y -álgebras
	Medidas
	Construcción de medidas
	Ejemplos y resultados relacionados a la medida de Lebesgue Stieltjes
	Funciones medibles
	Aproximación de funciones
	La integral de Lebesgue
	Teoremas referentes a límites
	Teorema de convergencia monótona
	Linealidad de la integral de Lebesgue
	Lema de Fatou's
	Teorema de convergencia dominada


	MATERIALES Y MÉTODOS
	Materiales
	Metodología de la investigación
	Tipo de investigación
	Método
	Técnica
	Estrategias


	RESULTADOS Y DISCUSIÓN
	Comparación de la integral de Riemann con la integral de Lebesgue
	Caracterizaciones de la integral de Riemann y la integral de Lebesgue

	CONCLUSIONES
	RECOMENDACIONES
	REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

