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RESUMEN

En este trabajo vamos presentar el Teorema del Paso de la Montafia de Willem y
aplicar al Problema No Lineal de Direchlet dado por

—Au = f(x,u), xeQ,

(P){ u=20, xedf),

donde Q@ c RM es un dominio limitado con frontera suave dQ, f satisface ciertas
condiciones. Nuestro objetivo serd asociar un funcional al problema (P) y aplicar el
Teorema del Paso de la Montafia a este funcional para obtener puntos criticos , los cuales
a su vez seran soluciones para nuestro problema (P). La metodologia usada en este trabajo
es el método deductivo, basado en la indagacion bibliografica y documental. El resultado
que se obtuvo fue demostrar formalmente el Teorema del Paso de la Montafia de Willem
y enseguida aplicar al Problema No Lineal de Dirichlet. (P).

Palabras claves: Distribuciones, Sobolev, Inmersion, Min-max, Direchlet.
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ABSTRACT

In this work, we will present The Theorem of Mountain Pass of Willem after let’s
apply to Problem Non-Linear of Direchlet

—Au = f(x,u), xeQ,

(P){ u =0, xedQ,

where O c RY is a bounded dominio with smooth frontera 0Q, f satisfaz some
conditions. Our objetive will be to association of a funcional for the problem (P) and then
applicator the Mountain Pass Theorem to this functional for obtain critical points, which
will be solutions for the problem (P). The methodology used in this work is the deductive
method, based in the bibliographical and documental study. The result that we obtain was
formally proof the Mountain Pass Theorem and it follows to applicant to Direchlet
Nonlinear Problem (P).

Key Words: Distribution, Sobolev, Embedded, Min-max, Direchlet.
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CAPITULO I

1. INTRODUCCION

La mayoria de las ecuaciones diferenciales parciales surgen de modelos fisicos, y
otra clase importante surge de problemas en Geometria diferencial. Una de las areas de
estudio actual son las ecuaciones diferenciales parciales de tipo elipticas debido a sus
aplicaciones en la fisica, quimica, biologia y ciencias afines. Este tipo de ecuaciones
diferenciales parciales han sido desarrolladas en gran manera Gltimamente, donde se han
usado teoria de las distribuciones y los Espacios de Sobolev. Ademas de técnicas
modernas que han sido escritas en articulos cientificos referente a ecuaciones parciales
elipticas. Una de las herramientas fundamentales en la solucion de tales ecuaciones
elipticas es el Teorema del Paso de la Montafia, el cual fue demostrado en el afio de 1973
por los matematicos Ambrosetti y Rabinowitz. También en el afio 1983 el matematico
Michel Willem mejoré las hip6tesis del Teorema del Paso de la Montafia de Ambrosetti
y Rabinowitz, dando lugar al Teorema del Paso de Montafia de Willem.

El problema que trataré es la ecuacion diferencial parcial eliptica denominada el
Problema No Lineal de Dirichlet dado por:

—Au = f(x,u), xeqd,
(P){ u =];)(, )xeaﬂ,
donde Q c RM(N > 2) dominio limitado con frontera suave 0Q yf:Q x R - Res una
funcion satisfaciendo ciertas condiciones de crecimiento, esto es, serd comparada con un
polinomio, lo cual permitird obtener una de las hipétesis del Teorema del Paso de la
Montafia de Willem. El problema (P) es un tipo de ecuacion diferencial parcial eliptica,
que fue tratado inicialmente por Rabinowitz ( 1988), donde usa el Teorema del Paso de
la Montafia de Ambrosetti y Rabinowitz. Luego Donizeti (1989) trata de aclarar méas los
detalles del trabajo de Rabinowitz (1988), ademas da observaciones importantes.

En este trabajo voy a presentar el Teorema del Paso de Montafia de Willem, el cual
mejora las hipdtesis del Teorema del Paso de la Montafia de Ambrosetti y Rabinowitz,
luego aplicaré este teorema al Problema (P). Asi para abordar esta ecuacion, se comenzara
con el estudio de la teoria de distribuciones y los espacios de Sobolev. Luego se
caracterizara las soluciones deébiles del Problema (P) como puntos criticos de un
funcional de clase ¢! y luego estableceré el resultado del Teorema del Paso de la Montafia
de Willem. Finalmente se usara este resultado para mostrar la existencia de una solucién
no trivial del Problema (P)en el espacio de Sobolev Hj (Q).
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CAPITULO Il

2. REVISION DE LITERATURA

2.1 ESPACIOS DE BANACH

Definicion 1. Un espacio normado es un par (E, ||-||) formado por espacio vetorial E y
una aplicacién ||-|l:E—-> R llamada norma, que satisface las siguientes
propiedades:

a) |Ixll = 0, VxeE.
b) lxll=0ex=0.
c) x|l = [AllIxIl, VxeEyAeR.
d) lx+yll < lIxll + llyll, vx, yeE.
Por simplicidad denotaremos un espacio normado (E, ||-[) por E.

Definicion 2. Sea E un espacio hormado y (x,) una sucesion enk . (x,) es convergente a
xeX si para todo e > Oexiste nyeN tal quen = n, implica que

llxn, —xll <e.

Definicion 3. Sea E un espacio normado Y (x,,) una sucesion enk . (x,) €s una Sucesion
de Cauchy en E si para todo ¢ > 0Oexiste nyeN tal quem,n > n, implica que

”xm - xn” <e&.

Definicién 4. Un espacio normado E es llamado un espacio de Banach si cualquier
sucesion de Cauchy (x,) enE es convergente a un elemento xeE.
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2.2 TRANSFORMACIONES LINEALES ACOTADAS

Definicion 5. Sean E, F espacios vectoriales reales. Decimos que una aplicacion T:E - F
es una transformacion lineal si

T(x+y)=T(kx)+T(y),Vx, yeE,
T(ax) = aT(x),VaeR.

Definicion 6. Sea E, F espacios vectoriales normados, T: E — Funa transformacion lineal.
Decimos que Tes acotada si existe ¢ > 0Otal que

ITx|| < Cllx||, VxeE.

Proposicion 7. El conjunto de transformaciones lineales acotadas forma un espacio
vectorial.

2.3 NORMA DE UNA TRANFORMACION LINEAL ACOTADA.

El hecho de que las transformaciones lineales sean acotadas permite definir una norma,
la cual es dada por la siguiente definicion:

Definicion 8. Sea EyF espacios vectoriales normados, T:E — F una transformacion
lineal acotada. La norma de T, denotada por ||T|| es definida por:

Il
Tl = sup—-.
ren Nl

Observacion 9. Esta norma también puede ser definido por:

ITIl = inf{C > 0; [ITx|l| < Clix|l, vxeE} = Sup ITx|l = sup [ITx]l.
x||£1

llxll=1
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Teorema 10. Sean E y F espacios vectoriales normados. Sea T:E —» F una
transformacion lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e T:E - Funatransformacion lineal acotada.
e T es continua en un punto.

e Tescontinuaenk.

e Tes acotado en conjuntos acotados.

Observacion 11. Por el teorema anterior una transformacion lineal acotada T: E — F es
Ilamada también de transformacion lineal continua, ademas si F = R,i.e. T:E -» R, T €S
Ilamado de funcional lineal continuo y el espacio de estos funcionales lineales continuos
lo denotamos por E’, es decir,

E' ={T:E — R; Tes un funcional lineal y continuo}.

2.4 DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONALES EN ESPACIOS DE
BANACH

Definicion 12. Sea E un espacio de Banach y un funcional I: E - R, decimos que I posee
Derivada de Fréchet en el punto ueE cuando existe un funcional lineal continuo TeE' tal
que

Iu+v)—I1w) —Tv
im =
Ivll-o0 vl

La derivada de Fréchet en el punto ueE cuando existe es Unica y lo denotamos por I’ (u).
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2.5 ESPACIOS REFLEXIVOS

Sea X un conjuntoy (Y;);.; una coleccion de espacios topoldgicos. Considere la familia
de funciones

@i XY, Viel.
Definicion 13. (Topologia asociada a ¢;) Se llama topologia asociada a ¢; a la familia
T = {<Pi_1(wi); w; C Yiabierto}.

Comentario 14. La Definicion 13 nos permite afirmar que ¢;: X — Y; es continua en 7;,
mas no siempre es cierto que ¢;: X — Y;es continua con J; para i # j. Vamos a construir
una menor topologia 7 en la cual todas las funciones ¢;:X —Y; sean continuas.
Comencemos considerando la familia (U;) .,formado por todos los elementos de U;; 7;.
Luego denotemos por @ la familia formada por intersecciones finitas de (Uj) sea, €S decir,
los elementos de @ son de la forma

ﬂ U,;, T c Afinito.
Ael
A seguir considere una nueva familia F formada por uniones arbitrarias de elementos

de ®,es decir sus elementos son de la forma

U ﬂ U,,T c Afinito.

arb. Ael

Antes de afirmar que los elementos de esta ultima familia F forma la menor topologia
en la cual la familia de funciones

@i X -Y, Viel,

son continuas, necesitamos afirmar si la interseccion finita de elementos de F continua
estando en F. Para eso damos a siguiente definicion.

Definicién 15. (Familia estable) Una familia £ de subconjuntos de X es estable si
cualquier interseccion finita y unién arbitraria de elementos (conjuntos) de F

continua estando en F.

Lema 16. La familia F es estable bajo la interseccion finita de elementos deF.

Observacion 17. Con el Lema 16 tenemos que los elementos de F forman una topologia,
mas aun la menor topologia en la cual la familia de funciones (¢;);;S0n continuas.

Definicién 18. Sea X un conjunto. La topologia T cuyos abiertos son elementos de la
familiaF, es decir, sus elementos son de la forma U Nfinita @7 *(w;) €s llamada
topologia débil asociada a la familia (¢;);;.
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Proposicion 19. Sea (x,) una sucesién en X. Entonces x,, — x en T si, y solamente si

0i(xy) - @;(x),  Viel.

Sea E un espacio de Banach y feE' un funcional lineal continuo. Consideraremos la
familia de funciones

¢r:E >R, VfeE'
definidas por ¢f(x) = f(x).

Definicion 20. La topologia debil o(E,E") en E es la topologia en E asociada a la
coleccion (¢f)sepr (X = E,Y; = R, I = E).

Observacion 21. Como E es un espacio de Banach, E posee una norma la cual induce
una topologia en E donde la familia (¢f) .z también es continua. Por tanto la topologia
débil o(E, E") esta contenida en la topologia inducida por la norma de E.

Notacién 22. Si una secuencia (x,) en E converge para x con la topologia débilo(E, E"),
escribimos:

Xp =X

Definicion 23. Sea E un espacio vectorial normado. La norma en el espacio E’ es
denotada por ||-||z, y definida por:

Iflle; = sup |F ()l
x€eE

llxll=1

El espacio vectorial E’ es llamado de espacio dual de E, consequentemente el espacio
E"" es llamado de espacio bidual de E cuya norma es dada por:

1§11z = sup 1§
f€eE
liflis1

Sea la funcién J: E —» E” definida por J(x) (f) = J,(f) = f(x) paratodo xeEyfeE’, esuna
isometria lineal, es decir, J es una transformacion lineal que satisface lo siguiente

7Ol = llxll, VxeE.
La isometria lineal J es llamada de Inyeccion Candnica.

Definicidn 24. El espacio vectorial normado E es llamado reflexivo, si J es sobreyeccion,
es decir, J(E) = E”.

Ejemplos 25.
(a) Los espacios vectoriales de dimension finita son espacios reflexivos.
(b) Los espacios LPcon 1 < p < oo son reflexivos. Sin embargo los espacios

LY, L* no son reflexivos.
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Teorema (Kakutani) 26. Sea E un espacio de Banach, E es reflexivo si y solamente si
B = {xeE; ||x|l < 1}

es compacto con la topologia débil o(E, E").

Demostracion. (Haim, 2010, p.67)

Teorema 27. Asumiendo que E es un espacio reflexivo y (x,,) una sucesion acotadaen E.
Entonces existe una subsucesion (x,, ) que converge en la topologia débil o(E, E").

2.6 ESPACIOS L?

Sea 1 < p < o, Qun conjunto.
Definicion 28. El espacio L? (Q)es definido por
P(Q) = {f:Q - R; fesmensurableyfﬂlflpdu < 00},

y su norma es definido por

1/p

IFlle = 11l = [f gl F1Pdu] .

Antes de enunciar algunos resultados en los espacios L (€2), vamos a dar el
significado de que una funcién f: Q - R satisface una propiedad @ casi siempre
(c.s.) en Q si existe un conjunto de medida nula A, es decir, |A| = 0 tal que

f(x) satisface la propiedad Q Vx € Q\ A.

Ejemplo. Sea f: Q — R que satisface la propiedad Q: f # 0 c.s. en Q. Lo que
significa que existe un conjunto de medida nula A tal que

f(x) #0vVx € 0\ =4

Teorema 29. (Teorema da Convergencia Mondtona) Sea (f,)una secuencias de
funciones en L'(Q) que satisface

(a) fl =< fZ <= fn =< fn+1 <--c.os.enfl,
(b) sup,, J f < co.
Entonces

fu(x) > f(x) c.s.enQ,
Ademés  feL' y llf, — fll, = 0.
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Teorema 30. (Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea (f,)una
secuencias de funciones en L(Q) que satisface

@) fux) » f(x)c.s.en,
(b) 3gel! tal que VneN,
()] < g(x) c.s.en Q.

Entonces

felt y llfy = flls = 0.

Teorema 31. (Teorema de Vainberg) Sea 1 < p < oy (f;,) una secuencia en LP(Q) y
f € LP(Q) tal que

Ifn = fll, = 0.
Entonces existe una subsecuencia ( fnk) y una funcién helL? tal que
(@) fo, () = f(x)c.s.enQ,
(b) |fnk(x)| < h(x)c.s.enQ.
Demostracion. Para el caso p = oo,

() = FOI < Ifyn — fllooc. s. enfl.

Luego cuando n — oo, tenemos
fn(x) = f(x)c.s.enQ.
Ademas existe una constante ¢ > Otal que
/GOl < 1fu(0) = FCI+ IfF GO < Nlfn = flloo + Ifllo < €+ [Iflloc. 5. €nQ.

Observe que

h(x) = C + lIfllo€l”.
Enelcaso 1 <p < oo usemos el hecho de

Ifn = fll, = 0.

Implica que (f,,)es una sucesion de Cauchy. Luego consideremos lo siguiente

1
lfn — fullp < 7 mnzng

Y paran, > n,
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1
Ifin = fallp <

22 m,n = n,.

ns an,

1
lfm — fn”p < 23’ m,n = ns.

Consecuentemente tenemos

1
||fnk+1 - fnk”p < ﬁ; k = 1.

Luego podemos definir

() = D [fo @ = fo, @]
k=1

Zlfnk+1 _fnkl = Z|lfnk+1(x) _fnk(x)”p < Zz_k < Zz_k =1
k=1 p k=1 k=1 k=1

Asi por el Teorema de la Convergencia Monétona (Teorema 30), existe geL”tal que

lgmll, =

Im(x) = g(x)c.s.enq.

Ahora considerando! > k > 2, tenemos

£, = fr O] < [y ) = frop, QO] + 0+ [ frr, ) = fin, @]

-1 k-1
= D Vi = @ = D [fo @ = £, @]
i=1 i=1

< gx) — gr_1(x)c.s.enQ.

Desde que gi_1(x) = g(x)c.s.enf. Tenemos que (fnk(x)) c.s.en{lesS una sucesion de
Cauchy en R,lo que implica que
fr @) = f(X)c.s.enQ.
Asi
o, () = F(O)] < g(x)c. 5. enq.
Por tanto felLP y
e 0] < fe @) = FD| + If @] < g() + f (e 5. en.
Donde g(x) + |f(x)|eLP.
Notacion 32. Sea 1< p < o, denotamos p’ el exponente conjugado, es decir,

1

1
—+5=1
p P
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Teorema 33. (Desigualdad de Holder) Sea fel?(Q) y gelP'(Q) con 1 <p < co.
Entonces fgel'(Q)y

[1ra1 < 71, gl
Q
Ademas, si f € LP(Q)NLI(Q)coml <p <qg <o, entonces f € L"(Q)paratodop <
r < q Y se establece la siguiente desigualdad de interpolacion,

I F 1<l £ g0 £ 1577, donde;=;+%,0 <a<l1

2.7 EL TEOREMA DEL PASO DE LA MONTANA DE WILLEM

En este capitulo enunciaremos el Lema de la Deformacion, el cual nos permitird
demostrar el Teorema del Paso de la Montafia de Willem. Luego en el Capitulo 1V
aplicaremos este Teorema al Problema No Lineal de Direchlet.

Definicion 34. Sea E un Espacio de Banach, IeC(E,R)y
L~? = {ueE; I'(u) # 0},
es el conjunto de los puntos regulares de 1. Decimos que la funcién
<p:L~? - E

es un Campo Pseudo-Gradiente para I cuando ¢ es localmente lipschitziana y vale

@lle@llg < 1@l

I W) = II'@llz.
Lema 35. Si IeC*(E, R) entonces existe un Campo Pseudo-Gradiente para I en E.

Demostracion (Rabinowitz, 1988, p.81).
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Lema 36. (Lema de Deformacion) Sea E un espacio de Banach, IeC*(E,R) y
ceR,e > 0. Si
Il = 4, Vuel2([c — 2¢, ¢ + 2¢]).
Entonces existe una funcion neC (E, E) tal que
(i n(u) = u,vu & I"1([c — 2¢,¢ + 2¢]),
(i)  nUctd) cree.

Donde 19 =:{ueE;I(u) < d}.

Demostracion. Definamos la funcion y: E —» R por

dist(u, E\A)

V) = dist(u, E\A) + dist(u, B)’

donde
A=1"Y[c—2¢&c+2e]lyB=1"[c—¢,c+e].
Para mostrar que i esta bien definida, vamos a mostrar que
dist(u, E\A) + dist(u,B) > 0.
Suponga que
dist(u, E\A) + dist(u,B) = 0.

La ultima igualdad implica que

dist(u,B) = 0,
Yy COMO B es cerrado, entonces
ueB.
Consecuentemente
c—e<Iw)<c+e...... ))

Por otro lado, dist(u, E\A) implica que u € E \ =4 Asi, existe una sucesion (u,) c
E\Atal que u,, - uen Ee

I(u,) < ¢ — 26l (u,) > c + 2¢.
Haciendo n — coen las desigualdades anteriores, tenemos
I(w) < c—2e6l(uw) =c+ 2¢,

Lo cual contradice a (1).
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Ahora como la funcion distancia es lipschitziana, tenemos que la funcién i es continua
y localmente lispchtiziana.

Observemos también que y» = 1enB y i = OenE\A.

Sea ¢: E - Eun Campo Pseudo-Gradiente para I y definimos

o) u
lo@Il’

= 0,ueE\A.

W) = -y

€A,

Notemos que W es localmente lipschtiziana y ||[W (w)ll < 1para todo ueE. Luego para
cada uekE, el problema de Cauchy

d
i o(t,u) = W(a(t, u)),

o(o,u) = u.

Posee solucion Unica o(-,u) definida en Rcon oeC(R x E,E). Considere la funcién
ndefinida en E por n(w) := a(1,u).Desde que W = Opara todo ueE\A,entonces a(t,u) €S
constante para cada ueE\A . Desde que o(0,u) = u, tenemos que n satisface (i).Ahora
observe que

para todo o(t,u)eE\A.Por otro lado para todo o (t, u)eA tenemos

4 o Y(o(t,w)
2/ (00) = 1 (o )oloe ) ey

Desde que ¢ es un Campo Pseudo-Gradiente por b), tenemos

I (o) _
fe(atc)l =

De (2) y (3), tenemos que I(o(t,u))es no decreciente en t. Considerando uel°*€, si

d
%l(a(t, u)) < —yY(o(tw)

existiera un te[0,1] tal que I <a (t, u)) < ¢ — g, entonces

I(c(1,w) < 1<a (i,u)) <c-=

Luego (ii) es valido. Por otro lado, si uel®*¢yc—e <I(o(t,u)), para todo te[0,1],
tenemos

c—e<I(o(t,w) <I1(a(0,u) < I(w) < c+ ¢ Vte[0,1].

De esas desigualdades, inferimos que o(t,u)eB 'y ¥(a(t,u)) = 1, para todo te[0,1].
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Asi de (3), tenemos que

I(n(u)) = I(cr(l, u))

=]
(w) +f0
. I (o )|

< I(u) - fo Vo) G &

Hreew)l®
o lle(ecw)]

Luego del item a) de la definicion de Campo Pseudo-Gradiente, tenemos

1d
a](a(t, u))dt

=1(w) -

1 1
W) <ce-3 f 11 (o) ||de.
0

Ahora como a(t,u)eB = I"1([c — €,¢ + €] y por hipotesis del Lema, tenemos
NI (o (t, W)l = 4e.
Por tanto
ImMw)<c+e-2e=c—=

Asi (ii) también es satisfecha.
Teorema 37. (Teorema del Paso de la Montafia de Willem).

Sea E un espacio de Banach y IeC*(E, R) con I(0) = 0.Si existen a, p > Otales que
(HDI(u) = a > 0,VueE; ||lull = p
y existe eeE tal que |le|| > pcon

(H2)I(e) < 0.

Entonces, para cada € > 0,existe u.eE tal que

(@) c—2e < I(u) < ¢+ 2¢,

(b) "l < 4e,
donde

c= nf gy 10O
I'={yeC([0,1],E);y(0) = 0yy(1) = e}.

Demostracion. Primeramente mostraremos que ¢ esta bien definido. En efecto, desde

que y(0) = 0eB,(0),y(1) = eeX\B,(0)yy([0,1])es conexo, tenemos que y([0,1]) N
9B,(0) # @.
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Luego, de la hipétesis (H1),tenemos

trerhz)a’)f]l(y(t)) >a=c=a>0.

Suponga ahora, por contradiccion que para algln, g, > 0 las condiciones (a) y (b) no
ocurran, o sea, para todo ueE

(@) I(w) <c—2g6I(w) > c+ 26,6
() Il = 4.
En el primer caso (a), tenemos que no puede ocurrir pues existe yerltal que

— < .
c—2g <c< trer%(z){)l(] I(y(t)) < c+2¢

Luego podemos asumir que existe ueEtal que
c—2e < I(w) < c+ 2 ylII'(W|| = 4e,
Desde que ¢ > 0 y disminuido si es necesario £,>0, obtenemos
I1(e) <1(0) =0 < ¢ — 2¢,.

Asi del Lema de Deformacién (Lema 36), existe neC(E; E) tal que por la condicién de
este lema, tenemos

n(0) = Oyn(e) =e,

pues 0,e & I"*([c — 2¢,c + 2¢]). De la definicion de ¢ existe )_/el“ tal que

tel0,1]

max_ [ <)_/(t)> < c+ég.
Consideremos y [0,1] — E definido por
y(® =n (&(t))
Luego observe que
y(0) =7 (%m)) = 0yy() =1 (}(1)) —e.

Consecuentemente )A/eF.Nuevamente por el Lema de la Deformacién (Lema 36) y por la
condicidn (ii), tenemos

y(®) =1 (%(::)) e1e=*o,
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< <c-—
c_trerhz]a‘)l(]l<y(t)>_c & < C..

Lo que es una contradiccion, por tanto el Teorema esta probado.
2.8 DISTRIBUCIONES
Sea O c RN abierto y ¢: Q - R una funcion de clase C*.

Definicion 38. Se llama soporte de ¢, denotado por supp(¢), a la clausura del conjunto
en el cual ¢ no se anula, es decir,

supp(¢) = {x € Q; p(x) # O}.
Si este conjunto es compacto, entonces decimos que ¢ tiene soporte compacto.

Observacion 39. El espacio de las funciones ¢:Q - R de clase ¢*, con soporte
compacto es un espacio vectorial denotado por D(€),cuyos elementos son llamados de
funciones de prueba.

Definicion 40. Una secuencia de funciones {¢,,} en D(Q) converge para 0, Si existe un
compacto fijo K c Q tal que supp(¢,,) c K,para todo m, con ¢,, y todas sus derivadas
convergiendo uniformemente paradem K, es decir,

¢m — 0 3K c Q; supp(Pp,) C K, med),(,:l) — OQuniformenteemkK.

Definicion 41. Sea T: D(Q) — Run funcional lineal. T es una distribucién en Q si para
cada secuencia {¢,,} tal que ¢,, - 0 en D(Q),tenemos

T(¢m) = 0.

Observacion 42. La distribucién T: D(Q) — Res un funcional lineal continuo y ademas el
conjunto de distribuciones forma un espacio vectorial que denotamos por D'(Q) y si

Q=RN,D'(RV) =D'.

Definicion 43. Sea O ¢ R¥un conjunto abierto y una funcién f:Q — R. Se dice que f es
localmente integrable si para todo compacto K c Q se tiene:

Jlfl < oo

Ejemplo 44. Sea f:Q — R una funcion localmente integrable. El funcional lineal T;:
D(Q) — Rdefinido por:

Tf(¢) :fgf(p

es una distribucion.
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Observacion 45. Si  felLP(Q),p = lentonces f es localmente integrable,
consecuentemente Ty: D() - Res una distribucion.

Ejemplo 46. (Distribucion de Dirac). El funcional lineal §: D(2) — R definido por:
8(¢) = ¢(0)
es una distribucion.

2.9 DERIVADA DE UNA DISTRIBUCION

Definicion 47. Sea x = (x4, ..., xy)eRY.Un multi-indice « es la n-upla de nimeros enteros
no negativos

a=(ay,..,ay).
Asociamos al multi-indice a los siguientes simbolos
la| = ay + -+ ay,
al = aq.....ay,
x% =xy g

Se a y B son multi-indices, denotamos a < f Sia; < p;, para todo i=1,...,N.
Denotamos también

glal
a —

- 45} an*
axl axN

Definicion 48. (Derivada de una distribucion) Sea TeD'(Q)y a multi-indice. Definimos
la derivada de orden « de T por

(D9(@P) = ~D“DT(D%¢),  VpeD(Q).
Ejemplo 49. La funcion Heaviside Hen R, definda por

1, x>0
HGx) = {O,x <0,

es localmente integrable, luego existe la funcion distribucion T;,. Sea ¢eD entonces

LT

+0o d¢
T =-1(5)=| =60 =6

dx

dTy
dx

O sea =94.
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Definicion 50. El gradiente de la distribucion T, denotado por V'T,es definido por

VTZ(()T aT )

ax, " oxy

El laplaciano de T es definido como

=

~

Observacion 51. En el caso de que la distribucion sea generada por una funcion
uelP (Q),con p > 1, denotamos el gradiente de esta distribucién por

Jdu Jdu
o (2 2%)

ax1'm'axN
laplaci pu=3N 2
y su laplaciano por, u=%L 5.

2.10 ESPACIOS DE SOBOLEV

Definicion 52. Seam > 0 un entero y 0 < p < o. El espacio de Sobolev denotado por
w™P(Q), es definido por

Wm™P(Q) = {uel? (Q); D*uel? (), V|a| < m},

con norma

llmpa = ) 1D%ullipey

|lalsm

y seminorma

|u|m,p,ﬂ = Z ||D“u||fp(n).

|lal=m
Observaciones 53.

(i Sip = 2, denotamos W™2(Q) por H™(Q), 0 sea

wm™2(Q) = H™(Q)

y para ueH™ (1), denotamos su norma por |[ull,, q.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L57 Nacional del
i Altiplano

(i) Lanorma |lull,,,q€n el espacio H™(Q) es inducida por el producto interno

<u,v>= Z D%u D%y, vu, veH™ ().

lalsm
(iii)  Enelespacio W?(Q) la funcion

du
ax1

N+1

ueWwW?(Q) — (u , aBTu) e(LP ()
N

s una isometria.

Teorema 54. Si 1 <p < o, el espacio de Sobolev W?(Q)es un espacio de Banach.
Ademas, si 1 < p < oo, WLP(Q) es un espacio reflexivo.

Demostracion. Sea {u, };-; una secuencia de Cauchy en W (Q). Usando a observacion

dup

19 (iii), tenemos que {u,} y{ } 1 < i < N son secuencias de Cauchy en LP (). Luego

ax,-

como LP(Q)es un espacio completo, tenemos

du
U, DUy a—;—> v; en LP ().
l

. ., d
Afirmacion. v; = %
1A

En efecto, sea ¢peD (Q)ycomo u,eW P (Q), entonces

0Ty, B p du,
o, (¢)—T%%(¢)@—fﬂuna—xi—fﬂa o (1)

Ahora, desde que u,, —» uy% - v;enl?(Q), y por el Teorema de Vainberg  (Teorema

31), a menos de subsecuencia, tenemos

U, (x) - u(x) c.s.en
y existe geLP (Q)tal que

[u, ()| < g(x) c.s.enll.
Luego

06C) | 990
axi axi

c.s.enf)

Uy ()
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d¢(x)

axi

u, (x) | <Kg(x)c.s.en Q,

donde K = max |m

x€ef) Xi

Por tanto por el Teorema de la Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 30),
obtenemos

funa—fiﬁfua—(p ......... 2
Q

axi
Q

De manera analoga, tenemos

Asi usando la expresion (2) e (3) en la expresion (1), tenemos

Q Q

d
Osea v; = %
1A

Consecuentemente usando la Observacién 53 (iii), tenemos

oun _ du

6xi 6xi

-0

it = 1.0 =l = ullp + | )
L

Es decir, u,, > u en WlP(Q).

m,p,Q

) —N -
Considerando W,"?(Q): = D(Q) c W™P(Q). Obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 55. Sea 1 < p < oo. Para cualquier entero m > 0, tenemos
Wy P (RN) = WP (RY).

Teorema 56. (Friedrichs) Sea 1 < p, ueW*?(Q).Entonces existe una secuencia {u,} en
D(RY) tal que

ou
%_

du, |
o Oxilg

axi

u, - uenlP(Q)y

en LP(Q),

paratodo 0 < i < NyQ’ cc Q.es decir, Q' es compacto en Q.
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Teorema 57. (Desigualdade de Poincaré) Sea Q un conjunto abierto y acotado en
RY Entonces existe C = C(p, Q) > Otalque

1,
|u|0,p,ﬂ < Clull,p,ﬂ, VueW, p(Q)-

En particular u - |uly,q €s una norma en W,"?(Q) que es equivalente a [|-[l .-

2.11 INMERSIONES CONTINUAS Y COMPACTAS DE LOS
ESPACIOS DE SOBOLEV

Las inmersiones continuas y compactas de Sobolev establecen ciertas desigualdades
utiles. Asi enunciaremos estas propiedades a seguir:

Definicion 58. Sean E; y E, espacios vectoriales normados con normas
Il yll-ll, respectivamente tales que E; c E, . Se dice (E4|Ill;) estd inmerso
continuamente en (E,, |I-ll,) o E;— E, esta inmerso continuamente si existe una
constante C > Otal que

lull, < Cllull,,  YueE;.

Teorema 59. (Desigualdad de Sobolev) Si 1 < p < N entonces existe una constante ¢ =
C(p,N) > Otalque

|u|0_p*_]RN < Clull_p_]RN, Vuer'p(]RN).
En particular, la inmersion

WP (RN) > LP" (RV)

H * pN
es continua, con p* = N_—p

Corolario 60. Si 1 < p < N,la siguiente inmersion es continua
WHP(RY) - L1(RY),  Vqelp,p*l.
Demostracion. Sea p < q < p*. Entonces podemos escoger « € [0,1] tal que

a 1—«a
p p

* "

1
r

» _r . .
Observe que |u|%? € Laa(RN)y|u|1~®)9 € La-o4¢(RN.De ahi por la segunda desigualdad
de Holder dada en el Teorema 33, tenemos que u € LI(R")

1_
o llg <l w NE0 w137 <l w ll, +1 w llp-
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Ahora por la Desigualdad de Sobolev (Teorema 59),

e llg <l lly+ Cluly gy < max{1, C} Il w lly , g,

de ahi, la inmersion WP(RM) - L9 (RN) es continua.

Corolario 61. Sea O c RY abierto y ueW,"” (Q). Entonces ueL?(Q) para todo qe[p, p*ly
existe ¢ = C(p, N) > otal que

lulop o < Clulipa,
[ulo,ga < Cllullyp.a
Para todo ueW,"” ().
Demostracion. Sea u € W, (). Definimos wRY SR por

1;(x) =u(x),six € Qy 1;(x) = 0,six € QF.

Note que u € LP(RV) y %e IP(RV) parai=1,...,N. De ahi u e W,"’(R")y por la

Desigualdad de Sobolev, tenemos que

" u "Lp*(]RN)S Clull'p']RN)
lo que implica en

2 Wl S Clulipa.

Desde que ue LP(RV) n LP"(RM) y el Corolario de la Desigualdad de Sobolev( Teorema

59), tenemos que u € LI (RN )parap < q < p* y existe un K > 0 tal que
lullawmy< K Il wlly,gn,
lo que implica en

lulaqy< K Il llypo

Observacion 62. El Corolario 61 implica que W,"?(Q) — ueL(Q) para ge[p,p*]es una
inmersién continua, llamada también de inmersion continua de Sobolev.
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Definicion 63. Sean E;yE, espacios vectoriales normados con normas
Il yll-1l, respectivamente tales que E, cE, . Se dice (Eyllll{) estd inmerso
compactamente en (E,, |||l,) si para toda secuencia limitada en (E,, |||l,) existe una
subsecuencia convergente en (E,, |I]l,).

Teorema 64. (Rellich-Kondrachov). Sea & < RY abierto y limitado de clase . Entonces
las siguientes inmersiones son compactas:

(i Sip<N,W(Q) - L1(Q)1 < q < p
(i) Sip=NwWN(Q) - L1(D1 << p*,
(i) Sip>NWWwWQ) >C (Q) 1<q<p

Observacion 65. Las inmersiones compactas del Teorema anterior son llamadas también
de inmersiones compactas de Sobolev.
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CAPITULO Il

3. MATERIALES Y METODOS

Los métodos que se usaron deductivo, analitico, como la monografia de METODOS
MINIMAX EN LA TEORIA DE LOS PUNTOS CRITICOS CON APLICACIONES
A ECUACIONES DIFERENCIALES del autor Paul H. Rabinowitz [R], puesto que
el proyecto consiste en la exploracion, interpretacion y analisis.
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CAPITULO IV
4. RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo daremos a conocer el Problema No Lineal de Direchlet , el cual
resolveremos con ayuda del Teorema del Paso de la Montafia de Willem y la Revision
Literaria del Capitulo 1l. También usaremos las ideas de una revista de matematica
titulada El Teorema del Paso de la Montafia y una Aplicacion ( Donizete, 1989).

4.1 EL PROBLEMA NO LINEAL DE DIRECHLET.

—Au = f(x,u), xeQ,
(P){ u = 0,xedl,

donde O c RM, N > 2 es un dominio abierto y acotado con frontera regular aQ.
La funcion f satisface lo siguiente:
(f1) f(x,5)eC(Q x R, R)
(f2) 3a,, a, > Otales que
lf(x,9)| < a; + a,ls|?,
N+2

donde O<p <—.
N-2

4.2 EL FUNCIONAL ASOCIADO CON EL PROBLEMA (P)
I(w) = fn (; |[Vul? — F(x, u)) dx.,
donde F(x,s) = [, f(x, t)dt.

El espacio de Sobolev donde el funcional I esta definido es E = wW;"*(Q) = D(Q)lha,
recordando que su norma es dado por

1/2
(f(wuv +u2)) ,
Q

por la Desigualdad de Poincare (ver Teorema 57), esta norma es equivalente a

ull = ( l |Vu|2)1/2
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Como vamos aplicar el Teorema del Paso de la Montafia de Willem (Teorema 37),
tenemos que mostrar que IeC*(E, R)y que los puntos criticos de I son soluciones débiles
de (P). Antes de concluir esto, vamos a mostrar el siguiente resultado.

Proposicion 66. Sea Q c RY un dominio acotado y g:Qx R —» R es una funcion que
satisface lo siguiente:

(91) geC (Q X R, ]R) y
(92) 3r,t = 1eaq,a, = 0 tales que

lgCx,$)| < ay + aqlsl
Entonces la funcion ¢(x) = g(x, ¢(x))eC (L (Q), L (Q)).

Prueba. Si uel™ (),

fn|g(x,u(x))|tdx < [o(a: + azlu(x)lr/t)tdx
<2t (a" + aytlu()|")dx
< azf (1 + [u@)|")dx.
Donde mostramos que g: L™ () — Lt (Q) esta bien definida.

Ahora para mostrar la continuidad de esta funcién, observe que, g es continua en
@el”(Q) si, y solamente si h(x, z(x)) = g(x, z(x) + p(x)) — g(x,z(x)) es continua en z =
0.

Asi mostremos que h es continua en z = 0, para esto vea que h(x,0) =0. Sea e >0
estableceremos que exista un § > 0 tal que

llullray < 6= IRC W) < e
Por (gl) e h(x,0) = 0, dado ¢ > 0existe un 6 > 0 tal que

|h(x, s)| < & sixeQ,|s| < 6.

Sea ueL" () con |jull,rq)y < 6(slibre por el momento), y definimos

QO = {xe(-l; lu(x)| < B} (= Q,(w)).
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Por tanto,

[ (2 u(0)| dx < e'l0,] < £*l0l.

A A t A -
Escogemos £>0 tal que e < G) . Esto determina e. Sea Q, = Q—Q, y como antes
tenemos

fﬂz|h(x,u(x))|tdx < a3f92(1 + |u|")dx
< az(1Q,] +67).
Ahora como
87 = [ lul"dx = BTIQ,| = (657 = |Qy|
Luegofﬂz|h(x,u(x))|tdx < az;((6~Y)" +687) = az(B~* + 1)67.Escogemos § > Otal que
a;(BL+1)67 < (g)t Por tanto
fﬂ|h(x,u(x))|tdx = fﬂl|h(x,u(x))|tdx+ fﬂ (o, u()| dx

t t t

) 2 =
Asidado & > 036 > 0; |lullr) <8 = G, Wlq) <e

Consecuentemente g: L"(©) — L{(Q) es continua.

Proposicion 67. Sea & c R¥un dominio limitado con fronteradQy f:Q x R —» R una
funcion, satisfaciendo:

MV@Q%@XR®J

(f2) 3a4,a, > 0 tal que
|f(x,s)| < aq +aylslt,
donde 0 <t <= y N>3.
SiF(x,s) = fosf(x, m)dm entonces el funcional
I(w) = fﬂ (%|l7u|2 - F(x,u)) dx

es de clase C'(W,"*(Q), R)y tiene como derivada

I'(wWe = fQ(VquJ — f(x,uw)p)dx, V(pEM/Ol'Z(.Q).
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Ademas el funcional
J(uw) = fQF(x, u)dx
es débilmente continuo.

Prueba. Para mostrar que el funcional esta bien definido I: W,**(Q) - R note que el
primer sumando es%llull2 < o.Mostremos que el segundo sumando esta bien definido.
En efecto

|u|t+1

a,C
< arCllull + 2 llull*** < oo.

Donde usamos que W,"*(Q) — LP (Q)esta inmerso continuamente para

1< p < —~~(Corolario 61).

Ahora mostremos que I’ (w): W,"*(Q) — R esta bien definida. Como u, peW,"*(Q)y la
Desigualdad de Hoélder (Teorema 33), tenemos

J o VuVedx < (fﬂll7u|2dx)1/2(fﬂ|I7q0|2dx)1/2

< llullllgll < o

Por otro lado, considerando p = ;—f’z y por (f2), tenemos

If (x, $)IP/E < (ay + a,ls|D)P/E < 2p/t(a1p/t‘|‘az}[)/t|S|7D)-

fQIf(x,u(x))Ip/tdx < fﬂzp/t(alp/t+a2p/tIu(x)lp)dx < oo,

i FCul))ell p_ 2N (N-2)2N _ 2N
Asi £ u())eLt (Q).Luego como * = e (N+2)N_2 = — obtenemos

£ u())eli+2(Q).

~+ 7= =1,y por Desigualdad de Holder (Teorema 33), tenemos

2N

Ahora desde que
N+2 N—-2

fﬂlf(x’ Weldx < (fﬂlf(x' u)l%dx>w (fnl‘P(JCN%dx)W < oo,

Por tanto I'(u)e, esta bien definido. Mostremos ahora que I € ¢*(W,"*(Q), R), para esto
note que el primer sumando contiene la norma de u,la cual es de clase C*(W,"*(Q), R).
Luego basta mostrar que el segundo sumando

](u) = fﬂF(x,u(x))dx
es de clase C*(W,"*(Q), R).

Primero hallemos la diferencial de Frechet de J. Sea E=W,"*(Q) y
u, peE Estableceremos, dado € > 0, 35 = §(g, u) > Otal que
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Jw+¢) —Jw) — [of (x,wedx| <ellpll,  sellpll < 6.

Considerando

W= |F(x,ul) + () — F(x,u(x)) = f(x, uG))e)],

tenemos

U+ @) = Jw) = [ of (x, wWedx| < [ Wdx.

Definimos
0 = {xef_l; lu(x)| = ﬁ},
Q, = {xef_l; lpQ)| = V},

2, = {xe; (@) < Bylp(ol < v}

Con Byy sin condicion alguna por el momento. Luego

JoWdx < [ Wdx+ [ Wdx + [, Wdx

Por otro lado por el Teorema del valor medio, existe 8¢(0,1) tal que
F(x,s+r1r)—F(x,s) = f(x,s + 6r)r.
Por tanto de la tltima igualdad y de la Desigualdad de Holder (Teorema 33), obtenemos
Jo, IFGou(x) +@(x)) — Flx,u())ldx < [ 1f(x,u(x) + 09 ())llp(x)ldx
< [g,[a1 + azu(x) + 69 (0)|“]lg(x)|dx
< [g,lar +2fa; (Ju()* + [9 ()]l e (x) ] dx

< Jq,(@ilo()] + 2 az [u()lp()] + lp (1l (x) Ddx

N+2 1
< @0l lpll o +asl [z |lullie + gl e |l v,
LN-2 Lt L

N-2

donde

1+t+1+N—2_1
o t 2N

Observe que t < (N +2)(N —2)~1 implica
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2N 1 N-2 t 1 N-2 t
ttl<-—=—>—"—"=l1=—+—>—"+4—,
N-2 t+1 2N t+1 t+1 2N t+1

lo cual garantiza la existencia o > 0 en la igualdad de los exponentes conjugados de
anteriores.

Por las inmersiones continuas de Sobolev (Corolario 61), existe ¢ > 0 tal que

fo, IF G2 000) + () = PG uC)ldx a1 1 (10415 + 10follw 1 +1 g 1°])..(1)

Donde a, = max{a,C, a;Ct*1}.

Similarmente

ﬁJﬂmwmm@wus

Ns2 1
<asloll <|Ql| W+ Qo Il u ||) ................................ )

Por la inmersion continua de Sobolev (Corolario 61), tenemos
llull = agllull 2y = asllull 2,y = agBl V2.

Luego

jaatie < (B _ gy g sz < (Y0 _
1 =\aep = M1Yy|3 =\agf = My,

Donde M,, M, — Ocuando S — oo. Asi combinando (1) y (2), obtenemos

V< (agtas)llol(My+Mllul® +lol]
Q)

A seguir podemos asumir § < 1y escoger g suficientemente grande tal que
&
azllpll(My + My [llull® + llell*D < 3

Luego

&

. - (3)

fﬂl‘}’dx <
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Haciendo andlogamente en (,, obtenemos

Jqo,¥Wdx < ag(1 + [llull® + llel*Dliplle.

1/(t+1)

< ag(1+ [llullt +]) (f92|¢|t+1 (k;J)m—(sH) dx)

Donde m = % > t + 1. Por tanto

t+1-m ¢ ¢ m/(t+1)
[ o, Wax < agy e (1 + [lull + ol DI

t+1-m / 1
< agy 1 (14 [llull® + llolI*Dll@l™ D . (4)

Ahora desde que FeC? (Q X R, R), dado cualquier 2,[3 > 0 existe y = y(e p) tal que

|[F(x,s + h) — F(x,s) — f(x,s)h| < glhl N )|

Siempre que xeQ,|s| < By |h| < y En particular g =B, y < y y por las inmersiones
continuas de Sobolev (Coroléario 61) , y (5), implican

fﬂa‘{’dx < fﬂ3|F(x,u(x) + @) — F(x,u(x)) — f(x,u(x))p(x)|dx < fQ3;|<p(x)|dx
< asoéllgll ... (6)

Escogemos §>0, tal que 3a10§<e. Lo que determina )A/>0. Escogemos y =
y.Combinando (3), (4)y (6), obtenemos

f‘de<£|I Il +a ti_lm(1+[llullt+ll I°DII /@D 4 Sl
aVdx <zl +aoy @ll*Dllep zlle

= % llell + agyl_%(Z + [l Dl plm/ ¢
Desde que |l¢]l* < §* < 1. Finalmente escogemos
aoy T2 + [l I D < agy =2 + [lull )5 < % loll < gg_
O sea

- £ e 1
agy  t+1(2 + |lull)st+17" < 6.

W] m

Asi
T+ @) —Jw) — [ f (x, wedx| < ellgll, s iempreque |lpll < 6.

Ahora vamos a probar que J'(u) es continuo. En efecto, sea u,, —» u en Eentonces por
las inmersiones continuas de Sobolev ( Corolario 61), tenemos

u, - uenLt1(Q)
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Donde 1 <t + 1< 2%
N-2

Por otro lado de la definicién de norma de un funcional, tenemos

)" (un) — '@l = sup [("(wn) — ' @)l = sup |[o(f G, wy) — £(x,u))pdx]|.
lolis1 lolis

Por la Desigualdad de Holder (Teorema 33) y por las inmersiones continuas de Sobolev
(Corolario 61), tenemos

t 1
t+1 t+1
< ( fn |(p( un) — p(x, W)t + 1t) ( fﬂw)

fn e

SIpCun) =p(ow) lerall @ lesr < ago I fCupn) = ) lesall @l
t t

Por tanto

1" (upn) = J' Wl < agollf Coug) = £C, u)”LtLtl ......... (7)

Por (f2) para cualquier a« > 1,tenemos

at
lf(x,9)] < a; + ayls|«

Luego por la Proposicién 65, tenemos que feC (L% (Q), L*()).Escogiendo a =%, el
lado derecho de (7) tiende a 0 cuando n — +, luego J’es continuo.

Finalmente para probar que J es débilmente continua consideremos u,, — u en E,por
las Inmersiones Compactas de Sobolev (Teorema 64), a menos de la subsecuencia

u, - uenLtt1(Q),

donde 1 <t+1<2X,
N-2

Por otro lado integrando (f2), tenemos

|F(x,s)| < als| + b|s|t*1.

Dondea=a1yb=£_—21.

Vamos a mostrar que existen a, b > 0 tales que

als| + b|s|**tt < a + b|s|tT1.
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En efecto, esta afirmacion anterior es equivalente a mostrar que
|(»- i;) s~ a|Isl +a = 0.
Consideremos los siguientes casos:
1. Si|s| =M >0 entonces
[(b—ip)lslt—&] |s| +a > 0,si bz%ﬁ).
2. Si|s| < M, tenemos

[(b— b) |s|t —C_l] |s|+a>= 0,sia> aM.

- a ) -
Luego si b > -+ bya > aM entonces

[(b - b) |s|t — a] |s| + a = 0, VseR.

Por tanto existen a, b > 0,tales que
|F(x,s)| < a+ b|s|t*1,VseR.

Luego por la Proposicion 65, tenemos que FeC (Lt (Q), L1 (©)), consecuentemente si
u, - uemLt*1(Q), entonces

F(,uy) = F(,wenL(Q).

J(un) = J @I < [ o F(x, un (x)) = F(x, u(x))ldx - 0
Luego Jes débilmente continua, esto termina la demostracion.

Asumiremos también que la funcién fsatisface las siguientes condiciones:

(f3) lim %2 — g

Is|-0 sl
(f4)3u > 2yr = 0 tal que para |s| =7, 0 < uF(x,s) <sf(x,s),

donde F(x,s) = [, f(x, t)dt.
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Observaciones 68.
i.  La hipotesis (f3).implica que el Problema (P) posee la solucidn trivial u = 0.
ii. La hipotesis (f4) muestra que existen constantes as, a, > 0 tales que

F(x,s) = as|s|* — ay.

Para todo xeQ y seR. Asi desde que u > 2, F(x,s) tiene crecimiento supercuadrético y
por (f4) f(x,s) posee un crecimiento superlineal cuando |s| — oo.

Teorema 69. Si f:Q x R - R satisface (f1) — (f4),entonces el Problema (P) posee una
solucién no trivial.

Prueba. Sea E = W,"*(Q) y I definida como en la Proposicion 30. Vamos a resolver el
problema (P) encontrando los punto criticos de funcional, dichos puntos criticos
Ilamaremos de solucién débil de (P),los cuales seran obtenidos con la ayuda del Teorema
del Paso de la Montafia de Willem (Teorema 37).

Ahora vamos mostrar que el funcional I satisface las hipdtesis del Teorema del Paso
de la Montafia (Teorema 37). En efecto, por la Proposicion 67, tenemos que
leC*(E,R).Observe que 1(0) = 0, asi solo falta mostrar que I satisface las condiciones
(I;)y(1,) de dicho Teorema. En efecto, primero vamos a verificar (I,), note que por (f4)
y la Observacion 68 (ii), tenemos

Jw) = fQF(x,u)de a3fQ|u|”dx—a4|Q| ...... (8)
para todo ueE, donde |Q| denota la medida de Lebesgue de Q. Escogiendo un ueE — {0},

(8) implica que

s? s?
I(su) = ?fanuIde — [ F(x,w)dx < ?fQIVuIde —azst [ |ul#dx + a,.

De ahi, I(su) » —o, cuando s — +oo. Luego, existe un e =tyueE (para ¢,
suficientemente grande) tal que

I(e) <0.

Para mostrar que Isatisface (I;),note que por (f3) dado & > 0, existe un § > 0Otal que 0 <
Is| <& = |f(x,s)| < els|.Luego integrando es ultima desigualdad, obtenemos

2
S —
|F(x,s)|£e—| | , Vx € Q.
2

Por (f2), existe una constante A = A(8) > 0 tal que [s| = & implica

|F(x,5)| < Als|t*Y, vx € Q.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L57 Nacional del
; Altiplano

Combinando esas dos Ultimas desigualdades para todo seR y xe(Q., obtenemos

|sI° 41
|F(X,S)|SST+A|S| .

Consecuentemente usando las Inmersiones Continuas de Sobolev (Corolario 61),
obtenemos

& & &
| <5 f qudda + Af luldx < 5 C2llull? + AC ull < as (5 + Allull*~* ) lull?.

1

Ahora escogiendo |lul| < (i)“, obtenemos

J@)| < asellull? v oee e e e e e e e (9)

Por tanto usando (9),obtenemos

1

1 1 € \t-1
_ = 2 _ - 2 _ 2 o
160 = Sl = () = 5l = aselull? sillull < ()"

Sea [lu]| = p > otal que

ent—1 1
p < (ﬂ) y Epz — agep? > 0.

Finalmente considerando & < % obtenemos
5

1
Iw) = a= Epz — agep? > 0.

Asi (1) es establecido, y aplicando el Teorema del Paso de la Montanha de Willem
(Teorema 37), existe una secuencia (u,,) c E tal que

I(uy,) > cyl'(uy) -0, ...... ... (10)
donde

¢ = inf oy 10/ ©),

I'={yeC([0,1],E);y(0) = 0,y(1) = e}.

Ahora vamos a mostrar que u,, —» u en E. En efecto, mostraremos primero (u,) c E es
acotado. Por otro lado note que existe un M > otal que

[H(u)| <M, VvneN.

Y |%I'(un)un| < illl’(un)llllunll < i llu,|l paran suficientemente grande.
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B 1, 11 , 1
Ml W 12 1) =1 i = (5= ) Wt W4 S (o = P ) )

1 1 1
= (E — ;) Il w, 12+ f{xEQ;lun(x)IZT} (;f(x, u)u, — F(x, un)) dx

1
+f{xeﬂ;|un(x)|<r] (;f(x, Up) Uy — F(x, un)) dx

11 , 1
> (E - ;) Il l*+ f{xen;|un(x)|<r} (;f(x, uu, — F(x, un)) dx

Sea g(s) = if(x, s)s — F(x,s), se[-r,r].

Observe que ges una funcién continua en [—r, r],alcanza su valor minimo en alguns, €
[—7,7], es decir,

g(so) < g(s),Vs € [-1,7].

Consecuentemente
1 1 1 5
M+ pHug,ll = (5 — ;) llunll* + g(so) 1{xeQ; lu, ()| < 7}l

Luego consideremos los siguientes casos:

a) g(sp) =0 implica

1 1
M+l 2 (5= )

Observe que si ||lu, || = o entonces esta desigualdad genera una contradiccion.
b) Sig(sy) <0 entonces
9 () 1{xeQ; [un, ()| < 1} = g(s0)1QI.

Luego
-1 1 1 2
M+ i gl = (5= 5) a2 + g (o)1,

Y observe de nuevo que si |lu, || = o entonces esta desigualdad genera una contradiccion.

Asi como de ambos casos tenemos que (u,,) € E es una secuencia acotada y desde que
E = W,;"*(Q) es un espacio de Banach reflexivo (Teorema 54), a menos de subsecuencia,
tenemos

u, ~uenk.
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Por otro lado,
I'(up) (U, —u) = fgvun(vun = Vuw)dx - fg_f(xr Up) (Uy, —u)dx

= [ o|Vun|?dx — [ VunVudx — [ of (x,un) (up, — w)dx....(11)

Afirmacion. [ f (x, u,)(u, — w)dx - 0.

En efecto, por las inmersiones compactas de Sobolev (Teorema 64), tenemos

P(Q),1<p< 2N
ﬁ _—
u, - uen Asp<y—

Y por el Teorema de Vainberg (Teorema 31), a menos de una subsecuencia, tenemos

U, (x) > ulx)c.s.en Q.

y existe heLP (Q)tal que
[uy, ()] < h(x)c.s.en Q.
Consecuentemente,
£ (1 () (un () —u(x)) > 0c.s.en Q.
Y

|f G, un () (un (%) — u()| < (a1 + @z un () ([un (O] + [u(x)))
< 2a,h(x) + 2a,h(x)t*! =:H,

donde HeL'(Q).Luego por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue
(Teorema 30), tenemos

ff(x,un)(un—u)dx% (U ¢ V)
Q

Asi (10), (11) y (12), tenemos que
fﬂqunlzdx - fnll7u|2dx(')||un||2 - ull? ... ... (13)
Por tanto de (13), a menos de una subsecuencia,

llun —ull? - 0.
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O sea a menos de una subsecuencia,

u, >uenk = VI/01'2(Q),

I(u,) » I(w) =c>0,I'(u,) » I'(w) =0,

Lo que significa que ueE es una solucién no trivial de (P).
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5. CONCLUSIONES

e Se demostré formalmente el Teorema del Paso de la Montafia de Willem, para lo
cual se enuncio algunos resultados preliminares del Analisis No lineal.

e Seasocid un funcional al Problema No Lineal de Direchlet, y se verifico si este
funcional satisfacia las hipétesis del Teorema del Paso de la Montafia, y de ahi se
concluyd la existencia de una sequencia que convergia al nivel ¢ de dicho
teorema.

e Se mostro que la sequencia encontrada era limitada, que convergia fracamente y
convergia fuertemente en los espacios de Lebesgue.

e Se mostrd que la secuencia convergia fuertemente en el espacio donde buscamos
la solucion, y que el punto donde convergia tal secuencia era una solucion del
Problema No lineal de Direchlet.
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6. RECOMENDACIONES

Para un mejor abordaje del Teorema del Paso de la Montafia de Willem se
recomienda el estudio de analisis no lineal.

Como el Problema No Lineal de Direchlet depende de las condiciones sobre la
funcién f. Entonces si fuera posible se podria disminuir las condiciones sobre fy
asi abarcar a un mayor nimero de Problemas.

Se recomienda también usar el Teorema del Paso de la Montafia de Willem para
resolver otras ecuaciones diferenciales parciales elipticas.
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