& Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO L[ Nacional del
se==>%  Altiplano

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL ALTIPLANO
ESCUELA DE POSGRADO

MAESTRIA EN INFORMATICA

NACIONAL DEL

F L 3
0
‘p’ p(/ﬁo A\l

UNIVERSIDAD
ONV1dILTVY

TESIS

UNA APROXIMACION A LA CURVA DE TRANSICION CLOTOIDE VISTA
DESDE MATHEMATICA

PRESENTADA POR:

FRAY LI PANDIA VILLANUEVA
PARA OPTAR EL GRADO ACADEMICO DE:

MAGISTER SCIENTIAE EN INFORMATICA
MENCION EN MATEMATICA Y SIMULACION COMPUTACIONAL

PUNO, PERU

2018

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO L[ Nacional del
: Altiplano

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL A

ESCUELA DE POSGRAD

MAESTRIA EN INFORMATI
TESIS

UNA APROXIMACION NUMERICA A LA CURVA DE TRANSICION
CLOTOIDE VISTA DESDE MATHEMATICA

PRESENTADA POR:
FRAY LI PANDIA VILLANUEVA
PARA OPTAR EL GRADO ACADEMICO DE:

~ MAGISTER SCIENTIAE EN INFORMATICA
MENCION EN MATEMATICA Y SIMULACION COMPUTACIONAL

APROBADA POR EL SIGUIENTE JURADO:

PRESIDENTE

PRIMER MIEMBRO

SEGUNDO MIEMBRO

ASESOR DE TESIS

AR ELOY CARPIO VARGAS

Puno, 14 de diciembre de 2017

AREA: Adquisicidn, visualizacion, descubrimiento de conocimiento matematico
TEMA: Aproximacion a la curva Clotoide

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO L[ Nacional del
4T Altiplano

DEDICATORIA

Con inmenso carifio:
- Esta tesis se la dedico a Dios quién supo guiarme por el buen camino.

- A mis queridos padres: Rosendo Pandia Puma y Julia Villanueva Chambilla,
por su apoyo, consejos, comprension, amor, ayuda en los momentos

dificiles,

- A mis hermanos, Edwin y Yeni por estar siempre apoyandome.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO L[ Nacional del
Altiplano

AGRADECIMIENTOS

Aprovecho este espacio para expresar la gratitud infinita:

A la Universidad Nacional del Altiplano por haberme permitido culminar los

estudios de maestria satisfactoriamente.

- A mis padres por ser los primeros promotores de mis suefos, gracias a ellos
por cada dia contar y creer en mi y en mis expectativas. Gracias a mi madre
Julia por haberme exigido en el desarrollo y culminacion de la presente tesis.
Gracias a mi padre Rosendo por siempre desear y anhelar lo mejor para mi

vida e insistir en la culminacion de la presente tesis.

- Alos Miembros del Jurado: Dr.Sc. Alejandro Apaza Tarqui, M.Sc. Luis Hugo
Huacasi Vasquez, M.Sc. Pedro Leonardo Quispe Ticona y a mi asesor Dr.
Edgar Eloy Carpio Vargas. Por haberme apoyado con las correcciones de la

presente investigacion.

- A mis Profesores de la maestria, quienes me apoyaron en el desarrollo de

la presente investigacion.

- A mis colegas y amigos, quienes me apoyaron como compaferos de la

maestria y facilitar con ciertas bibliografias.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




=, Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO 155 Nacional de
- Altiplano

INDICE GENERAL

Pag.
DEDICATORIA . ...ttt b et e st ese s et se st se s esa e esenenes i
AGRADECIMIENTOS ..ottt ses ii
INDICE GENERAL ......ciiirieerereetseeeesssesesssssssssesesssssssesssss s sssss s sesss s ssssnes ii
INDICE DE FIGURAS .......oooooeeeeeeveeeeeeeeeeeeevesseseeseessssssssssssesssssssssssssssssssssssssnsssnsssssnsons v
RESUMEN ..ottt Vi
ABSTRACT oottt b et ettt seae s s esessese s esesseseebeneesenes vii
INTRODUGCCION......oorreiemmmeeeeessseessessssesesssssss s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnseeees 1
CAPITULO |
PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION

1.1 Planteamiento y definicion del problema .............cccoovvviiiiiiiiie e, 2
1.2 Justificacion € IMPOrtANCIA. .........ooeiiiiiiiiiiiiieee e 3
1.2.1 Justificacion legal...........oooiuiiiiiiii e 3
1.2.2 JUSHIfICACION TEOMICA ....evvvvveveeiiiiiiiieieieeeeee ettt 3
1.2.3 Justificacion MetodolOgiCa........ccuuueiiiiiiiiiiiiiiiieeee e 4
1.2.4 Justificacion PractiCa ............cuuvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 4
1.3. Preguntas del Problema .............iiiiiiiiiiiee e 4
1.3.1 ENUNCIAd0o GENETAl......cccvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 4

¢ Es posible obtener una aproximacion numérica a la curva de transicion
ClOTOIE? . 4
1.3.2 Enunciados ESPECITICOS..........uuuiiiiiiieiieieeiei e 4
1.4, ODJELIVOS ... 4
1.4.1 ODbjetivOo GEeNEral...........couuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 4
1.4.2 Objetivos ESPECIfiCOS .....ccuuuiiiiiiiie e 5
ST o 1T o 0] (TS LR PR ORI 5
1.5.1 HIipOtesSiS GENEIAl .......ccccceiiiiiiiiiiiee e 5
1.5.2 Hipo6tesis ESPECITICOS.......ccovvviiiiiiie e 5
1.6, ANTECEUEBNTIES ... .t e et e e e e e eeeaanaas 5

CAPITULO Il
MARCO TEORICO

2.1, CamiNO €N RIL....coiiiiiiiie et e e 10
2.2. Diferenciabilidad .............cooiiiiiiiiiii e 13
2.3. LoNgitud d& UN CAMINO......uuueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieebiieibbeebb bbb eeeeeeeeeeaaeeeees 16

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




== Universidad
TESIS EPG UNA - PUNO [z Nacional del
- Altiplano
2.4. Reparametrizacion por longitud de arCo ...........cceeevveevveiiiiieeeeeeeeeeiinn, 18
P T O | V=1 ] = PP 22
2.6. Integral de Fresnel ... 27
2.7. SEIES 08 TAYION ...t e e 30
2.8. Algunas Series de Taylor..........uuiiiiiiiii e 32
CAPITULO Il
METODOLGIA
3.1. Tipo y disefio de la iNVeStigacion ............ccooeeeeeeeiieiiiiiiiie e 34
3.1.1 Tipo de iINVESHIGACION .......uveiiie e 34
3.1.1 Disefio de INVESHIgACION .......cooeeeeiieeeece e 34
3.2. TECNICaS Y ESIrategias.........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee e 34
0 A = Tox oo 34
.22 ESHAtEIAS ..ot 35

CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Obtencion de la ecuacion de la curva de transicion clotoide ................. 36
4.1.1 Curvas planas a partir de sus ecuaciones intrinsecas.................. 36

4.2. Estudio particular de la Clotoide ............ueiiiiieeiiieicce e 38
4.3. Propiedades geométricas que se obtiene de la Clotoide....................... 42
4.4, ProporcioN@alidad.............uuuuuuumumiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiie e 43
4.5. La curva Clotoide en Topografia .......cccceeeeeiiiiiiiiiiieee e 44
T R =T 0 1Tt - T 45

4.6. AProxXimacion NUMEIICA. .........cuuueiiiiiieee et 47
CONCLUSIONES.......co ottt s s 54
RECOMENDACIONES. ...ttt saeneas 55
BIBLIOGRAFIA ...t sss st 56

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO L[ Nacional del
4T Altiplano

INDICE DE FIGURAS

Pag.
1.Trazade [afunCion f........cccooiiiiiii e 11
2 .Imagen de la funcion f en el plano bidimensional...........cccccccvvvviviiiiiieennnnn. 14
3. Imagen de fy la circunferencia parametrizada..................ccccveevieviiinneeeennnn. 16
4. La gréfica de la reparametrizacion de f. ...........cccccuvvvivieiiiiiiiiiiiiiiiie, 20
5. Curvas con diferente CUMNVatUIa ..........cooveeeiiiiiiiiiiieee e 23
6. Circulo osculador de UNA CUMNVA...........ccuvviiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeee e 25
T FUNCION F(Z) 1 28
8. GrafiCa 08 W = Z2 . ..o 29
9.Funcion del parametro de longitud de arCo........cccoeeeeeevvveeiiiiiiiie e, 37
10. Gréfica de la curva Clotoide en Wolfram Mathematica. .............cccccceeeennee 39

11. Gréfica de la clotoide en el intervalo [-10,10] en woélfram Mathematica .... 43

12.Proporcionalidad de curvas de transicion clotoide en wélfram Mathemética.

......................................................................................................................... 44
13. Lemniscata en wolfram mathematica. ...........ccccccevvvvviiiiiieee 45
14. Trazado de curvas para unir un tramo recto de circunferencia................... 45
15. Dibujo de l0s datos iNiCIales ... 51
16. Gréfica de la clotoide en wolfram mathematica..........ccccccooviiiiiiiiiiennennnnn, 52
17. La clotoide COMO ENIACE........ccceiieieeiieiie e e e e e e e eeaees 53

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO £ Nacional del
Altiplano

RESUMEN

La presente investigacion se bas6é en la obtencion de una aproximacion
numeérica a la curva de transicion Clotoide. En el area de las ingenierias, siendo
mas especifico en el trazado de obras lineales, la Clotoide se usa como curva de
transicion, entre ellos estan las carreteras y vias férreas. La curva de transiciéon
Clotoide en el campo de las matematicas no es muy conocido. Es por ello la
necesidad y la importancia de la presente investigacion, ya que ello permite el
adecuado uso de la ecuacién en los diversos casos de trazado de obras lineales.
Para ello, se usa el campo de la matematica de lo que es el calculo vectorial,
para la obtencion de la ecuacion de la curva de transicion Clotoide, conociendo
la ecuacién paramétrica a través de longitud de arco cuya tangente es unitaria.
Ademas, con el uso de las integrales de Fresnel, se obtiene una representacion
geomeétrica y las propiedades que se derivan en el software matemético, Wolfram
Mathematica. Y finalmente se obtiene una aproximacién numérica de la curva
Clotoide. Ademas, se desarrolla un ejemplo con sus coordenadas especificas,
en donde se obtiene la aproximacion requerida y su gréfica en el software

Wolfram Mathematica.

Palabras clave: Aproximacion numérica, curva Clotoide, integrales de Fresnel,

series de Taylor y Wolfram mathematica.
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ABSTRACT

The present investigation was based on obtaining a numerical approximation to
the Clothoid transition curve. In the area of engineering, being more specific in
the layout of linear works, the Clothoid is used as a transition curve, among them
are roads and railroads. The Clothoid transition curve in the field of mathematics
is not well known. That is why the need and importance of the present
investigation, since it allows the proper use of the equation in the various cases
of linear works. To do this, we use the field of mathematics of what is the vectorial
calculation, to obtain the equation of the Clothoid transition curve, knowing the
parametric equation through the length of the arc whose tangent is unitary. In
addition, with the use of Fresnel integrals, a geometric representation and the
properties derived in the mathematical software, Wolfram Mathematica, are
obtained. And finally a numerical approximation of the Clothoid curve is obtained.
In addition, an example is developed with its specific coordinates, where the
required approximation and its graph in the Wolfram Mathematica software is

obtained.

Keywords: Clothoid curve, Fresnel integrals, Numerical approximation,

Mathematical wolfram and Taylor series.
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INTRODUCCION

Considerando Numerosas Yy diversas curvas de transicion se han utilizado en el
trazado de carreteras, siendo la espiral de Euler, la curva que mejor se ajusta a
la trayectoria recorrida por un vehiculo que viaja a velocidad constante y cuyo
volante es accionado en forma uniforme. En sintesis, se recomienda el uso de
estas curvas en reemplazo de tangentes demasiado largas con el fin de romper
la monotonia en la conduccion, disminuir el efecto de las luces de los vehiculos
que marchan en sentido contrario y acomodar la linea del proyecto a los

contornos topograficos del terreno.

Por ello el interés sobre la curva de transicion clotoide de obtener una
aproximacion numérica, usando la parte tedrica matematica, iniciando con la
parametrizacion de curvas, la curvatura y obtenemos la ecuacion a través de
Integrales de Fresnel y finalmente obtener dicha aproximacién usando las Series

de Taylor.

A continuacion, se describe la estructura de los contenidos por capitulos. En el
Capitulo I, se describe el contexto y marco teérico en el que se detallan las
definiciones, proposiciones, teoremas necesarios para entender el concepto de
curvatura y las ecuaciones paramétricas, longitud de arco, integrales de Fresnel,
serie de Taylor y los antecedentes. En el Capitulo Il, se describe el planteamiento
del problema. En el Capitulo Ill, se menciona el método de investigacion
utilizado, en donde se considera el tipo y disefio de investigacion, asi como las
técnicas y estrategias. En el Capitulo IV, se muestran los resultados y
discusiones de la investigacion; es decir, se verifica y analiza la aproximacién

obtenida a partir de las series de Taylor.
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CAPITULO |
PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION

1.1 Planteamiento y definicion del problema

La curva de transicion clotoide se usa en los trazados en planta de obras lineales
(carreteras, ferrocarriles, canalizaciones, etc.) como curvas de transicion en
carreteras para unir tramos rectos (es decir, con curvatura k=0) con tramos
curvos (k#0) o para conectar dos tramos circulares (de curvaturas ki y k2). Esta
es su caracteristica mas importante, ya que el radio de curvatura disminuye de
manera inversamente proporcional a la distancia recorrida sobre ella, y esto
permite al conductor adaptarse de forma suave al cambio de trayectoria. Los
nuevos trazados de carreteras estan disefiados como una sucesion de clotoides,
asi evitamos los tramos rectos excesivamente largos que podian llevar a una
conduccién monétona, lo que puede provocar distraccion y riesgo de accidentes.
Para esos casos se utilizan tramos de clotoide con curvaturas grandes y
adaptadas segun la longitud que tengamos que cubrir, ya que todas las clotoides
son proporcionales y solo difieren en la escala. La perspectiva que nos ofrece su
disefio geométrico y que se traduce en mayor distancia de visibilidad y su facil

adaptacion al terreno, son otras ventajas de la clotoide.
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Dada la importancia de la curva de transicion Clotoide, sabiendo que la ecuacion
que determina dicha curva, involucra términos matematicos como la curvatura,
radio de curvatura y el angulo de giro. Conceptos que corresponde al area del
calculo vectorial. Y el problema es, que desde el campo de las matematicas no

es muy conaocido.

1.2 Justificacién e Importancia

Se consideran las siguientes razones:

1.2.1 Justificacion legal

La constitucion politica de 1993. Prescribe en su articulo 18 sobre la
educacion universitaria tiene como fines la formacion profesional, la difusion
cultural, la creacion intelectual y artistica y la investigacion cientifica y

tecnoldgica.

La ley universitaria N°30220. Articulo 6 inciso 6.5, sefiala uno de los fines de
las universidades; realizar y promover la investigacion cientifica, tecnolégica

y humanistica la creacion intelectual y artistica.

Estatuto universitario de la Universidad Nacional del Altiplano Puno, en su
articulo 6, inciso 6.6, indica como fin de la universidad; promover, realizar y
difundir la investigacién cientifica, tecnolégica y humanistica, la creacion

intelectual y artistica, con sentido de responsabilidad social.

1.2.2 Justificacién Tedrica
Es muy importante hacer contribuciones en el desarrollo de aproximaciones
numeéricas ya que permite resolver problemas tanto de la misma matematica

como en sus aplicaciones mediante el uso de computadoras. Ademas, esto
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1.4.

motivara tanto a docentes como estudiantes universitarios al desarrollo del

estudio de las curvas de transicion a la medida de sus necesidades

1.2.3 Justificacién Metodolégica

La investigacion es de tipo deductivo por lo tanto permite ver de forma clara
y coherente la construccion del conocimiento. Este método dado sus
caracteristicas tiene un sustento formal que le permite estar alejado de las

ambigiedades.

1.2.4 Justificacion Practica

En la presente investigacion, del estudio dindmico de la clotoide se extrae
que, relacionando adecuadamente el radio de curvatura, el peralte y la
velocidad, se realizan trazados de carreteras que nos proporcionan

sensacién de seguridad y comodidad en la conduccién

Preguntas del Problema

1.3.1 Enunciado General

¢, ES posible obtener una aproximacion numeérica a la curva de transicion
clotoide?

1.3.2 Enunciados Especificos

¢La ecuacion de la curva clotoide, se puede obtener a partir de las integrales
de Fresnel?

¢Es posible dar una representacion grafica de la curva clotoide y las

propiedades que se derivan a través del software Wolfram Mathematica?

Objetivos
1.4.1 Objetivo General

Obtener una aproximacién numérica a la curva de transicion clotoide
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1.4.2 Objetivos Especificos
Determinar la ecuacion de la curva de transicion Clotoide, a partir de las

llamadas integrales de Fresnel

Representar graficamente la curva de transicion clotoide mediante el

software Wolfram Mathematica

1.5. Hipétesis
1.5.1 Hipé6tesis General
La serie de Taylor nos permite dar una aproximacion a la curva de transicion

Clotoide.

1.5.2 Hipétesis Especificos
Las integrales de fresnel nos ayuda a determinar la ecuacion de la curva de

transicion Clotoide.

El software Wolfram Mathematica permite dar una representacion gréfica de

la Clotoide

1.6. Antecedentes

Los siguientes articulos y/o tesis estan relacionados a la presente investigacion

En este ambito, Chavarro (2010). En la que se tiene El eje de una via esta
constituido tanto en el sentido horizontal como en el vertical, por una serie de
rectas unidas sucesivamente por curvas. El alineamiento horizontal es la
representacion en planta del eje de la via, y estd constituido por rectas o
alineamientos rectos que se conectan entre si generalmente por medio de curvas
circulares que proporcionan el correspondiente cambio de direccién que mejor

se acomode al correcto funcionamiento de la via. La nocién de curva es la
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formalizacidon matematica de la idea intuitiva de la trayectoria de una particula
que se mueve en el espacio, por lo tanto, el uso de vectores ya sea en el plano
bidimensional o tridimensional nos permite tanto identificar las longitudes de arco

como disefar curvas graduales.

Bayarri, Pareja y Coma (2013). Los autores presentan una extension de
anteriores herramientas de modelado de bases de datos para simulacién de
conduccion, incluyendo las especificaciones del trazado real de carreteras
basadas en informacion independiente para la planta, el alzado y el perfil. Se
explica la representacion de esta informacion en una estructura de datos
adecuada, la generacion de tiras poligonales y la organizacion de esta
informacion en una estructura jerarquica compatible con la visualizacién en
tiempo real. Se discute igualmente, cual puede ser el interfaz de edicién
adecuado para manipular interactivamente estos disefios por medio de puntos
de control. El sistema de generacidén de estructuras visuales ha sido utilizado
para crear los escenarios tridimensionales de varias aplicaciones de simulacion

de conduccion.

Gbomez (2005) En el trabajo, se refiere al disefio de un software educativo de los
elementos geométricos de la planimetria de un proyecto de carretera,
incluyendo, especificamente, curvas circulares horizontales, curvas circulares
simples, curvas de transicion y clotoide. El propdsito principal es que los alumnos
de la catedra de vias de comunicacion |, tengan la posibilidad de disponer de un
material didactico actualizado sobre los elementos geométricos de la planimetria
de una carretera, a través, de una herramienta tecnoldogica o medio de

aprendizaje como es el computador.
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Gaitan (2007). En el trabajo, se analiza la clotoide como curva de transicion en
carreteras, formas, elementos de seguridad que definen sus parametros y
meétodos de replanteo en campo, con el fin de aplicar la clotoide al disefio y
simplificar el trabajo en campo. Con los programas actuales para disefio
geomeétrico de carreteras, se facilita el disefio de la clotoide, evitando los calculos
matematicos, los cuales no son mas engorrosos que los del corrimiento en trazos
circulares. Y con el uso de dichos programas se transfiere la informacion
necesaria a las estaciones totales y TDS, para su replanteo en campo, el cual se

facilita al realizarlo por coordenadas.

Ledn (2015) En el trabajo se refiere a cuantas veces al manejar o ser pasajero
de un vehiculo tenemos que sentir una incémoda y peligrosa sacudida al ingresar
a una curva circular, esto se debe al paso de un radio infinito que posee una
recta a un radio determinado o pequefio de una curva circular para poder evitar
estos cambios bruscos al entrar a una curva circular, la solucion es introducir una
curva de transicién (clotoide) entre la recta y la circunferencia; esto seria genial
ya que en esa transicion, el radio de curvatura r va disminuyendo suavemente
desde el infinito de la recta hasta el radio R. de la circunferencia. Todo lo
mencionado anteriormente sera posible observarlo en cua.tm dimensiones
gracias a programas BIM como es el AutoCAD Civil 3D y Autodesk 3D Max
Desing. El punto de estudio de esta investigacién es la via de interconexion PE
28A - PE 38, asi también se disminuira el congestionamiento de vehiculos de

carga pesada y liviana en el transporte urbano de la Ciudad de Ayacucho.

Torres y Moreno (2015). En este trabajo se aborda un nuevo método de
generacion de caminos suaves Yy libres de obstaculos, para un robot con

configuracion triciclo, utilizando curvas elementales y bi-elementales. Mediante
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dichas curvas se crean cuatro tipos de curvas basicas o primitivas. Ademas, al
emplear las clotoides se utiliza una aproximacion racional para la integral de
Fresnel posibilitando una mayor rapidez en su resolucion. El método que aqui se
propone tiene en cuenta las dimensiones reales del robot y cualquier orientacion
inicial y final del mismo. Mediante el método propuesto se logra generar un

camino suave y muy cercano al camino planificado.

Ordofiez (2015). Las curvas de transicion constituyen uno de los elementos
fundamentales en el disefio geométrico de carreteras; sin embargo, debido a las
complejidades que se derivan de su desarrollo matematico, hacen que su
utilizacion sea poco eficiente y, en algunos casos, obviadas por completo;
ademas de constituir un cierto misterio siempre para los que se dedican a esta
actividad. De acuerdo con lo anteriormente expuesto en el desarrollo de este
trabajo de investigacion tiene como objetivos: 1. Demostrar analiticamente las
expresiones que rigen el comportamiento de las curvas de transiciébn en
carreteras, con el fin de poder llegar calcularlas y replantearlas en el terreno. 2.
Determinacién matematica de los criterios que se siguen para determinar la
longitud minima de las curvas de transicion y el utilizado para su aceptacion. 3.
Desarrollar un método grafico-analitico para determinar el peralte que le
corresponde a una determinada curva de transicion, en funcién de la velocidad
de disefio y la orografia de la zona. 4. Realizacion de ejemplos practicos para
determinar el registro de replanteo de las curvas de transicion simétricas y
asimétricas, el replanteo desde puntos intermedios dentro de la curva y registros
de replanteo de la superelevacion haciendo giro por el eje, por el borde interior y
por el borde exterior; utilizando o no sobreancho en dependencia de las

condicionales de velocidad de disefio y del radio empleado.
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Rodriguez (2017). En este trabajo de investigacion se abordan modelos
numericos de simulacién que permiten establecer, en primer lugar, y analizar
posteriormente, aquellos parametros intervinientes en la dindmica lateral de este
tipo de vehiculos. Al ser parametros de disefio del propio vehiculo y/o de sus
derivadas de la conduccion del conductor, resultan fundamentales para mejorar
la seguridad vial de este tipo de vehiculos. Este planteamiento resulta novedoso
en esta materia ya que no se abordan hasta ahora la conjuncién de dos de los

tres grandes protagonistas en la seguridad vial: conductor vehiculo y medio.

Angeles (2009). Este trabajo sintetiza los elementos geométricos que conforman
dicha curva, mostrando la simbologia mas comunmente usada, ademas de
demostrar la validez de las expresiones matematicas que se usan en su
proyeccion y trazo. Asimismo, se incluye el desarrollo de un programa de
computo para calcular automaticamente dichos elementos a partir de algunos

datos iniciales.
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CAPITULO Il
MARCO TEORICO

2.1. Camino en R*
Definicién: Una funcion f:1 € R +— R™ continua, definida en el intervalo /de R,

se llama camino o trayectoria en el espacio R".

Si la funcién continua f:1 € R +— R™ esta definida en el intervalo cerrado I =
[a, b], diremos que el punto f(a) € R™ es el punto inicial del camino o trayectoria
f, entanto que f(b) € R" es el punto final de él. Si acontece que f(a) = f (b),
diremos que el camino f es cerrado. Si la funcibn f es inyectiva en
(es decir,Vty, t; € 1,t; # t; = f(t;) # (t;)), diremos que f es un camino simple.
Si se tiene que f(a) = f (b) vy la funcion f restringida al intervalo [a,b) es

inyectiva, diremos que el camino es cerrado simple.

Nos inclinariamos ahora a tener una visualizacion geométrica de este tipo de
objetos recién definidos, lo cual nos lleva de manera natural a pensar en la
“grafica” de un camino. Ciertamente no hemos definido lo que se debe entender
por grafica de una funcién como las que estamos estudiando. Sin embargo, no

resultara dificil establecer tal definicién si vemos de nuevo como este concepto

10

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO L[ Nacional del
i Altiplano

en el caso de las funciones reales de una variable real y el caso de funciones de
varias variables. Haciendo una generalizacion (o adecuacion) natural para el
caso de funciones f:I € R — R", diremos que la gréafica de una funcién como

ésta es el conjunto.
{(t,f(t)) € R*1/t € I} ¢ R

Abusando un poco de notacion, hemos puesto en la segunda coordenada de

(t, f(©)), el punto f(t) € R™

Sin embargo, si hay una manera de “ver’ nuestros caminos f:1 € R — R", que
nos ayudara mucho entender su comportamiento. La manera correcta de
abordar la geometria de estos objetos matematicos es por medio del siguiente

concepto.

Definicion: Se llama traza del camino f:1 € R +— R", al conjunto (subconjunto

de R") de las imagenes de f; es decir

Trazade f ={f(t) e R"/t e [} c R"

traza def

Figura 1. Traza de la funcion f.

Fuente: (Pita, 1994)
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Asi, la traza de un camino f es algo asi como la “huella” de las imagenes de f.

(Esta huella deja en el espacio donde viven las imagenes de la funcion).

Conviene siempre tener en mente que la variable independiente t recorre de
izquierda a derecha el intervalo I e imaginar a las imagenes correspondientes
moviéndose en el espacio R", dejando asi marcada de manera continua su

traza. En realidad, esta vision “mecanica” de los caminos es muy importante.

AlUn maés, se usara la letra t para designar a la variable independiente de
nuestros caminos, y precisamente para que ésta sea pensada como tiempo. Ante
esta perspectiva, podemos pensar que cada camino f:1 € R — R" es como “la
férmula matematica de una carretera en el espacio,” la cual, como veremos, tiene
dos ingredientes importantes que la caracterizan; la forma de la carretera en si y

la manera como ésta recorrida.

Designaremos con la palabra curva(en R™ ) la traza de un camino , el cual

f:1 € R+— R". Esta palabra tiene un contenido geométrico mas fuerte que
‘camino” o “trayectoria”, lo cual resulta muy conveniente para nuestros
propoésitos, pues en ocasiones debemos distinguir al camino en si, el cual es una
funcion continua f: 1 € R +— R", del espacio visual que presentan sus imagenes
en conjunto, es decir, de la curva asociada a f. Sin embargo, cuando no haya
peligro de confusién, nos podremos referir a propiedades del camino f como

propiedades de la curva asociada a f.
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2.2. Diferenciabilidad

Definicién: Sea f:1 € R+ R™ un camino definido en el intervalo abierto I de
R. Sea t, € I. Se define la derivada de f en t,, denotada por f'(t,) 0 Z—’:(to),

como el limite

f(to +h) = f(to)
h

f'(to) = }lllg})

Cuando éste existe. En tal caso se dice que el camino f es diferenciable en t,.
Si f es diferenciable en todos los puntos t, de I, decimos que es diferenciable

enl.

La primera observaciéon que debemos hacer en este nuevo concepto, es que la
derivada de un camino f:1 € R+ R™ en un punto t, € I, es un vector en el

espacio R™. De hecho, viendo la siguiente cadena de igualdades, en donde
f@) = (1 (0), x2(2), -, X0 (2))

f(to +h) — f(to)
h

f(to) = }'111110

(x1(to + R), oo, X (Lo + R)) — (1(1), 22 (), .ov, % (D))
= pim, h

x1(to + h) — x,(to) Xn(to +h) — xn(to))

= /() = lim ( < - -

x1(to + h) — x1(to) I Xn(to + h) — x,(to)
, ., lim )

" h—>0 h

= (lim, h

= (xll(tO)J L] x,n (tO))
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Podemos concluir que el camino fes diferenciable en t, siy so6lo si sus funciones
coordenadas los son, y, en tal caso, la derivada f(t,) es el vector de R" cuyas

coordenadas son las derivadas x’;(t,) de las funciones coordenadas de f.

Un hecho geométrico relevante acerca del vector f’(t,) de un camino
diferenciable f:1 € R — R" es que éste es tangente a la curva correspondiente
en el punto donde se calcula la derivada y que apunta en direccion al recorrido
de la curva. Veamos, por ejemplo, el caso de un camino diferenciable en R?,
f:1 € R +— R? En la siguiente figura estin marcados los puntos de la curva

correspondientes a t, y t, + h. El vector v = f(t, + h) — f(t,) es aquél que va
de P a Q. Para cualquier h # 0 el vector v = %(v = f(to + h) — f(ty,)) es un

vector paralelo av. Siguiendo la posicién del vector v para h cada vez mas
pequefio, resulta plausible que, en la posicién limite, cuando h — 0, el vector v

seatangente alacurvaen P.

\

Figura 2. Imagen de la funcién f en el plano bidimensional

Fuente: (Lazaro, 2004)
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Mas aun, el vector tangente f'(t,) mide la velocidad a que se trazan las
imagenes en la curva, o bien, a qué velocidad se mueve un punto en el espacio
siguiendo la trayectoria determinada por la funcién f. La siguiente definicion

comprende este importante hecho.

Definicién: Sea f:1 € R+~ R™ un camino diferenciable. Al vector f'(t) se le

llama vector velocidad del camino en el punto f(t) € R™.

Ejemplo: Sea f:[0,2m] — R? el camino f(t) = (rcost, r sint). Este es un
camino diferenciable, pues sus funciones coordenadas x = r cost, y = rsint, lo

son. La derivada de f es:

() =(x'®),y' ) = (-rsint, 7 cost)

Noétese que, tomando el producto punto del vector f(t) con el vector f'(t) se

tiene
f(t).f'®=(rcost, r sint).(=rsint,r cost)
= —r?sintcost +r?sintcost =0

De modo que f'(t) es perpendicular a f(t) para todo t. Puesto que la curva que
describe f es el circulo x2 + y? = r?, resulta claro que f'(t) es tangente al circulo

en el punto f(t) (el cual es un vector radial del circulo).
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Figura 3. Imagen de f y la circunferencia parametrizada.
Fuente: (Pita, 1994)

Definicion: Sea f:1 < R — R™ un camino de diferenciable. Se dice que éste es

un camino regular si f'(t) # 0 (el vector 0 de R" ) paratodo t € I.

2.3. Longitud de un camino

Sea f:I< R~ R"™ un camino de clase C'. En el punto f(t,) € R% ¢, €1,
tenemos asociado el vector velocidad f'(t,) € R™ que nos dice en que direccion
se esta moviendo el f(t) sobre la curva cuando éste pasa por f(t;), y cuya
magnitud nos da una estimacién numeérica de la rapidez del camino f en f(t,) al
ndmero no negativo o [|f'(ty)]l, la cual designaremos del mismo vector

velocidad. f'(t,).

Ejemplo: El camino f:[0,2r] — R™ dado por f(t) = (cost,sint) que recorre el
circulo unitario tiene por vector velocidad a f'(t) = (—sint,cost), el cual es
distinto en todos los puntos del circulo. Sin embargo, la rapidez a la que recorre

el circulo es siempre constante, pues

I @I = \/(— sint)? + (cost)? = 1,Vt € [0,27].
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Pensemos el camino f:[a,b] — R™ en término fisicos, como el punto f(t)
moviéndose por la curva descrita por f con una rapidez ||f'(¢t)||; si esta fuera
constante digamos ||f'(t)|| = k unidades/seg y quisiéramos calcular la longitud
total del camino recorrido, todo lo que tendriamos que hacer seria multiplicar a k
por el tiempo total empleado en efectuar el recorrido el cual es (b — a)seg. Asi
en este caso la longitud de la curva descrita por f seria k(b — a) unidades. Esta
situacion ocurre en el caso del circulo unitario del ejemplo anteriorcon k = 1,b —
a=2m—0=2m, de modo que k(b—a)=2m es la longitud del circulo
x% + y? = 1 (recorrido una vez) como ya sabiamos. Sin embargo, en general la
rapidez a la que se recorre una curva descrita por un camino es una funcion del
tiempo. Si pensamos “infinitesimalmente,” al multiplicar la rapidez ||f'(t)|| que
lleva el punto f(t) en el instante t, por la diferencial de tiempo dt, tendriamos
calculada asi la longitud infinitesimal del recorrido en ese instante. Sumando
estos productos desde t = a hasta t = b tendriamos calculada la longitud de todo
el recorrido hecho por el camino f: [a, b] — R™. Por supuesto que esta suma se
hace de manera continua sobre la infinitud de sumandos ||f'(t)||dt,cont € [a, b].

Esta es, como sabemos, la integra

b
f IF (D) llde

Este tipo de consideraciones, mas bien imprecisas, pero con buena intencién,

tienen la finalidad de hacer plausible la siguiente definicion formal.

Definicién: Sea f: [a, b] — R™ un camino de clase C*. La longitud de f entre t =

ayt = b, denotada por f(t), se define como
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b
o(f) = f IF @l

2.4. Reparametrizacién por longitud de arco

En esta seccion veremos la posibilidad de reparametrizar un camino f:I <
R — R, digamos que f:[a, b] — R" es la reparametrizacion, de modo que la
rapidez a que f recorre la curva C = imagen de f = imagen def, sea constante

e igual a la unidad. Es decir, que ||f"(0)|| = 1, v¢ € [a, b].

Obsérvese que en tal caso la longitud del camino f entret =ayt =b es

b b
e(f):fa ||f'<t)||dt:fa1dt:b—a

Asi que f sera una reparametrizacion tal que la longitud de la curva que describe

es igual al tiempo que emplea en recorrerla.

Por ejemplo, el camino f:[0,2r] — R?, dado por f(t) = (cost,sint), que recorre
una que se recorre el circulo es ||f'(®)|l = [|(—sint, cos t)|| = Vsin?t + cos?*t =
1 vt € [0,27] y, cosecuentemente, la longitud de la curva descrita por f es 2 =

tiempo que emplea en recorrerla.

Consideremos un camino regular f:[a,b] — R™ y supongamos un punto p =
f(to) € R™ de la curva que describe (t, algin punto en [a, b]). Siendo f de clase
C! podemos calcular, para cada t € [a, b], la longitud de f entre entre t = t, Y t.

Esta es claramente una funcién de t, designada por ¥ (t). Entonces

Y©) = | lIf Wlldu
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(Aceptamos que si t < ty( es decir, el punto f(t) estd antes en el recorrido de f

que ( p = f(ty)).)

entonces la longitud del camino es negativa). Segun el teorema fundamental del

calculo tenemos

Y@ = I @l t € [a, b]

Como nuestro camino f es regular, entonces y¥’(t) = ||f'(t)|| # 0V t € [a, b]. De
hecho se tiene ¥’ (t) = || ()|l > 0V t € [a,b]. Ademas, es claro que ¥ es una

funcion de clase C?, pues su derivada y’(t) = ||f'(¢t)|| es continua.

Sea [c,d] c R el intervalo en el que la funcién manda las imagenes ¥ (t),t €
[a,b]. Por ejemplo, si hubiéramos tomado p = f(a), entonces la funcién

Y:la,b] > R

o) = IF ©lldt
t
W(o) = j If (wlldu

el intervalo [a,b] al intervalo [0,#(f)] sobreyectivamente, donde ¢(f) es la

longitud de f entret =ayt =b.
Sabemos, que siendo : [a, b] = [c, d] una funcion de clase ¢ tal que

Y'(t) # 0 V t € [a, b], existe entonces la funcion inversa yp~:[c,d] - [a, b] la
cual es también de clase ! y ademas, como (¥~ ) (Y)Y’ (t) =1 V t € [a,b],
también se tiene que (™ 1)'(s) #0 V s € [c,d]. Mas aln, como Y’ (t) >0V t €

[a, b], también se tiene (Y1) (s) >0V s € [c,d].
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Obsérvese que la funcion ¢ =y ~1:[c,d] - [a,b] tiene entonces todas las

caracteristicas que se necesitan para que f = fop sea una reparametrizacion

de f.

/ f(b)

\

f(a)

f=fop

Figura 4. La grafica de la reparametrizacion de f.
Fuente: (Pita, 1994)

Para s € [c,d] tenemos

f(s) = (foy)(s) = f((s))

(Podemos poner as como una longitud de una parte de la curva descrita por f).

Obsérvese que el vector velocidad f'(s) es

f(s) = P f W(s)
Pero

1 1

9’ (s) = W™ = WO) =55 = 7o

Donde s = ¥ (t) = fttollf'(u)lldu. Entonces
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_ 1 o
IF ()| = ol ©l=1

De modo que f es una reparametrizacion de f cuya propiedad es recorrer la
curva de sus imagenes a una rapidez constante igual a la unidad. Diremos que
f es una reparametrizacion de f por longitud de arco, en el sentido de que la

nueva variable independiente s de f es justamente la longitud del camino entre

to Y L,

s=y@) = | lIf' (Wlldu

to

Notese que el punto t, tomado del intervalo [a, b] no jugd papel alguno en la
discusion anterior. Podemos entonces, sin pérdida de generalidad, tomar

siempre t, = a.

Debemos sefialar que la reparametrizacién de un camino f por longitud de arco
es una construccion de gran importancia teorica, pues a través de ella vamos a
establecer nuevos conceptos relacionados con la geometria de la curva descrita
por f. Los célculos técnicos involucrados al tratar de llevar a cabo una de estas
reparametrizaciones con algun camino dado, pueden ser sumamente
complicados, o, en ocasiones , con impedimentos algebraicos que no permiten

hacer explicita la funcion ¢ con la cual construimos la reparametrizacion (que es
., . t ., .
la funcion inversa de s=1,b(s)=fa||f (w)|ldu). Tendremos, sin embargo,

algunos ejemplos tomados de situaciones que permiten ver, sin muchas

dificultades, como se efectlan estas reparametrizaciones.
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Ejemplo Sea f:[0,27] — R? el camino f(t) = (r cost, r sint). Este es un camino
regular que recorre una vez el circulo x?+y?=r2 Obtengamos la

reparametrizacion de f por longitud de arco.

Se tiene
s=9Y(t) = fOtIIf'(u)IIdu = fOtII—r sinu, r cos u||du =
fotrdu = rt de modo que la funcién t = ¢(s) es
t= ()= PpHs) ==s

Entonces el caminof: [0, 2rr] — R?, dado por

_ 1 s S
F(s) = (fog)(®) = f (=) = (cos =, sin)
r r r
Es la reparametrizacion por longitud de arco de f. Observe que se tiene
rar . 1 1 .
1Pl = | (-rsin2) Q). rcosHD] = -sin.osd ] = 1
para todos € [0, 2r], como tenia que ocurrir.

2.5. Curvatura

La idea general que se persigue en el estudio de la curvatura de una curva es la
de medir la rapidez con que la curva se aleja de su recta tangente en un punto p
dado de ella. En términos generales, a esta rapidez se le llama “curvatura de la

curva en el punto p”. Por ejemplo, al ver las siguientes figuras
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Recta tangente ala cuva en
Recta tangente @ lacuvaenp | |

Dos curvas con diferente curvatura en el punto p

Figura 5. Curvas con diferente curvatura
Fuente: (Pita, 1994)

Podemos intuir que la curvatura de la primera en p es mas grande que la de la
segunda en p. Es claro entonces que el concepto de curvatura es un concepto
local: hablamos de la curvatura de una curva en un punto p de ella. También
debe ser claro que, para iniciar este estudio, necesitamos trabajar con curvas
gue sean imagenes de caminos regulares, ya que a ellos son a los que siempre
podemos asociar rectas tangentes. En realidad, tendremos que pedir un poco
mas a los caminos f:I c R+— R" con lo que trabajaremos. Estos deben ser
tales que su segunda derivada f”(t) deba existir para te€l. Si f(t) =
(xl(t), ...,xn(t)), el vector segunda derivada de f es fr@) =
(7 (£), x5 (¢), ..., xj{ (t)). Seaentonces f:I c R+ R™ un camino regular para el
que f"'(t) existe, V t € I (diremos que f es un camino dos veces diferenciable en
I). Hemos visto que ||f'(t)|| nos da informacion de la rapidez con que el punto
f(t) se estd moviendo sobre la curva de las imagenes del camino f. Obsérvese
entonces que el nimero positivo ||f'(t)|| nos da la rapidez de variacion de las

imagenes del camino f en el punto f(t). Con esta perspectiva en mente, el

23
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namero ||f'(t)|| nos daria informacidn sobre la rapidez de variacion del vector

velocidad f'(t) en el punto f(t).

Definicién: Sea f:IcR+— R® un camino dos veces diferenciable
parametrizado por longitud de arco. Al nimero k(s) = ||f"(s)|| se le llama

curvatura de f ens.

Seguimos respetando el uso de la letra s para denotar la variable independiente
(la longitud de arco) de un camino parametrizado por longitud de arco, para el
cual, ademas, usaremos la notacién T(s) para designar al vector f'(s), llamado
vector tangente unitario de f en s. Entonces, T'(s) es el vector tangente (el vector
velocidad) del camino f:1 c R +— R" parametrizado por longitud de arco, y asi,

IT(s)|| =1V s € I. Con esta notacion, la curvatura de f en s se ve como k(s) =

T ().

Ejemplo: (La curvatura de un circulo es constante). Sea f:[0,2nr] — R? el

camino f(s) = (r cos % rsin f) Esta es la parametrizacion por longitud del circulo

Tenemos T(s) =f'(s) = (sin%,cos ;)

, 1 s 1 s
T(s)=f"(s)=(— —cos —,— —sin —

De modo que la curvatura de f en s es

1
k() = Il == vs € [0,2]
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Podemos decir entonces que la curvatura de un circulo de radio r es constante
. 1 . . .. ,
e igual a ~ Esto responde a la idea intuitiva de que un circulo el vector tangente

unitario T(s) tiene la misma rapidez de variacion en su direccion en todos los
puntos, o bien, que la curva se aleja de su tangente a la misma rapidez en todos

sus puntos.

Definicion: Sea f:1 ¢ R — R? un camino regular dos veces diferenciable. Para
los puntos p(t) € R? de la curva que describe f en los cuales la curvatura k(t) es

no nula, se define el radio de curvatura de f en p denotado por r(t), como r(t) =

1 s ' 113 ” H Y 113 ”
OF Se llama circulo osculador (del latin “osculum” que significa “beso”; el

circulo osculador “besa” la curva en p) de la curva en p al circulo que pasa por
p, tiene radio igual a r(t), y cuyo centro se encuentra en la direccién del vector
f”(s), donde f es la reparametrizacion por longitud de arco de f (es decir, si

c(t) € R?) es el punto donde se encuentra el centro, el vector c¢(t) — f(t) debe

tener la misma direccion que el vector £ (s).

Figura 6. Circulo osculador de una curva.

Fuente: (Lazaro, 2004)
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Es claro que hay una relacion inversa entre la magnitud de la curvatura k(t) y el
radio del circulo osculador r(t), lo cual nos dice que cuanto “mas plana” sea la

curva (su curvatura sea menor) tanto mayor sera el circulo osculador.
Obsérvese que el vector c(t) — f(t) es tal que:

Tiene magnitud igual a r(t) = radio de curvatura;

Si k(t) >0, su direccion coincide con la del vector unitario N(s) =

1
@i

(—y'(®),x’()), pues en este caso los vectores f’(s) y N(s) apuntan a la

misma direccion;

Sik(t) <0, su direccidn es opuesta a la del vector N(s). Estas tres condiciones

se pueden escribir con la Unica férmula.

1
c(®) = f(®) = mN(S)

De donde el centro del circulo osculador (Ilamado centro de curvatura) debe estar

en el punto
1
c(t) =f(t) + mN(S)
0 mejor aun, en el plano
RUO) x'(¢)
CO=orrenr?®  ronror

Ejemplo Si f:[0,2n] — R? es el camino f(t) = (r cos t,r sin t), entonces

k(t) = % de modo que el centro del circulo osculador en p = f(t) debe ser
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("(” OIECIRA k(t)IIf’(t)II) -
rcost ] rsint
=|rcost ———,rsint —— = (0,0)
?T FT’

Entonces, el circulo osculador tiene en todos los puntos su centro en el origen y

radio igual a r(t) = =r. Este es el circulo x*+y? =12 que es

SRl

1 —
k@)

precisamente la imagen del camino f.

2.6. Integral de Fresnel

Se sabe que las integrales de Fresnel:
+ oo +co
I =f cosx?dx, I, =f sin x2dx
0 0

Son convergentes. Calcular su valor.

~ |5

. ., . . + -
Indicacion: Usar la integral de Euler, es decir fo e dx =

Resolucion: Consideremos la funcion f(z) = eiz’ y el contorno y = 0ABO de la

figura
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Figura 7. Funcion f(z)
Fuente: (Hernandez, 2015)

Tenemos
J, e?’dz = fOR e dx + [, e dz+ [, e’ dz (1)
Se verifica

fy eiz’dz =0 pues la funcion f(z) es holomorfa en C veamos que

. £ 2 . . . d
lim e'z’dz = 0. Haciendo el cambio de variable w = z2, obtenemos dz = —
R—too YAB 2Vw

y el arco AB se transforma en el DE.
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»
»

A\
x

Figura 8. Gréafica de w = z?2

Fuente: (Hernandez, 2015)

.. 2 etw
Por tanto, , e dz = quﬁdW' Por otra parte y para |z| = R:
|L| _ 1 12 1)2
2vwl — 2(R2)1/2 T (R2)1/2 T (R2)k

(k=3>0)

Por un conocido lema de acotacion:

eiz )
2lim j = lim e?"dz=0
RZ>t00 Jhp 24w R+ Jyp

Hallemos ahora fBO ez’ dz. Los puntos del segmento BO son de la forma

z = pe™/* con pe[0, R], en consecuencia:

. o, m V2 R
f e’ dz = f elpzerp =—-——0+ i)f e‘pzdp
BO R 2 0

Tomando limites en la igualdad (1) y usando que f0+°° e Pdp = g
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+ 00 +o \/E T
Ozf cos xzdx+if senxzdx——(1+i).£
0 0 2 2

. . P + o0 2 _ +o00 2 _@
Igualando partes real e imaginaria: [ cos x*dx = [ senx?dx = =

2.7. Series de Taylor

Para los fisicos el uso apropiado (y frecuente) de la serie Taylor facilita muchos
calculos. La idea detras de este tipo de series es la de la aproximacién de una
determinada funcion por una serie de potencias en donde existe una forma
sistematica de construir los coeficientes y, dependiendo del numero de términos
que utilicemos en la serie, tendremos una idea de cuan aproximada es la serie y
cuanto es el error que cometemos al desarrollar la serie hasta un determinado

término. Asi supondremos que f = f(x) es una funcibn continua y

continuamente diferenciable. Con lo cual, si denotamos % = f'(x), entonces

supondremos que f'(x), f"'(x), """ (x), ..., f ™ (x) estan definidas en el intervalo

[a, b].

De cursos anteriores se sabe que:
a+h
[ axr@=ra+w-r@=r@+n
a+h
—f@+ [ @) = flath) > f@) +hf'(@),

donde hemos supuesto que en intervalo [a,a + h] la funcion f'(x) es constante
y tiene como valor f'(a). Ahora bien, esto vale para todo x y para cualquier

funcién, por lo tanto, se cumple que:

fG) = fa) + (x —a)f'(a),
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fll(x) ~ fl(a) + (x _ a)f"(a),

f///(x) ~ fll(a) + (x _ a)flll(a).

fODE) = FD(@) + (x — ) f(a).

Con lo cual podemos construir

a+h a+h
fla+h =fla)+ f dx f/(0) ~ f(a) + f dx[f'(@) + (& — O f"(@)]

h2
~ f@)+hf'(@) +—f"(a)

que no es otra cosa que una aproximacioén de segundo orden a f(a + h). En

general podemos construir

a+h a+h at+h
fa+h =fla)+ f dx f' () = (@) + f dx[f'(a) + f dx f"(x)]
a+h a+h
= f(a) + hf'(a) + j dv[j dx "' (x)]
a+h a+h a+h
—f@+hf@+ | du(| @@+ [ @)

h? a+h a+h a+h
=@+ hf @+ @+ [ e[ avt[ e
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Y si repetimos ese procedimiento n veces, suponiendo que las derivadas de f(x)
existan, tendremos la aproximacién n — 1 a la funcién. Esto es

hp(n—1)

o V@ + Ry

fla+h) = f(a)+hf'(a) + f”(a) + f”’(a) +oot
y el error vendra dado por
R(n) ==L (&) cona<é<a+h

Asi la expansién de Taylor especifica el valor de una funcién en un punto x en
términos del valor de la funcion y sus derivadas en un punto de referencia a. La
expansion se hace en términos de potencias de la diferencia, (x — a), entre el
punto que se evalla y el punto de referencia. Algunas otras formas de expresar

la serie de Taylor, serian

h™ d(n)f(x) o h pn
dx™m n!

fix+h) =% ,f(n)(x)_Zn 01

f(x) = e"P f(x) donde

Si el punto de referencia es a = 0 tendremos la serie de Maclaurin

x(=1)

CETABROREIO

f(x)—f(0)+xf(0)+ f"(0)+ f"’(0)+ -+

2.8. Algunas Series de Taylor

Un listado incompleto de las series de Taylor més utilizadas es

x?  x3  x* x™
e*=1+x+=+—+=+-+—+--para—oo <x <o
20 31 4l n!

x3

2n—1
senx—x——+———+ et (mDMH E—

oo T para —o < x <o
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X E Xy X —
cosx =1 St gt (-1 P + -+ para—oco < x < o0
XX Xyt X —
arctanx =x ——+———+ -+ (-1 E— +--para—-1<x<1

2 3 4 n
In(A+x) =x—>+>—"++ =DMV =+ .para-1<x <1

2 3

X X m!
(1+x)m=1+mx+m(m—1)7+m(m—1)(m—2)§+---+

" n
n! (m —n)!

+ VX

Para el desarrollo de la aproximacion a la curva de transicion Clotoide se usara

la expansion mediante series de Taylor de la funcion tangente:

x3 x5 x7 4+l xZTL—l
senx XT3rtE ot ot Dyt
tanx = ——=—5—73 22
IR L Gl A ¢ Py T R
1 2 17
tanx ~ x +=x3 + —x° + ——x’

3 15 315
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CAPITULO Il

METODOLOGIA

3.1. Tipo y disefio de la investigacion
3.1.1 Tipo de investigacion
La presente investigacion es de tipo cientifico basico. Este tipo de
investigacion sirve para ampliar y profundizar el caudal de conocimientos del
tema de investigacion. En consecuencia, la investigacion amplia la base
tedrica en que se sustenta sus resultados, ademas de mostrar en forma clara
y precisa su desarrollo logico.
3.1.1 Disefio de investigacion
El disefio de investigacion bajo el cual se trabaja, es de tipo descriptivo, que
consiste en describir las propiedades y caracteristicas del tema de
investigacion. En consecuencia, la presente investigacion sefalara las
propiedades y resultados en forma clara y precisa

3.2. Técnicas y Estrategias
3.2.1 Técnica
En la presente investigacion se utilizo la técnica de lectura analitica, que

consiste en leer un texto en forma pausada, reflexiva y minuciosa, con el

34
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propésito de comprender e interpretar los resultados encontrados en los
libros, paginas web, articulos, etc.

3.2.2 Estrategias

Las estrategias que se utilizaron para la presente investigacion son las
siguientes:

e Busqueda de informacién sobre el tema de investigacion en libros y tesis.

e Revision de la informacién de INTERNET que facilite la comprension de la
teoria, para luego una vez entendida permita la elaboracién del borrador de
tesis.

e Consultas al asesor de tesis para consolidar las ideas desarrolladas y

absolver dudas que se presentan.
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1.0btencion de la ecuacion de la curva de transicién clotoide

4.1.1 Curvas planas a partir de sus ecuaciones intrinsecas

Se considera una curva plana (ello implica que su torsion sera nula t = 0)
contenida en el plano OXY (es decir en el plano cartesiano R?), esto es, en
el plano Z = 0. Sea

r(s) = (x(s),y(s))

su representacion paramétrica en funcion del parametro longitud de arco s y
®(s) es el angulo que forma el eje 0X con el vector tangente unitario £(s) en

el punto r(s)
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Figura 9.Funcién del parametro de longitud de arco
Fuente: (Blanch, 2013)

Entonces
t(s) = '(s) = (¥'(5),¥(s)) = (cosg(s), sing(s))
Derivando la funcion vectorial £(s) tenemos
t'(s) = (—¢'(s) sinp(s), ¢’ (s) cos (s))
= ¢'(s) (= sin p(s), cosp(s) = k((s)))

Obteniendo la norma de la igualdad

dt
ds

k©) = lo©)l = |27]
- = = =
©I=10'©) = |
Sik(s) y ¢'(s) son funciones vectoriales que tienen el mismo signo, entonces

d S S S
k) =20 > f dp = f k(s)ds > p(s) — p(so) = f k(s)ds

So So

Ademas

(x'(s),y'(s)) = (cos p(s),sin p(s)) -
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'(s) = cos 9 () ()—()—f¢ d
. x'(s) = cos @(s x(s) — x(sg) = (pok(s((p))COS(p )
¢ 1
| ¥/ ® =sinp(s) > ¥(8) ~y(s0) = | presssingdy
Po

Si tomamos ahora como parametro el angulo ¢ en lugar de s entonces

ds = dp | {x’(s(<p)) = cos ¢
k(s(9)) y'(s(p)) =sing
{x(w)—xwo) = f gDs’(<p)c05<pd<p = f ’ cos pdy
N " 0, G (@)
| (%, . (v 1
ky(q))—y(%) = f s'(¢)sing do = f kG@) sin pde
Po Po

4.2.Estudio particular de la Clotoide
Sea r(s) la representacion paramétrica regular de una curva plana tal que en
cada punto el producto del radio de curvatura, r, por la longitud de arco recorrido

desde el origen, s, sea siempre constante e igual a A% entonces:

a) Su ecuacion viene dada por

N 52 N SZ
r(s) = (-fo cos (ﬁ) ds,j; sm(ﬁ) ds)
b) La posicion de la curva en el limite cuando s tiende a +o es
A A
r(+o0) = GV, Z V)

c) Enelorigen (0,0) la curva tiene curvatura k = 0 y crece linealmente hasta k = oo

en el punto (2\/5,%\/5) alrededor del que se enrolla.

En la figura tenemos representada una clotoide de pardmetro A = 5 y ecuacién

L N uZ p N . uZ p
r(s) == (L cos(m> u,fo sm(m) u)
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Figura 10. Grafica de la curva Clotoide en Wolfram Mathematica.

Ahora se desarrolla con detalle cada una de las afirmaciones mencionadas

anteriores:

a. Se parte de la propiedad que caracteriza a la curva de transicion clotoide y es
que en todo punto P de la misma el producto del radio de curvatura r. por la
longitud del arco recorrido [ (o s) es constante e igual A% siendo A el parametro
de la clotoide, es decir:

RL=TCI=A2—>TC=T=?

1 . ., . .
Como la curvatura k = = se obtiene la ecuacion de la clotoide haciendo uso de
c

la igualdad anterior donde se calcula la ecuacién de una curva plana a partir de

Su curvatura. En este caso se tiene que
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Y sustituyendo para s, =0, 0 = (x(so),¥(so)) = (0,0), resulta la expresion
inicial:

2

Ix(s) —x(sp) = fscos p(s)ds = fscos(ZAz) ds
|
\

0
2

y(s) —y(sy) = f sin@(s)ds = f sin (ZAZ) ds

0

— r(s) = (x(s),y(s)) = (f cos <2A2> ds, f sin (ZAZ) ds)

b) Si se realiza el cambio de variable muda dentro de la integral s = v/rAu entonces

se tiene

x(s) = foscos <2A2> f\/_A ((\/;jg) )\/—Adu =

u
_\/—A.f\/_ACOS<2A2>du

Y para la componente y(s) se tiene:

y(s) = _LS sin <ZS:2> ds = -[o ((\/;;1;1) )x/_Adu =

_\/_Af\/—Aﬂn(ﬂu )du

242
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mu?
2

2
Las integrales de estas expresiones [ cos( )du y [ sin (%) du se

denominan Integrales de Fresnel del coseno y seno, respectivamente. Aparecen

también en el estudio de difraccion de la luz. Para estas integrales se cumple

que

Luego r(+) = (x(+),y(+x)) = (gA\/Z—EA) puesto que

( w7 mu? I
x(+0) = lim VrA f\/ﬁA cos (—) du = £A
s—+00 0 2 2
s 5
U T
y(+0) = lim vrA fﬁA sin (—) du = £A
s—+00 0 2 2

Y andlogamente para  r(+0) = (x(—),y(—»)) = (_JTEA' _\/TEA)'

c) Se puede ver que, se parte de la ecuacion paramétrica de la clotoide
s s? s . ,s?
r(s) = (x(s),(s)) = (J, cos (ﬁ) ds, [, sin(z5) ds)

Por ser una curva parametrizada respecto del parametro longitud de arco, s,

entonces

N , 2 [ s?
t(s) =r(s) = (cos <ﬁ>’ sin <ﬁ>)

Derivando £(s) con respecto a la variable s se tiene:
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. s [s?\ s s?
t'(s) = (—Fsm oz ) 228\ 52 )
Y la curvatura en cada punto se determina por:

S

k() = I ()1l = [|E'(s)]| = H(‘%Si“ <_> s <_> e

A 2A% )" A2 242

Del primer y ultimo término de la igualdad, despejando la constante A? se

obtiene:

2 -5 _
A =0 s X 1:(5)

La curvatura en cada punto P = r(s) viene dada por la inversa del radio de

curvatura

s
r.(s) A?

k(s) =

De modo que k(s) es una funcion lineal y proporcional al parametro longitud de

arcosysis € [0,L] entonces k(s) € [O,AL—2 .

4.3.Propiedades geométricas que se obtiene de la Clotoide
La curva de transicion clotoide es representada mediante la siguiente grafica en

el software mateméatico wolfram mathematica, con el siguiente codigo:
clothoidprime[n_,a_][t_]:=a{Sin[t"(n+1)/(n+1)],Cos[t"(n+1)/(n+1)]}
clothoid[n_,a_][t]:=Integrate[clothoidprime[n,a][tt],{tt,0,t}];

ParametricPlot[clothoid[1,1][t]//Evaluate {t,-10,10}, AspectRatio->Automatic]
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Figura 11. Gréfica de la clotoide en el intervalo [-10,10] en wélfram Mathematica

4.4.Proporcionalidad

Una propiedad que caracteriza a las curvas de transicion clotoide es que todas
son proporcionales (como podemos apreciar en la grafica) y solo difieren en la
escala, encontrar el factor de escala es lo que necesitaremos para construir un
arco de clotoide. El cédigo que representa dicha figura esta dado por el siguiente

codigo:

clothoidprime[n_,a_][t_]:=a{Sin[t"(n+1)/(n+1)],Cos[t(n+1)/(n+1)]}

clothoid[n_,a_][t]:=Integrate[clothoidprime[n,a][tt],{tt,0,t}];

ml=ParametricPlot[clothoid[1,1][t]/Evaluate {t,-5,5}, Aspect Ratio->Automatic];

m2=ParametricPlot[clothoid[1,0.4][t]//Evaluate, {t,-5,5}, AspectRatio->Automatic];

m3=ParametricPlot[clothoid[1,0.5][t]//Evaluate {t,-5,5}, AspectRatio->Automatic];

43
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m4=ParametricPlot[clothoid[1,0.6][t]//Evaluate {t,-5,5}, AspectRatio->Automatic];

mb5=ParametricPlot[clothoid[1,0.7][t]//Evaluate, {t,-5,5}, AspectRatio->Automatic];

m6=ParametricPlot[clothoid[1,0.8][t]//Evaluate {t,-5,5}, AspectRatio->Automatic];

Show[m1,m2,m3,m4,m5,m6,AspectRatio->Automatic]

15

Figura 12.Proporcionalidad de curvas de transicion clotoide en wodlfram

Mathematica.

4.5.La curva Clotoide en Topografia

Cuando se empezaron a construir los primeros ferrocarriles, las velocidades que
se alcanzaban eran bajas y por ello no era preciso utilizar curvas de transicion
entre un trazado recto y un arco de circunferencia. Pero cuando se aumenté la
velocidad, fue necesario usar curvas de transicion que permitieran que la

curvatura variase gradualmente. Las primeras curvas utilizadas fueron parabolas

44
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cubicas. Este tipo de curva junto con la lemniscata de Bernoulli y la clotoide son
las tres curvas de transicion mas utilizadas (ver figura). Con las construcciones

de las primeras autopistas se empezaron a utilizar clotoides.

4.5.1 Lemniscata
lemniscate[a_][t_]:={a Cos[t]/(1+Sin [t]*2),a Sin[t]Cos][t]/(1+Sin[t]*2)}
ParametricPlot[Table[lemniscate[a][t],{a,2,8,2}]//Evaluate {t,0,2Pi},AspectRa

tio->Automatic]

Figura 13. Lemniscata en wolfram mathematica.
En la figura se tiene representado un arco de clotoide con los elementos que
se utilizan en el trazado de curvas para unir un tramo recto de circunferencia

gue designamos como O,;,:

c
s
I
19,
— PP
£ ’ :
r N
r—m I I
A
,) I |
S
(L = S
el P
// | | Ve
e SMF=T. | |
, | |
. s I I
Recta de estado de L s : :
- ] - \
alineaciones \o JEEER ;/\ o : AR :
N S [—
0 OM=T, M % X

Figura 14. Trazado de curvas para unir un tramo recto de circunferencia

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS EPG UNA - PUNO L[ Nacional del
i Altiplano

Fuente (Blanch, 2013)
1) El eje OX es el llamado estado de alineaciones y su semieje negativo es el

tramo recto que debemos unir con el tramo curvo.

2) El origen 0 = (0,0) es el punto de inicio del tramo de clotoide, donde se une
con el tramo recto.

3) El punto F = (xz, yr) es el punto final del tramo de clotoide, donde se une
con el tramo curvo o arco de la circunferencia O,;,.

4) El punto C = (x,,y,) €s el centro de la circunferencia que contiene el arco
gue vamos a conectar, y R es el radio de curvatura de la misma.

5) El retranqueo es xp — x, = AR.

6) Elvector de posicion de cada punto de la clotoide desde el origen 0, es r(s)
siendo s el pardmetro longitud de arco.

7) La longitud del arco de clotoide entre O y F es L, es decir, r(L) = F.

8) La rectatangente a 0. en el punto F la denominaremos T.

9) Elangulo entre Tr y el eje 0X lo llamaremos angulo girado y lo designaremos

como ¢, siendo

XFp — Xo

tan @ =
F Yo — YrF

10) Se considera la siguiente relacién entre el angulo girado, ¢, el radio de

curvatura en F, R, y la longitud de la clotoide, L: ¢ = %
11) Los segmentos OM = T, y MF = T, se denomina tangente larga y tangente
corta, respectivamente.

12) El segmento o cuerda que une el origen O con F lo designamos como S; =

OF
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El &ngulo que forma la cuerda §; con la recta estado de alineaciones lo

llamamos o.

4.6.Aproximacién Numeérica

¢, Como calcular las ecuaciones?

Para conocer una clotoide en particular necesitamos su parametro A, y sabemos
que A% = RL siendo F el punto de enlace con el tramo de circunferencia, R, el

radio de curvatura de dicha circunferencia, y L la longitud de arco total. En este
s Y L . . gz
caso, en lugar de utilizar la relacion ¢y = g para calcular una aproximacion de

la longitud de la clotoide, utilizaremos el desarrollo de orden 7 de la funcion

tangente.

t +1 3+2 5+17 7
anx = x 3X 15x 315x

En general, en cada punto P = r(s) de la curva se cumple que si

s 2 s 2
r(s) = <f0 cos <25ﬁ> ds,jO sin <ZSITL> ds) -

. .S
- 71'(s) = (cos <i>,sin< s* )) > tan @y = Sin(Gzrp)

2RL 2RL 52
COS(_ZRL)
Y en particular, para el punto extremo F tenemos
.. §? . L
Xp —X sin(p7)  sin(zp) L
tan @ = dl ° = ZRL” _ 2R _ tan(=—=
Yo = VF 2R

sz
cos(zpy)  cos(zR)
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L\ L L 17 L
- - (- 3 - 5 N7
tan <2R) 2R 3( T (ZR) *315 G

Con todo esto, el proceso serd el siguiente:

a) Calculamos el valor de tan(gy), a partir de los datos de los puntos F = (xg, yr)

y
C = (xOIyO):
XF — Xo
tan(pp) =
oy —yr

b) Aplicamos la relacion anterior para obtener una ecuacion de séptimo grado en L

que resolvemos de forma aproximada:

17 L
tan(<pp)~§ 3( )3 (—)5 315(—)7
xp—xy L L3 L’ 17L7
ﬁ

Yo—yr 2R ' 2ar3 * 220R5 T 2032087
— Ly, Ly, Ly, Ly, L, Lg Ly

c) Una vez seleccionado el valor de L real, sustituimos en la expresion inicial:

r(s) = (x(s),y(s)) = (f cos <2A2> ds, fssm (251:2> ds) =

N SZ N SZ
= — | ds, in{—|d
(fo cos <2RL> s fo Sm<2RL> s)
d) Aproximamos las funciones trigopnométricas tomando los desarrollos de Taylor

con los seis primeros términos no nulos para x(s):
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1
=5

1

4!

1

§2\? sz \*
—_— _I_ —_—
2RL 2RL) 6!

g2 \10

58

SZ
<2RL

1
10!

4

S 12

S 16

S

Sl

5 9

S 13

S S

) +

T 2I(2RL)? T #(2RL)* 6! (2RL)S | 8I(2RL)® _ 10! (2RL)1°l ds

Universidad
Nacional del
Altiplano

1

8!

s2\®
(o)

20

1 S

Sl7

= T IX5(2RL)Z | 2 X 9(2RL)* 6! X 13(2RL)S | 81 x 17(2RL)®

521

10! x (2RL)1°

Y para y(s):
N SZ
y(s) = -fo sin (ﬁ) ds
fs s 1
0

2RL 3!
1

1

52

3
(o72) *
52 11
(ﬁ) ‘

52 56 510 514- 818

1

5!

1

7!

~
~

§2\°
(o)

S =

SZ

) -

1

9!

s2\°
(o)

522

JO [ZRL T 3I2RL)® T 5I(ZRL)S _ 71(2RL) T 91 (2RL)°

3

S 7

s 11

S 15

S

Jas -

111 (2RL)11

519

= 2X3RL 31X 7(2RL)® | SIx 11(2RL)° 7! x 15(2RL)” ' 91 x 19(2RL)°

SZ3

11! x 23(2RL)11

e) Integramos término a término, es decir:
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( ) SS N 59 Sl3 N Sl7
XSS I 5(2RL)? | 41 x 9(2RL)* 6! x 13(2RL)® ' 8! x 17(2RL)®
521
10! x 21(2RL)™°
S3 57 511 515 Sl9
y(s) =

—~ — +
2x3RL 31X 7(2RL)® | 5Ix 11(2RL)S _ 71 x 15(2RL)” | 91 x 19(2RL)°

523

11! x 23(2RL)!1

Y de este modo obtenemos las férmulas para el célculo de las coordenadas de

r(s).

Ejemplo

Buscaremos de forma aproximada la ecuacion de una clotoide que una el tramo
recto desde el origen de coordenadas con el punto de enlace F del arco de
circunferencia siendo el centro de la misma C y las coordenadas de dichos

puntos:

1) F = (xp,yr) = (590,120)

2) C = (x9,¥9) = (655,102)

Lo tenemos representado en la figura 8
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Centro C
*
*
*
*
*
*
*
*
Punto de enlace F
Linea Base
500 1000 i

Figura 15. Dibujo de los datos iniciales

a) En primer lugar calculamos el radio de curvatura, la cual estd dado por la

distancia del centro a F como R:

R = /(590 — 120)? + (102 — 655)2 = V526709 ~ 725.747

Y el angulo de giro ¢p:

t 590 -120 470
an(¢r) = G5 "702 ~ 553

~ 0,84991

b) Planteamos la ecuacion de séptimo grado para determinar L:

t L, I3 N L5 N 1717
~ — -
an(¢r) ~ 55+ 20rs ¥ 220R5 T 20320R7

470 _ 20160LR® + 1680L°R* + 168L°R* + 171’
553 40320R7

e d

e d
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470
— 20160LR® + 1680L3R* + 168L°R? + 17L7 — ] X (40320)R” =0 —

— 20160L(v/526709)° + 1680L%(v/526709)* + 168L5(V526709)2 +

470 7
H17L7 = =3 X 40320(V/526709) =0 -

— Siendo L = 1023.49 la Gnica solucion real.

c) El parametro de la clotoide sera A con

A% = RL = V684500 x 1023.49 ~ 742793

Y por lo tanto la ecuacion en paramétricas obtenida es el resultado de sustituir

RL = 742793 en

r(s) = (x(s),¥(s))
La grafica de esta clotoide es la siguiente

12+
10
08
06 r
04

02 [

05 10 15 20 25

Figura 16. Grafica de la clotoide en wélfram mathematica

En la figura 9 tenemos representado el arco de circunferencia, el radio vector en

el punto de enlace y la aproximacion de la clotoide obtenida.
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Centro C

Punto de enlace F

] Clotoide R
Linea Base #*

La clotoide como enlace

Figura 17. La clotoide como enlace

Fuente: (Blanch, 2013)
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CONCLUSIONES

- Se ha obtenido una aproximacion numérica a la curva de transicion Clotoide

mediante las series de Taylor. Usando la ecuacion paramétrica de la curva.

- Se logré determinar la ecuacion de la curva de transicion Clotoide usando

las integrales de Fresnel.

- Se desarrollé la grafica de la curva de transicion Clotoide mediante el
software Wolfram Mathematica. Las cuales estan con su coédigo en la

presente investigacion.

- Se ha realizado un aporte en la parte cualitativa. Puesto que, las tesis y
articulos revisados se basan directamente en la aplicacion de la curva de

transicion Clotoide.
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RECOMENDACIONES

- Se propone profundizar la investigacion, puesto que hay una escasa
informacion sobre la curva de transicién Clotoide, con respecto al ambito

matematico. Debido a la importancia en la parte aplicativa de la misma.

- Se propone obtener otros métodos de aproximacion de la curva Clotoide,
para ver la diversidad de maneras que pudiera haber. Como, por ejemplo,

usar otros métodos de aproximacion.

- Se propone que la investigacién se amplie con un especialista en Topografia
(en trazado de carreteras) para el mayor aprovechamiento en la aplicacion

directa, y por lo tanto mejorar en el uso y el uso eficiente en dicha area.
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