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RESUMEN

En este trabajo estudiaremos la formulacion de algunos modelos matematicos obtenidos en
la vibracion de edificios, los cuales permiten obtener una ecuacion diferencial vectorial de
segundo orden con coeficientes matriciales de orden “n”.

MG+Cu+Ku=f(t)
Su solucién se apoya en la solucion dindmica matricial, el contenido del trabajo esta
estructurado como sigue: En la seccién 2.1, describimos brevemente algunos conceptos
utilizados en el estudio de vibraciones, y estara centrado en la obtencion de la ecuacién
vibratoria basica (1.3), la cual es obtenida a partir de un sistema vibratorio lineal, usando las
ecuaciones de Lagrange. En la seccion 2.2, presentamos la teoria sobre las funciones
matriciales, la cual basa su formulacién haciendo una analogia al caso escalar. El resultado

principal de la seccion es el teorema de reduccion polinomial, el cual expresa el valor de la
. k . . . . s 9
serie ZfzockA como un polinomio matricial de grado “n-1", donde “n” es el orden de la

matriz A. En la seccién 2.3, utilizamos las funciones matriciales para presentar la solucion
al problemas de valor inicial con coeficientes matriciales de primer y segundo orden, y
veremos el caso de las ecuaciones conservativas, es decir cuando la fuerza de

amortiguamiento es nula, o sea C =0. En la seccion 2.4, presentamos diversos métodos para
determinar la solucién u(t) de laecuacion M G+C u+K u = f (t) discutiendo el caso no

conservativo, su desarrollo estara centrado en obtener la solucion dindmica matricial. La
metodologia usada en este trabajo serd el método deductivo, basada en la investigacion
bibliografica y documental. En el Capitulo Il1, presentaremos la formulacion de algunos
modelos matematicos en el andlisis de la vibracién de algunos edificios de “n” pisos,
determinando su ecuacion de movimiento.

Palabras Clave: Modelo Matematico, Ecuaciones Diferenciales Matriciales, Vibracion de

Edificios.
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ABSTRACT

In this work we study the formulation of some mathematical models obtained in the
vibration of buildings, which allow us to obtain a vector differential equation of second

order with matrix coefficients of order “n”,
M G+Cu+Ku=f(t)

Its solution is based on the dynamic matrix solution, the content of the work is structured
as follows: In section 2.1, we briefly describe some concepts used in the study of
vibrations, and will be focused on obtaining the basic vibrational equation (1.3), which is
obtained from a linear vibratory system, using the Lagrange equations. In section 2.2, we
present the theory about matrix functions, which bases its formulation by making an

analogy to the scalar case. The main result of the section is the polynomial reduction
theorem, which expresses the value of the series ZZ’:OCkAk as a matrix polynomial of

degree “n-1”, where “n” is the order of matrix A. In section 2.3, we use the matrix
functions to present the solution of initial value problems with matrix coefficients of first
order and second order, and we will see the case of conservative equations, that is when

the damping force is zero, that is. In section 2.4, we present several methods to determine
the solution Uu(t) of the equation M ii+C u+K u=f(t) discussing the non-

conservative case, its development will be focused on obtaining the matrix dynamic
solution. The methodology used in this work will be the deductive method, based on
bibliographic and documentary research. In Chapter Ill, we present the formulation of
some mathematical models in the analysis of the vibration of some buildings of “n” floors,

determining their equation of motion.

Keywords: Mathematical Model, Differential Equations Matrix, Vibrations Buildings.

10
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CAPITULO |

INTRODUCCION

Desde sus origenes, las matematicas se han distinguido por ser una herramienta
importante en la solucion de problemas que se presentan en diferentes areas. Basta revisar
un poco de la literatura sobre matematicas en la rama de ecuaciones diferenciales para
darse cuenta que hoy en dia las ecuaciones diferenciales juega un papel importante en la

modelacidn y/o solucion de problemas especificos.

En este trabajo de investigacion en primer lugar se estudiard y analizara la teoria de
ecuaciones diferenciales en el tema de ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo
orden con coeficientes constantes matriciales, conceptos de vibraciones mecénicos y
algunos modelos matematicos obtenidos en la vibracion de edificios, los cuales permitiran
obtener el modelo matematico utilizando ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo

orden con coeficientes constantes matriciales en la vibracion de edificios.

¢Como sera la formulacion del modelo matematico en la vibracién de edificios, utilizando
ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden con coeficientes constantes

matriciales?

Cuya solucién se apoyara en la solucion dindmica matricial.

Para esta investigacion abordaremos los siguiente topicos: Conceptos basicos de

vibraciones; sistema de una ecuacion vibratorio basica; las ecuaciones de Lagrange; la

11
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, - - - . . = k
teoria de funciones matriciales, Teorema de reduccion polinomial expresado por ZCk A
k=0

como un polinomio matricial de grado “n-1”; funciones matriciales y la solucién al
problemas de valor inicial con coeficientes constantes matriciales de primer y segundo

orden.

El objetivo de este trabajo es aplicar la teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales de
segundo orden con coeficientes constantes matriciales en la formulacion del modelo

matematico en la vibracion de edificios.

Por tanto, en este trabajo, se analizara las definiciones, propiedades y teoremas de la teoria
tales como: conceptos basicos de vibracion, del cual obtendremos la ecuacién vibratorio
basica, el cual es obtenida a partir de un sistema vibratorio lineal, utilizando las

ecuaciones de Lagrange; la teoria sobre las funciones matriciales, Teorema de reduccion

H - N k H H HP Y 13 ”
polinomial expresado por ZCkA , Como un polinomio matricial de grado “n-1". Luego
k=0

se utilizard las funciones matriciales para presentar la solucion al problema de valor inicial
con coeficientes constantes matriciales de primer y segundo orden y finalmente se
presentard la formulacion del modelo matematico utilizando ecuaciones diferenciales
vectoriales de segundo orden con coeficientes constantes matriciales en la vibracion de

edificios.

La metodologia usada en este trabajo sera el método deductivo, basada en la investigacion

bibliografica y documental.
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Y el resultado se obtendra en la aplicacion de la formulacién del modelo matematico
utilizando ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden con coeficientes

constantes matriciales en la vibracion de edificios.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA, OBJETIVOS Y JUSTIFICACION DE

LA INVESTIGACION

1.1 PROBLEMA DE LA INVESTIGACION

1.1.1. Descripcion del Problema

Desde sus origenes, las matematicas se han distinguido por ser una herramienta
importante en la solucion de problemas que se presentan en diferentes areas. Basta
revisar un poco de la literatura sobre matematicas en la rama de ecuaciones
diferenciales para darse cuenta que hoy en dia las ecuaciones diferenciales juega un

papel importante en la modelacion y/o solucion de problemas especificos.

En este trabajo de investigacion en primer lugar se estudiara y analizara la teoria
de ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden con coeficientes
constantes matriciales, conceptos de vibraciones mecanicos y algunos modelos
matematicos obtenidos en la vibracion de edificios, los cuales permitira obtener el
modelo matematico utilizando ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo

orden con coeficientes constantes matriciales en la vibracién de edificios

¢Como sera la formulacién del modelo matematico en la vibracion de edificios,
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utilizando ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden con coeficientes

constantes matriciales?

Cuya solucién se apoyara en la solucion dindmica matricial.

Para esta investigacion abordaremos los siguiente tépicos: Conceptos basicos de
vibraciones; sistema de una ecuacion vibratorio basica; las ecuaciones de Lagrange;

la teoria de funciones matriciales, Teorema de reduccion polinomial expresado por

0

ZCKAk como un polinomio matricial de grado “n-1" de libertad; funciones
k=0

matriciales y la solucién al problemas de valor inicial con coeficientes constantes

matriciales de primer y segundo orden.

Ademas se relacionaran las diferentes componentes que actdan en el sistema, como
son la masa, la amortiguacion, la rigidez y las fuerzas externas; de esta forma
obtendremos el modelo, cuya solucion de resolvera mediante el método
operacional, utilizando la solucion dinamica matricial. y finalmente esto sera la
formulacion del modelo matematico utilizando ecuaciones diferenciales vectoriales
de segundo orden con coeficientes constantes matriciales en la vibracion de

edificios.
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1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA

1.2.1.Problema General

En la presente investigacion se plantea, responder la siguiente interrogante:

¢Es posible aplicar la teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo
orden con coeficientes contantes matriciales a la formulacion del modelo

matematico en la vibracién de edificios?

1.2.2.Problemas Especificos

= ;Es posible Aplicar la teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo
orden con coeficientes contantes matriciales, para formular un modelo

matematico en vibracion de edificios?

= ;Es posible relacionar la masa, la amortiguacion, la rigidez y la fuerza externas,
para obtener el modelo de solucién mediante el método operacional matricial,

utilizando la solucién dindmica matricial?
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1.3 HIPOTESIS

1.3.1. Hipo6tesis General

Es posible aplicar la teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden
con coeficientes contantes matriciales en la formulacién del modelo matematico en

la vibracion de edificios.

1.3.2. Hipdtesis Especificos

. Es posible aplicar la teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales de
segundo orden con coeficientes contantes matriciales, para formular un

modelo matematico en vibracién de edificios.

. Es posible relacionar la masa, la amortiguacion, la rigidez y la fuerza
externas, para obtener un modelo matematico mediante el método

operacional matricial, utilizando la solucion dinamica matricial.

1.4. JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

El presente trabajo de investigacion servira para mostrar la aplicacion de ecuaciones
diferenciales vectoriales de segundo orden con coeficientes contantes matriciales en la

formulacion del modelo matematico en la vibracion de edificios.

Ademas, toda persona interesada en comprender y profundizar sobre el tema, sera
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beneficiada. Ya que sera util para consultas de estudiantes o profesionales de ingenieria
civil y ramas afines, que se planteen problemas con objeto de aplicar el modelo

matematico en la vibracion de edificios.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

15.1. Objetivo General

. Aplicar la teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden con
coeficientes contantes matriciales a la formulacion del modelo matemaético en

la vibracién de edificios.

1.5.2. Objetivos Especificos

. Aplicar la teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden
con coeficientes contantes matriciales, para formular un modelo matematico

en vibracion de edificios.

. Relacionar la masa, la amortiguacion, la rigidez y la fuerza externas, para
formular el modelo matematico mediante el método operacional matricial,

utilizando la solucién dindmica matricial.

1.6. LIMITACION DE LA INVESTIGACION

Las limitaciones que se presentaron en la investigacion son falta de bibliografia

relacionada al tema de investigacion, la identificacion de las definiciones, teoremas de la
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teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales y las diferentes componentes que actdan en
el sistema, como son la masa, la amortiguacion, la rigidez y las fuerzas externas para

determinar el modelo matematico.

1.7. DELIMITACION DEL PROBLEMA.

La presente investigacion se desarrolla en la Escuela profesional de Ciencias Fisico
Matematicas en un periodo de seis a ocho de meses, en el area de matematica aplicada,
teniendo en cuenta la teoria de ecuaciones diferenciales, vibraciones y las diferentes
componentes que acttan en el sistema, como son la masa, la amortiguacion, la rigidez y
las fuerzas externas; con la finalidad de determinar el modelo matematico, mediante el

método operacional matricial, teniendo en cuenta la solucion dindmica matricial.

La presente investigacion se realizara considerando edificaciones convencionales en la
region de Puno, razon por la cual se hara un analisis para edificios de cuatro pisos como

maximo.
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CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Los antecedentes relacionados al trabajo de investigacion son:

* MARTINEZ DIBENE, GUILLERMO ELIAS (2013). En su trabajo de
investigacion “Fundamentos de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas” en el cual
aplica una introduccion a la teoria de procesos estocasticos con el desarrollo de la
integral estocastica de Ito y un ejemplo de genética poblacional. En particular, se
hizo un esfuerzo importante en la definicion de esperanza condicional; se presenta
la conexion principal entre la nocidn clasica y la definicion moderna, algo que
usualmente escapa de los textos clasicos. Luego, se hace la construccion de

manera detallada de la integral estocastica.

= QUIROZ MARTINEZ, TELMO LEONARDO (2011). En su trabajo de
investigacion titulada “Aplicaciones no convencionales de cadena de Markov”
realizada en Lima-Per0. En esta investigacion utiliza la Cadena de Markov y su
aplicacion sera orientada a disciplinas artisticas con la finalidad de demostrar el
vinculo existente entre las Matematicas y las Artes. Y finalmente aplica la Cadena
de Markov para la generacion de imagenes. Llegando a las CONCLUSIONES:
Con la utilizacion de herramientas matematicas como las Cadenas de Markov, es
posible establecer una metodologia de composicion musical, con el objetivo de

que el resultado del analisis sea la obtencion de una pieza musical con el estilo de
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una referencial. y esta aplicacion de Cadenas de Markov puede servir para que
estudiantes de Ingenieria Electrénica o Ingenieria Informéatica puedan disefar
sistemas computarizados, en los cuales los algoritmos cuenten con esta légica y

se pueda lograr de manera automatica una composicion basada en una existente.

SALAS MARTINEZ, JOSE (2013). En su trabajo de investigacion titulada
“Cadenas de Markov desde un punto de vista de Aplicaciones” realizada en
México. Este trabajo tiene tres propésitos importantes: primero es el estudio de
las Cadenas de Markov mediante el estudio de la teoria y de ejemplos bastante
claros, el segundo es mostrar que las cadenas de Markov tienen diferentes
aplicaciones y por ultimo es modelar de una manera muy sencilla como se
comporta un proceso de este tipo sin que una persona sea experta en la materia.
Finalmente analiza dos aplicaciones; primero el conocido juego de mesa
Monopoly. El cual lo modela mediante una cadena de Markov y estudia el
comportamiento a largo plazo con la Matriz de transicion. En la segunda
aplicacion usa Excel para resolver el problema de como cambia el tiempo (clima)

de un dia a otro.

ACEVEDO BELTRAN, CARLOS ANDRES (2011). En su trabajo de
investigacion titulada “Aplicacion de Cadenas de Markov para el analisis y
prondstico de series de tiempo” realizada en Bucaramanga-Columbia. Este trabajo
tiene finalidad de buscar el andlisis de factibilidad del uso de cadenas Markov de
primer orden y de orden superior para realizar pronosticos de series de y tiempo
especificamente tomando en cuenta un series de precios, con lo que se desea

analizar la viabilidad de poder utilizar otro método alternativo conocidos hoy en
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dia. Con el fin de contar con herramientas al momento de realizar un pronéstico
veraz y reducir el riesgo en la toma de decisiones ya sea de tipo empresarial o

inversionistas.

= JUAN CARLOS BEDOYA Y MAURICIO BARRERA (2006). En este
articulo de investigacion titulada “CONVERGENCIA DE LAS CADENAS DE
MARKOV?”, contiene la teoria para demostrar la convergencia de las Cadenas de
Markov, basado en conceptos bésicos y especializados del Algebra Lineal.
Tambien se introduce el concepto de la transformacion Z como herramienta para
resolver las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, y finalmente se muestra una
pequeria aplicacion de esta teoria. Dado que gran parte de la literatura sélo se
enfoca en las aplicaciones de esta teoria, este articulo se hace importante pues
permite inferir cuando estos procesos estocasticos alcanzan o no convergencia la
cual no es facilmente entendible con las técnicas suaves usadas en la mayoria de

la literatura.

= MARCELO ANDRES SAAVEDRA QUEZADA (2005). En este trabajo de
tesis titulado “ANALISIS DE EDIFICIOS CON AISLADORES SISMICOS
MEDIANTE PRODESOS SIMPLIFICADOS”, en este trabajo se valida un
procedimiento simplificado para el analisis de edificios con aisladores sismicos,
en el cual se considera la respuesta sismica de edificios de varios pisos con
aisladores sismicos, con un grado de libertad por planta. Se analiza la respuesta
del sistema asumiendo que el edificio tiene un comportamiento elastico lineal y
que el aislador puede ser simulado por un modelo lineal y no lineal. Una vez

establecidos las ecuaciones de equilibrio dindmico al modelo estructural
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(ediuficio+aislador), donde se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales

acopladas, el cual representa el comportamiento dindmico del modelo en estudio.

2.2. MARCO TEORICO.

A continuacion se enuncian conceptos basicos de una edificacion, asi también como

conceptos relacionados al estudio de vibraciones, los cuales nos ayudara a interpretar los

conceptos que se presentan en los siguientes capitulos de la presente tesis.

2.2.1. Edificio

Obra ejecutada por el hombre para albergar sus actividades.

2.2.2. Columna

Elemento estructural que se coloca en posicion vertical, destinadas a transmitir

cargas.

2.2.3. Viga

Elemento estructural que se coloca en posicion horizontal, destinadas a soportar

cargas.
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2.2.4. Muro

Se denomina muro de carga 0 muro portante a las paredes de una edificacion que

poseen funcion estructural.

2.2.5. Vibracion

Es un movimiento oscilatorio que aparece, por lo general, en los sistemas mecanicos

sometidos a la accion de fuerzas variables en el tiempo.

Distinguiremos entre vibracion y oscilacion.

La diferencia radica en que la vibracion implica la existencia de energia potencial
elastica, mientras que la oscilacion no. La grafica N° 01 muestra un bloque con un
movimiento vibratorio, mientras que el péndulo de la grafica N° 02 tiene un
movimiento oscilatorio. Puesto que los movimientos vibratorios y oscilatorios se
rigen por ecuaciones similares, es costumbre estudiarlos juntos y prescindir de la

diferencia conceptual entre ambos [Avello A. 2006, pag. 187].

m P f(t)
S

NN\
x

N

Grafico N° 01: Sistema vibratorio.
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Grafico N° 02: Sistema oscilatorio.

2.2.6. Grados de libertad

Son los pardmetros necesarios para definir de forma univoca la configuracion del

sistema vibratorio. Por ejemplo, el sistema de la Grafica N° 03 tiene dos grados de

libertad, que son las coordenadas X; y X, que definen la posicién de cada uno de

los bloques con respecto a sus posiciones de referencia [Avello A.2006, pag. 187].

K X K 12X

A m F—\—{m pft

A/ i/

NNNAANNNNY

N

IR

Grafico N° 03: Sistema discreto de 2 grados de libertad.
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Muchas estructuras fisicas no pueden ser modeladas con éxito utilizando un Unico
grado de libertad. Esto es, para describir el movimiento de una estructura, varias
coordenadas deben ser requeridas. Tales sistemas son referidos como sistemas de

maltiples grados de libertad.

Un sistema es llamado de “n” grados de libertad, cuando son requeridas “n”
coordenadas independientes para especificar las posiciones de las particulas de

estos sistemas.

2.2.7. Coordenadas generalizadas

Un sistema de coordenadas que describe el movimiento general y reconoce las
restricciones, se denomina coordenadas generalizadas. Por ejemplo en la gréfica
N° 04 la coordenada angular ¢ es la coordenada generalizada que reconoce la
longitud fija del péndulo como una restriccion del sistema. Las coordenadas lineales

“z” e “y” no lo hacen asi.

El nimero de coordenadas generalizadas de un sistema es siempre igual al nimero

de grados de libertad del mismo.

Grafico N° 04: Coordenada generalizada.
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2.2.8. Funciones continuas a trozos

Se denominan sistemas discretos a aquellos que pueden ser definidos mediante un
namero finito de grados de libertad y sistemas continuos aquellos que necesitan
infinitos grados de libertad para ser exactamente definidos. Por ejemplo, el sistema
de dos grados de libertad de la grafica N° 03 es un sistema discreto. En cambio, la
viga de la grafica N° 05 es un sistema continuo pues para conocer su deformada es

necesario especificar el desplazamiento vertical de cada uno de sus puntos: que

viene dado por una funcion de la forma y(X).

hY(X)

x v

EANANNNNANNNWK

Grafico N° 05: Sistema continuo.

Matematicamente, los sistemas discretos conducen a ecuaciones diferenciales
ordinarias, mientras que los sistemas continuos conducen a ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales [Avello A. 2006, pag. 188]. EI movimiento
vibratorio de los sistemas continuos, a excepcion de unos pocos sistemas con
geometrias sencillas, suele ser irresoluble con métodos analiticos. Para resolverlos,
se suelen transformar en discretos por técnicas de discretizacion como el Método

de los Elementos Finitos.
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2.2.9. Sistemas lineales y no lineales.

Si X (t) y X,(t)son los movimientos de un sistema mecénico donde actdan las
fuerzas f, (t)y f, (t) respectivamente. Dicho sistema se denomina lineal [Avello

A. 2006: pag. 188] si a una fuerza f,(t)=af, (t)+a,f,(t) responde con un

movimiento X, (t)=a,x (t)+a,x,(t).

Una de las caracteristicas de los sistemas lineales es que en ellos se puede aplicar
el principio de superposicion, que establece que la respuesta a una excitacion
combinada se puede obtener combinando las respuestas a cada una de las

excitaciones simples. Si el sistema no es lineal, entonces sera no lineal.

2.2.10. Laecuacion de Lagrange.

Una vibracién se define en su forma mas simple, como un movimiento oscilatorio.
Fisicamente una vibracion aparece como consecuencia de una fuerza fluctuante,
esto es, una fuerza que varia en magnitud y /o direccion; mas no de fuerzas

constantes.

Asi un sistema vibratorio es un sistema fisico que posee un movimiento
denominado vibracion. Por lo general siempre se evita una vibracion por las
dificultades que causa, asi por ejemplo, en los sistemas de ingenieria, una vibracién
aumenta las tensiones en las piezas de una maquina, interfiere en su funcionamiento

y en los proximos a ella, causa ruido y origina pérdida de energia mecanica debido
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a las fuerzas de amortiguamiento. Para enfrentar tales problemas, se requieren

realizar estudios de las ecuaciones que gobiernan el movimiento de tales sistemas.

Para analizar un sistema vibratorio, primeramente consideramos su simplificacion
en términos de masa, rigidez y amortiguacion, los cuales representan al cuerpo,
la elasticidad y la friccion del sistema, respectivamente. Enseguida procuramos
determinar la solucion y hacemos un analisis de las ecuaciones del movimiento,

para llegar por altimo, a las conclusiones apropiadas.

El movimiento de un sistema vibratorio de “n” grados de libertad es representado
mediante "n" ecuaciones diferenciales, los cuales son obtenidos a través de diversas
técnicas, tales como: leyes de Newton, ecuaciones de Lagrange, métodos graficos

lineales, el método de elementos finitos [Inman D. 2001, pag. 29].

Consideremos un sistema vibratorio de “k” particulas. Sean X;, i=1:k, las
posiciones del sistema 'y ;, j=1:n, un conjunto de coordenadas generalizadas,

entonces: X =X; (ql,qz,...,qn), I=1:K , y las siguientes “n” ecuaciones Ilamadas

ecuaciones de Lagrange para el sistema vibratorio, pueden ser obtenidas

[Meirovitch L. 1986, pag. 256]:

d{dL | dL dC :
dfdl) d dC_o iy, (1.1)
dt(dqij dg; dg;

Donde: L=T —U, es la funcién Lagrangiana del sistema,
T: es la energia cinética,
U : es la energia potencial,

C : es la energia de disipacion y
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Q;, j=1:n son fuerzas externas.

Generalmente en un sistema vibratorio lineal las diversas formas de energia estan

dadas por:

n n

T= %ZZ m,d,d; (energiacinetica)

P )
U =%22kijqiqj (energia potencial) (1.2)
i=1 j=1
C= %ZZCijqiqj (energia de disipacion)
=1 j=1

2.2.11. Laecuacion vibratoria basica

Si sustituimos (1.2) en (1.1) obtenemos [Meirovitch L. 1986, pag. 262]:

Zmijqi"_izlkijqi'i'gcijqi:Qj’ j=1:n
Que de forma matricial se representa mediante:
[my ], b e ] b+ ], 9, =[ Q5]
Obteniendo asi la ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes

matriciales, siendo esta la ecuacion vibratoria basica, que abreviadamente se

escribe:
M G+Cq+Kg=f(t) (1.3)

Donde M, Cy K son matrices cuadradas de orden “n” que representan la masa,

el amortiguamiento y la rigidez respectivamente, “q” es un vector columna de orden

“n” de incognitas que dependen de “t”, Gy § son la primera y la segunda derivada
de g respectivamente, f (t) es un vector columna de orden “n” de funciones que
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dependen de “t” que representa la excitacion externa del sistemay “n” es un nimero
entero mayor que |. Cuando C =0, el sistema es del tipo conservativo, pues:
E=T+U

Es constante a través de una solucion q(t).

Ejemplo 1.1.

Obtener las ecuaciones del movimiento e identificar las matrices de masas, rigidez
y amortiguamiento para el sistema de dos grados de libertad de la grafica N° 06

[Meirovitch L. 1986, pag. 108].

/
ki — k2 — ks
fi(t) —— fo(t) ——

Ci My Cz mz Cs /
7

Grafico N° 06: Grafico del ejemplo 1.1.

K1X1 ¢— — Ko(X2X1)  Ka(X2X1) «— | KXo
MiX 14— —— fi(t) M2X2 ¢— —fa(t)
C1X1 — — C2(X2-5(1) Cz(Xz—X1 ) +— L )C3X2

Grafico N° 07: Diagrama del solido libre.
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Para hallar las ecuaciones de este sistema, basta con aplicar las ecuaciones de
equilibrio cada una de las dos masas. La grafica N° 07 muestra los diagramas de
solido libre, con todas las fuerzas actuantes. Sumando las fuerzas e igualando a cero

se llega a:

m15<'1+c1>'<1—cz(>'(2—)'(1)+k1x1—k2(x2—x1): fl(t)
M, %, +C, (%, — %, ) +Cy%, +k, (X, — X, ) + kX, = T, (1)

Reordenando términos, estas dos ecuaciones se pueden poner de forma matricial

como:

3 1 et e W

Identificando con la Ecuacion (1.3) las matrices M, Cy K resultan ser:

M=m1 0 co c,+Cc, —C, K = k,+k, -k,
0 m, —C, C,+C, -k, k,+k,

2.2.12. Clasificacién de sistemas.

Enseguida presentaremos una clasificacion de sistemas modelados por la Ecuacién
(1.3), de acuerdo a algunas caracteristicas de las matrices que corresponden a sus

coeficientes comunmente encontrada en la literatura [Inman D. 2001, pag. 31].

Para diversas situaciones practicas, la Ecuacion (1.3) adopta la siguiente forma:
MG+(D+G)g+(K+H)qg=f (),
Donde ( yf ya fueron definidasy

M =M T = Matriz de inercia 0 masa
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D = D' =Matriz de masa viscosa
G =-G" = Matriz giroscopica
K = KT =Matriz de rigidez

H =—H" =Matriz circulatoria

En muchos casos M, D, K son definidas positivas, las cuales son importante en

el establecimiento de condiciones para la estabilidad del sistema.

Es bueno observar que, cada aplicacion particular en la ingenieria puede tener una

nomenclatura un poco diferente.

Se denomina sistema conservativo generalmente a los sistemas de la forma:

MG + Kgq = f (t)

Donde M y K son ambas simétricas y definidas positivas. Sin embargo el sistema:
Mg +Gqg+ Kg = f () (1.4)

Donde G es anti simétrica (GT = —G) es también conservativo en el sentido de la

conservacion de la energia pero es referido como un sistema conservativo

giroscépico, 0 un sistema giroscopico.

Tales sistemas surgen de forma natural cuando estan presentes movimientos

rotatorios, tales como, en un giroscopio o un satélite artificial.

Los sistemas de la forma:

MG+ Dg+ Kqg= f () (1.5)
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Donde M , K y D son todos definidas positivas, son referidos como sistemas

no giroscépicos amortiguados.

Sistemas con coeficientes matriciales simétricos y definidos positivos son, a su vez,

referidos como sistemas pasivos.

Los sistemas de la forma:
Mg +(K+H)g= f(t) (1.6)

Son referidos como sistemas circulatorios.

Combinando las Ecuaciones (1.4), (1.5) y (1.6) obtenemos el sistema méas general
MG+(D+G)g+(K+H)g=f(t) (1.7)

Fisicamente esta expresion representa fuerzas generadas que son consideradas en
la literatura, como exceso de fuerzas externas. Matematicamente, la ecuacion (1.7)
puede ser eventualmente clasificada en términos de las propiedades de los

coeficientes matriciales, el cual no es de interés en este trabajo.
2.3. Funciones matriciales.

En esta seccion presentamos la teoria sobre la funciones matriciales, la cual basa su
iy : ] ] . f(z)

formulacion haciendo una analogia al caso escalar, asi las funciones escalares que
e : . DX AR N :

estan definidas mediante serie de potencias , originan una definicion de funciones

- f(A : - . .
matriciales ( ) , mediante la sustitucion de la variable “z” , por una matriz cuadrada
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c A“ . e . .
A estoes Z k™" | Este procedimiento sera valido garantizando la convergencia de la
serie matricial de potencias y disponer de propiedades que nos permita el calculo efectivo

de la matriz suma de la serie matricial.

- : N, A : : Nk
Asi diremos que una serie matricial ZCkA converge si cada serie escalar chaij
k=0 k=0

converge, siendo A* = [a"‘)] . El resultado principal de la seccion es el teorema de

., . . . = k . .
reduccion polinomial, el cual expresa el valor de la serie E ¢, A" como un polinomio
k=0

matricial de grado “n-1” donde “n” es el orden de la matriz A, cuyos coeficientes son

calculados por el proceso de interpolacion de Hermite.

Para establecer la definicion de funcién matricial, es necesario presentar la definicion de
la norma de una matriz cuadrada la cual nos garantizara la convergencia de la serie

matricial de potencias.

2.3.1. Norma de una matriz cuadrada.

En el siguiente trabajo usaremos la siguiente norma.

Definicion 2.3.1. Sea la matriz cuadrada A=[a1.j] se llama norma de la matriz

nxn

A al nimero real no negativo:

| Al = méx Z|au|

j=tn 4=
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Asi la norma de la matriz nos permitira tener una medida uniforme de comparacion

de los elementos de la matriz para fines de convergencia.

Proposicion 2.3.1. Sean las matrices cuadradas A=[a; | y B=[h;] con &

un escalar, k entero no negativo se tiene:

) [|A+B|<|Al+|g|
i) [oA|=|a]|A
iii) || AB] <[ Al|B]
V) A <A
Prueba.

i) |A+B|= méxznllaij +b; < méxzn:(|aij|+|b.. )

j=ln i j=In i I
Luego:
n n
|A+B| < mélel|aij|+ max le|bij|
= i=

j=ln “ j=ln <

Entonces:

|A+B] <] A+

n n n
i) oo Al = max 3 foray | =max 3 (falfa ) = o max 2 |
Entonces:

A=A

iii) Sea C=AB ,con C=[c; | ,donde ¢ =Y aby
3 k=1

nx
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Zn:ab
k=1

T%Z(Zla.kllbk,lj
i=1 \ k=1
Z(Zla-kku,U oS (S

|AB| = maxZ|cU| _maxz

j=ln

IA
3
£
M- 1

7 N\
0-

D

=
;/
=}

1n

k=1\ i=1
< méx H(Ibkj I(fp_éﬁiZ_lla.kID
- max 3 1) 1A mix S |
-4 -[el

Con lo cual concluye la prueba de:
| AB] <[ Alg]

iv) Mediante el uso repetido de la propiedad anterior y por induccion matematica

se tiene:
[A ] =<lAF

Cuando en las funciones escalares f (Z) que estan definidas mediante series de

potencias ickzk tales como sen(z),cos(z),exp(z), etc., se sustituye a la
k=0

9 H H C k A H 4
variable “z” por una matriz cuadrada A , es decir E c A" originan una definicion
k=0

de funciones matriciales f (A) , de igual modo obtenemos las funciones matriciales

sen(A),cos(A),exp(A), etc.

El siguiente criterio de convergencia permite que la definicion de funcion matricial
sea simplemente una sustitucion de variable de una funcion escalar, la cual esta

definida analiticamente por una serie de potencias.
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2.3.2. Convergencia de una serie matricial.

H S k 1 H (13 2
Lema2.3.1. Sea la serie escalar E C.Z" , conradio de convergencia “ R >, entonces
k=0

- . . = k . .
la serie matricial E c, A" converge, para cualquier matriz cuadrada A , la cual
k=0

satisface |A|<R.

Prueba.
k — Kﬂ o_1 =[5 :[.@}
Sea A |:a'J nxn para k=1, con A ! [é"J]nxn a“ nxn
Entonces
| <[| A <[|Al k=0

Por el criterio de comparacion, tenemos que:

DG ai(jk)
k=0

n 00
<Y lelIA = X c. A <o, Al <R, n <0,
k=0 k=0
Pues la serie de potencias chzk converge absolutamente.
k=0

Luego la serie Y_cal converge, con |A|<R, para i, arbitrarios y, por tanto,
k=0

N k
D¢ A" converge.
k=0

Veamos ahora la definicién de funcién matricial.

2.3.3.  Funcién matricial.

Sea f (Z) una funcion escalar que admite un desarrollo en serie de Taylor
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Para toda matriz cuadrada A de orden “nxn” con ||AI| <R.
2.3.4. Funciones matriciales basicas.

Para toda matriz cuadrada A de orden “nxn” con |A| <R, tenemos por ejemplo las

siguientes funciones matriciales basicas, las cuales son utilizadas frecuentemente:

1) p(A):ickAk , funcién polinomial,

k=0

2) e'= Z— , funcion exponencial,

o (_1)k A2k+l

A= i
3) sen Z, (2k 1)! , funcion seno,
o () A
4) cosA:k=0 (2k)! , funcidn coseno.

2.3.5. Derivada de una funciéon matricial.

Una funcion escalar analitica, definida por una serie de potencias, posee derivadas
de cualquier orden y sus derivadas son obtenidas derivando la serie término a

término.
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Asimismo, Ssi f(A) estd bien definida, entonces también estan las funciones
"derivadas” f(A), Por ejemplo:

f(k)(o

CA - A e

k=0

f (k+l (O)

Esta bien definida. Por otro lado, la funcién,

f(k)(o)zktk

= f(2)=Y

k=0

Donde f (Z) es entera (R = 00) , puede ser derivada con respecto a “t”, esto es,

0

<1 ()= Z 0 1‘;? 240 = 7t (t2).

Por lo tanto:

% f (tA) = Af '(tA)

2.3.6. Propiedades de una funcion matricial.

A continuacidn se enuncian y se demuestran algunas propiedades de las funciones

matriciales, cuyo uso se dan en diversas situaciones.

Proposicion 2.3.2. Sean f(z)=) ¢z , g(z)=).d,z" funciones escalares

k=0 ko
definidas para || <R ysea A una matriz cuadrada de orden “n”, tal que |A|<R,
con estas condiciones se cumple que:

1) Si h(z)="f(z)+g(z), entonces h(A)=f (A)+g(A).

39
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2) i q(z)="1(2)g(z). entonces q(A)=f (A)g(A)=g(A)f (A).
3) Si P es wuna matriz no singular de orden “nxn”, entonces
f(P*AP)=P*f (A)P.
4) Si“] “esunauto valor de A y“v” es el auto vector asociado a “1”, entonces
f(4) es auto valor de f(A) y“v” es un auto vector asociado a (4), esto es,
Av=Av=f(Av="f(A)v
5) Si“w” es un auto vector generalizado de A correspondiente al auto valor “ A,

entonces:

s-1 (i) .
f(A)w=zf jfi)(A—M)’w,

i=0

Donde (A—21) w=0 , parak >s.

(o))
Nr
w
D
QD
>

—h
fiky
—
N
N—"
Il
gk
(@]
=
N
=
—_—

3

—~
N
N—"
Il

=

i M8

o
o
=
N

=~

—y
c
>
Q.
o
>
D
w
D
wn
(@)
=2
QD
=
()
w
o]
c
(0]
(@)
o
>
<
D
=

«Q

D
>

Entonces:
o(f,(A), f,(A),... f,(A))=0,

Para cualquier matriz A de orden “nxn”, tal que |A|<R.
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Prueba.

1) Se tiene f(z)=ickzk, g(z)=idkzk con|z| <Rsi Aes una matriz de
k=0

k=0

orden “nxn” con |A|<R, entonces por la definicion de funci6on matricial

o0

tenemos f ( ZCkAky g(A)=> da", si:

k=0 k=0

k=0 k=0 =0
Entonces:
h(A)= f:(c +d, )A = Zc A"+Zd A
k=0 k=0 k=0
= f(A)+g(A)
2) Si:

q(z)=f(z)g(z) =(chzkj(2dkzkj =>ez",
k=0 k=0 k=0
Donde: e, = tho c.d,_, - Este producto es conocido como producto de Cauchy

[Apostol T. 2006, pag. 289]. Luego:

=:'§ekAk =(:§ckAkj(§dkAkj= f(A)g(A) .

Como:

f(z)g(z)=§;ekz" :[

=
gt
o
=
N
=~
N——
N\
=
gt
o
=
N
=
N—
Il
(@]
—~
N
N—
=
—_
N
N—"

Ya que: = zcrdk—r = Zdrck—r = ek J
k=0 k=0

Entonces:
=iekAk =(idkAkJ(ickAkj= g(A)f(A).
k=0 k=0 k=0
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4) Caso particular de 5)

5) Tenemos las siguientes igualdades

_ . " Kk -
Pues: (A—1)'w=0,para j=s ,y f(‘)(;t)zzkzjckj!(j}lk“. Cuando

s=1 en f(A)W=§%(A—M)jW,

=
Se obtiene que f(A)w=f(A)w viene a ser la prueba de 4).

6) Sea r(z):(p(fl(z),fz(z),...,fm(z)). Siendo ¢ un polinomio, la funcién
r(z) es una combinacion de sumas y productos de series de potencias, por
tanto también es una serie de potencias. Asimismo podemos escribir F(z) en

la forma F(z):Z:’:Oakzk , para algunas constantes «, ,k > 0. Mas como

r(z)=0, para || <R, entonces >°* ¢, z“=0, para |7| <R.
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De ahi concluimos que ¢, =0,vk > 0. Luego r(A)=>"" 0.A“=0, por

lo tanto (p(fl(A), f,(A),... f,(A))=0.

La existencia de divisores de cero en un algebra de matrices, cuya consecuencia

es el Teorema de Cayley-Hamilton, permite obtener el siguiente resultado central.

2.3.7. Reduccion polinomial

Teorema 2.3.1. Sea f (Z) una funcion escalar definida por la serie convergente
Zfzockzk para |Z| <R, entonces para cualquier matriz A cuadrada de orden “n”,

con |A <R, existen constantes b, , k =0:n—1, tales que:

f(A)=r(A)=S b A"

_ n-1 K , - . _ . .
Donde r(z) _Zk:lbkA . Ademas de esto, los coeficientes b, , k =0:n—1,son
obtenidos a partir del siguiente sistema lineal de ecuaciones:

fi(4)=1t9(4), j=0:m-Li=1:s

Dénde: los A4;,i =1:s ,son los auto valores de A con multiplicidad “m;”.
Prueba.

Sea p(/l) el polinomio caracteristico de la matriz. A, entonces

p(2)=det(21-A)=[T(2-4) -

Observamos que para cada i =1:s es valido:
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)_d"p(Z)

=

Z:]1}=O,O:mi -1 (2.1)

Ademas de esto [Canagualpa G. 1995, pag. 10]

f(z)=q(z)p(z)+r(z) (2.2)

n

Donde r(z) es un polinomio de grado “n-1” dado por r(z)= Zk:)bkz" , pues
p(z) esde grado “n”. De (2.2), tenemos que  (A)=r(A), yaque por el Teorema

de Cayley-Hamilton, p(A)=0 .Usando la formula de Leibniz para el calculo de

la j- ésima derivada de (2.2), se tiene:

£ (Z) _ Zj:(k_Jq(J—k) (Z) p(k) (Z)+ ) (Z)

k=0 \ J

Y por (2.1), obtenemos que:

r(4)=f9(4), j=0:m -Li=1:s. Lgqd.

Podemos observar que para calcular f (A) , con el auxilio del teorema de reduccion

polinomial, es necesario conocer solamente los valores de f (z) y de sus derivadas,

para z=A4,i=1:s, donde A, es un auto valor de A. Esta observacion

1
importante permite ampliar la definicion de una funcion matricial de la siguiente

forma.

Definiciéon 2.3.2. Sea A=[a; | una matriz con auto valores 4,k =1:s de

nxn

multiplicidad “m”, respectivamente.
1. Una funcion escalar f(z) esta definida en el espectro de A si existen los

valores:
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f9(4),j=0:m -1
Para cada auto valor 4, ,k =1:s.
2. Si f(z) es una funcion escalar definida en el espectro de A, el polinomio
r(z)=>" bz esllamado un polinomio de interpolacion para f (z) si:
r(2)=19(4), j=0:m ~Lk=1:s
3. Si f(z) es una funcion escalar definida en el espectro de A y r(z) es un

polinomio de interpolacion para f(z), definimos

MM:WM:EQN (2.3)

Observaciones 2.3.1.
1. Las funciones z™" y In(z) con “m” y “n” nameros enteros, son funciones

escalares definidas en los espectros de matrices no singulares. Porque, estas

son funciones de valores maltiples, pues si z =re",— 7z <@ <  , entonces

para k =0:n-1 tenemos:

Z"n = {cos%(0+2kﬂ)+isen%(9+2kﬂ)} (2.4)

In(z)=Inr+i(6+2kr) (2.5)
Si A es una matriz no singular, A" y In(A) son matrices que resultan de

(2.4) o (2.5), considerando k=0 respectivamente. En ambos casos seran

denominados valor principal.
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2. Unafuncioén f (Z) , definida por una serie de potencias, puede ser escrita como

una integral de Cauchy, esto es:

f(z)=— [(z-2,)" f (2)z.

27 g
La correspondiente funcion matricial puede ser definida como [Higham 2008,

pag. 8]:

f(A):zi (21— A" f (2)dz.

e
Donde “r”” es un contorno que contiene en su interior los auto valores de la

matriz A , siendo la integracion realizada para cada componente.

2.4. Sistemas Conservativos.

En este seccidn se hace uso de las funciones matriciales para presentar la solucion a los
problemas de valor inicial con coeficientes matriciales de primer y segundo orden, la de
primer orden seré resuelta de manera analoga al caso escalar; la de segundo orden, en el
caso homogéneo, serd resuelta usando la técnica de Cauchy de las series de potencias y

empleando la técnica de variacion de parametros en el caso general.

Dada la ecuacién diferencial matricial (1.3),
M G+Cq+Kq=f(t)
Donde: M : C y K son matrices que representan la masa, el amortiguamiento y la rigidez

respectivamente, “q” es un vector columna de incdgnitas que depende de «l» , f (t) es

un vector columna que depende de “t” que representa la excitacion externa del sistema.
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Un sistema se Ilama conservativo si no existe energia de disipacion, es decir la fuerza de

amortiguamiento es nula, o sea € =0.

2.4.1. Laecuacion diferencial vectorial de primer orden U=Au+f (t)
Teorema 2.4.1. El problema de valor inicial de Cauchy
{u:Au+fa) o)
3.1
u(ty)=u,

Con A:[aﬂ] una matriz, f(t)=[fi (t)]nxl vector de funciones continuas,

nxn
u=[u] , vector de incognitas, U=[t;] .,y t, Yy u, dados, tiene como tnica

solucion a:

u(t)=e"ly, +IteA(“s)f (s)ds. (3.2)

Prueba.
Existencia.
Consideremos la ecuacion diferencial vectorial homogénea de primer orden

U=Au. (3.3)

En analogia al caso escalar (U =au), consideremos:

Cuya j-ésima derivada esta dada por:
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En particular, resulta:

ieAt — AeAt :eAtA-
dt

Si u(t)=e" setiene u=Au.
Empleando la condicion inicial de la Ecuacion (3.1):
u(ty)=e" =u,

Luego:

u (t) — pPtAlo+A _ eA(t—to)eAto

Entonces:
u(t)=e""l,

Es solucion al problema de Cauchy homogéneo
1=A
{ Q= A (3.4)

Unicidad.
Sea V(t) otra solucion del problema de Cauchy (3.3), definimos:

r(t)=e"v(t) (3.5)
De donde:

—r(t)=e"v'(t)— AeMv(t)
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Como %r(t) —0 , entonces r(t)=k , k = constante. Asi que r(t)=r(t,), para

todo t e R. Luego de (3.5) y (3.4) se tiene:
r(t)=e"v(t,)=e""u,
Es decir,
e v(t)=e"ou,
Entonces:

v(t) =eMe "ou,

_ eA(H[,)u0
=u(t)

Por lo tanto el problema de Cauchy homogéneo (3.4) tiene una Unica solucion.

Vamos a resolver ahora el problema no homogéneo (3.1), tenemos
u—Au=f(t)
Entonces:
e u-AeMu=e"1f(t)
Ahora, integrando entre T, y t ytomando en cuenta la condicion inicial de (3.1),
se tiene:
e Mudt— [ Aetudt= [ e (1) (3.6)
Empleando integracion por partes:
_[; e Mudt=e*u |§0 —L: (A)e "udt (3.7)

Reemplazando (3.7) en (3.6), resulta:
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Finalmente, obtenemos:

u(t)=e""*, +j;eA(“S)f (s)ds lgqd.

Observacion 2.4.1. El Teorema 2.4.1 nos servira para establecer la existencia y

unicidad de la solucidn para los sistemas no conservativos.

2.4.2. Laecuacion diferencial vectorial de segundo orden U+ Au=T (t)

Consideremos la ecuacion diferencial vectorial de segundo orden:

U+ Au= f(t) (3.8)

2.4.2.1. Caso homogéneo

Teorema 2.4.2. El problema de valor inicial:

U+Au=0
{u (t,)=Ug.u(ty) =1, (3.9)

Dénde: A= [qj ]nxn , u=[u,]_,es un vector de incognitas que dependen de “t
” y U=[G;] ,, tiene como anica solucién a:
u(t)=C(t—t,)u,+D(t—t,)u;,

Donde: C(t) y D(t) estan definidos como:

CO=2 Gy PO=2(Y oA

k=0

Simbodlicamente:
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u(t)=cos(VA(t—t;))u, +

Prueba.
Proponemos la solucion de la ecuacion diferencial (3.9) como una serie de

potencias:

u(t) =in (t_to)k (3.10)

Donde: <V, son vectores de orden “nx1” que seran determinados.

Sustituyendo (3.10) en (3.9) y desarrollando convenientemente las sumas

obtenemos:

N (t=t)" _
;(Vle + AVK)T—O .

Podemos concluir que los coeficientes vectoriales “V, ” deben satisfacer el
problema vectorial en diferencias:

V.., +Av, =0, Vk >0,

Por induccidn, obtenemos que:
Voo = (<1) Ay, Vs =(-1) A'v,, k>0,
También de las condiciones iniciales de la ecuacién (3.9) se tiene que

V, =U,,v, =u, dealli

2k 2k+1
Z (%) Ay, +Z (t ) Ay,
k=0

(2k)! = (2k +1)!

O simplemente:
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u(t)=C(t—t,)u, +D(t—t,)u, , (3.11)
Donde:
C(t)=§(—1)k (;:)!Ak, (3.12)
()= X(-f (;kk:ll)!Ak (3.13)

Simbolicamente, escribimos:

C(t)=cos(VAt), (3.14)
D(t) =M (3.15)
/i .

Las series C(t) y D(t) satisfacen la ecuacién diferencial matricial:
E(t)+AE(t)=0, (3.16)

Siendo éstas linealmente independientes.

Finalmente reemplazando (3.15) y (3.14) en (3.11) obtenemos:

sen(\/z(t—to))
N

Que viene a ser solucidn de la ecuacion diferencial (3.9) y por la linealidad de la

u(t) = cos(VA(t-t,))u, +

ecuacion diferencial, ésta es Unica. Lqqd.
2.4.2.2. Caso general

Teorema 2.4.3. El problema de valor inicial:
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Donde: A=[a;| , f(t)=[f(t)] , es un vector de funciones continuas,

nxn
u=[u] , esun vector de incgnitas que dependen de “t”, i =[t] ,y“t, ",

“uy,”, “u,” son dados, tiene como Unica solucion:
U(t)=C(t—t,)u,+D(t—t,)u, + [ D(t-s) f (s)ds

Donde: C(t) 'y D(t) son las series definidas en (3.12) y (3.13)

respectivamente. Simbolicamente,

sen| VA(t-t,) | o] sen| VA(t-s)]
VA (A

Prueba.

u(t)=cos| VA(t-t,) u, +

f(s)ds

En seguida, consideremos el problema de valor inicial formado por la Ecuacion

(3.8), con f(t) continua:

{ i+Au=f(t) -
. 3.17

u(ty)=uy, U(ty)=u,

Vamos a procurar una solucion particular de (3.17) usando el método de

variacion de parametros, esto es, una solucion de la forma
u(t) = C(t —ty)a(t) + D(t — t,)b(t), (3.18)
Donde: a(t) yb(t) son vectores que dependen de “t. Derivando u(t),
obtenemos:
u(t) =C(t-t,)a(t)+C(t-t,)a(t)+D(t-t,)b(t)+D(t-t,)b(t). (3.19)

Haciendo C(t - t,)a(t) + D(t - t,)b(t)=0, y derivando (3.19), se obtiene
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Sustituyendo (3.20) en la Ecuacion {3.17) y usando el dato que C(t) yD(t) es
solucién de la Ecuacion (3.16) obtenemos
C(t-t,)a(t)+D(t - t,)b(t)=f(t)
Este procedimiento da origen al sistema de ecuaciones vectoriales:
C(t-t,)a(t)+D(t - t,)b(t)=0
C(t-ty)a(t)+D(t — t,)b(t)=f(t)
El cual eliminando, para obtener (t) yb(t) se tiene que:
(D(t —t,)C(t—t,)-D(t—t,)C(t-t,))a(t)=D(t-t) f (t)

(C(t—t,)D(t—t,)—C(t—t,) D(t-t))b(t)=C(t—t,) f (t) .
Por otro lado, las expresiones entre paréntesis son identidades matriciales

trigonométricas y, consecuentemente, tenemos:

Integrando las dos ultimas igualdades y sustituyendo en la Ecuacion (3.18) los

valores obtenidos, resulta:

u(t)=C(t-t) alt)- [ D(s-1,)f (s)ds |+ D(t-t,) b(t,)~ [ C(s—t,)f (s)ds
Esto es:

u(t) =C(t=t)a(t,)+ D(t=t,)b(t; )+ || [D(t=1)C (st,)~C(t=t,) D(s~t,)]f (s)ds

Empleando (3.17),(3.18) y (3.19) y aplicando la identidad trigonométrica del

seno de una diferencia, se tiene:
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u(t)=C(t-t,)u(0)+ D(t—to)u'(o)*f;

Observaciones 2.4.2.

1.

En la literatura, frecuentemente, la demostracion de la Formula (3.21) anterior
es hecha utilizando la reduccion de Hamilton. Este proceso consiste en

transformar el problema de segundo orden:

(1)

U+Au=f
U(ty) =y, U(t) =4, (822

En un sistema de primer orden, mediante un cambio de variables

V:{_OA ('Jv{f((’t)}swf(t)

Enseguida se emplea la formula de variacion de parametros (3.2), observando

que la exponencial e | donde B es una matriz, la llamada matriz

o

compafiera:

Es simplemente la matriz:

{C(t—to) D(t—to)}

C.:(t_to) D(t_to)

Las matrices C(t) y D(t) satisfacen la ecuacion diferencial matricial:

E(t)+AE(t)=0.
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Sujeta a las condiciones iniciales:

C(0)=1 C(0)=0
D(0)=0 D(0)=I

Son denominados las soluciones fundamentales del Problema (3.22). Cabe
destacar que la solucién denotada por D(t) sera de particular interés, y la
Ilamaremos la solucién dindmica. Ademas de esto, la solucion dindmica

D(t) satisface el problema matricial de valor inicial:
{D(t)+AD(t)=0, D(0)=1, D(0)=0
Y que C(t)=D(t) .Entonces, de acuerdo con el Teorema 3.3, la solucién de
(3.22) es:
U(t)=D(t=t,)u, +D(t-t,)u, + [ D(s-t)f (s)ds .
Por lo tanto, concluimos que la solucion dinamica D(t) contiene toda la

informacion necesaria para resolver la ecuacion conservativa vectorial de

segundo orden
+Au=f(t) lqqd.

2.5. Sistemas no conservativos.

En esta seccion se presenta el método matricial operacional para determinar la solucion

u(t) de la ecuacion
M U+Cu+Ku=f(t),

Donde las matrices M, C y K son arbitrarias de orden “n”. Si M es no singular, pre

multiplicamos la ecuacién por M ™ transformandola en:
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U+Cu+Ku=f(t).
Los resultados presentados en este capitulo, son siguiendo la teoria de Claeyssen

[Claeyssen J. 1990], y estdn fundamentados en el concepto de solucion dinamica

matricial.

2.5.1. El método matricial operacional.

Consideremos la ecuacion diferencial vectorial:
U+Cu+Ku=f(t). (4.1)
Aplicando la transformada de Laplace a la Ecuacion (4.1) obtenemos:
L{u}+CL{u}+KL{u}=L{f(t)}
De donde:
[ A2u(4)-u(0)-2u(0)]+C[ Au(4)-u(0)]+Ku(1)=F (1)
Ordenando:
[221+CA+K Ju(2)=u(0)+(A1 +C)u(0)+F(4)
O de manera mas compacta, resulta la ecuacion operacional:
A(A)u(2)=H(2)+F(2) (4.2)

a2
Donde: A(ﬁ.)—l |+ﬁ,C+K'

H(A)=u+(Al+C)u(0).

u(/l) y F(/l) son las transformadas de Laplace de “u”y de f (t) respectivamente.
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Ahora introduciremos formalmente el concepto de soluciéon dinamica (ya

: . . ouft
mencionada en la seccion 2.4), que es la base para la obtencién de la solucion ( )

de (4.1).

Definicion 2.5.1. La solucion matricial al problema de valor inicial

D+CD+KD=0,
{ (4.3)

D(0)=1,D(0)=0,

Se denomina solucion dindmica asociada a la Ecuacion (4.1).

A continuacion presentamos el teorema en el que se asocian las ecuaciones

diferenciales dadas en (4.1) y (4.3).

Teorema 5.1. La solucion al problema:

{U+Cu‘+Ku =f (1),
U(0) =, u(0)=u,,

Es dada por:
U(t)=D(t)d, +(D(t)+D(t)C)u, + [ D(t-5) f (s)ds
Donde D(t) es la solucién dinamica, o sea, la solucion al problema matricial

D+CD+KD=0
{Dm)=L D(0)=0.

Prueba.
Procediendo de manera analoga a la obtencion de la ecuacion operacional (4.2), de

(4.3) resulta:
A(A)D(4)=H(1)+F(4),
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Donde: A(4)=4°1+AC+K
H(2)=D(0)+(A1+C)D(0).
Como F=0, D(0)=1, D(0)=0, se obtiene la ecuacién:
A(4)D(2)=1 (4.4)
Siendo D(4) la transformada de Laplace de D(t) y es referida como la matriz de

transferencia del sistema (4.1).

Vemos de (4.4) que A™(A)=D(4). Tomando en cuenta esta igualdad y pre
multiplicando (4.2) por A™(2) se tiene que:

u(A)=D(A)H(A)+D(1)F(4)
=D(4)u(0)(AD(2)+D(4)C)u(0)+D(2)F (1)

Y tomando la transformada inversa de Laplace obtenemos:
u(t)=D(t)u(0)+(AD(4)+D(2)C)u(0)+D(2)F (1) (4.5)
Lqqd.

La Ecuacion (4.5) indica que para conocer la respuesta (solucion) del sistema (4.1)

es suficiente conocer la solucién dindmica asociada al mismo.

2.5.2. Obtencion de la solucion dinamica.

Veamos, brevemente, dos alternativas tedricas para la obtencién de la solucion
dindmica D(t) . Por un lado, si consideramos la ecuacion:

U+Cu+Ku=0 (4.6)
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. u(t)=e*v . .
Las soluciones de la forma (llamadas soluciones propias) de (4.6) son

obtenidos resolviendo el sistema:
(A1 +AC+K)v=0, v=0 (4.7)

Lo que equivale a hallar las raices (auto valores de (4.6)) del polinomio

caracteristico:
2n
p(4)=det(A°1+AC+K )= b A" (4.8)
i=0

Y determinar los auto vectores V . Ademéas de €S0, Como

_ adjA(4)

D(2)=A7(2) o(7)

Los polos de D(/l) son los auto valores de (4.6) y, como existe un namero finito de
ellos, la integral de Bromwich para la transformada inversa de Laplace se reduce a

una integral de contorno limitado.
1

D(t)=—] D(A)e*dA 4.9

()=5-(f,0(2) (4.9)

Donde I es una circunferencia que encierra los auto valores de (4.6). Por otro lado

cuando la solucion dindmica es escrita como una serie de Taylor, o sea:

D(1)=3.D, L (4.10)

D, =D"(0) o y .
Donde ! y es sustituida en la Ecuacion (4.3), da origen al problema
matricial en diferencias:

{DJ.+2+CDJ.+1+KDj =0, (4.11)

D, =1, D, =0.
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Se observa que en el célculo de la Formula (4.9) es necesario conocer la matriz de

transferencia, ademas para (4.11) no es facil generar las matrices 1 para | muy

grande.

En la seccion siguiente, veremos un método alternativo para calcular la solucion

dinamica.
2.5.3. Meétodo de calculo para la solucién dinamica.

Teorema 5.2. La solucion dinamica D(t) asociada a la ecuacion:

U+Cu+Ku:f(t)

2n j-1

Es dada por ZZ d""(t)D,, ;,

j=1 i=0

Donde b,i=0:2n son los coeficientes del polinomio caracteristico
p(2)= det(/lzl +AC + K) , la funcién d(t) satisface el problema de valor inicial:

.1 +KD, =0, j=0:2n-3

D,,, +CD
D, =0, D,=0

Prueba.

El sistema {i+Cu+Ku = f (t) puede ser escrito como:

Donde:

Y cuya solucion es w(t)=e"w(0) Ademas de esto,
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Por lo tanto:

{EE:H =" m (4.12)

Aplicando la transformada de Laplace a la igualdad %eE‘ = Ee™ obtenemos

Ag(A)—1=Eg(), estoes
(A1-E)e(2)=1 (4.13)

Donde 5(1) es la transformada de Laplace de e™ .Entonces de (4.13) se tiene que:

g(A)=(A1 - )2%. (4.14)

E)= det(ﬂzl +AC + K) = p(A), enefecto la matriz:

e[S 2]

Es cuadrada de orden “2n”, donde aplicando determinante de matrices por bloques

Podemos verificar que (A1 —

en el proceso siguiente se obtiene:
Al -1
det(Al —E)=det
K A1+C

0 —1
= det )
K+A°1+CA Al+C
K+ %1 +CA M+C}

=(—1)”de{ 0 .
=(-1)"det| K+ 4*1 +CA |det[-1]

(-1)" det[ K+ A%1 +C2|(~1)" det[1]
det [ +A*1+CA ]
p(4
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Donde p(i) es el polinomio caracteristico ya definido en (4.8). Por otro lado,

también tenemos la siguiente igualdad para la matriz adjunta [Collante A. 2005,

pags. 47-50].
2n j-1 o )
adj(A1-E)=)_> bAE™,
j=1i=0
Y, de (4.14), obtenemos que:
2n j=1
Zzb/ftj |—1E2n j
()= j=1i=0

Utilizando la integral de Bromwich para determinar la inversa de la transformada

de Laplace, tenemos que:

Et adj (ﬂl At o2 i-1 emdﬂ“ 2n—
= di= b, A E2
° zﬂmr p(/l) 22 ij (2) (4.15)

Siendo I" una circunferencia que encierra todas las raices de p(/l) :

La Funcién:

1 elt
d(t):z—ﬂi[ﬂ p(/l)d/l’ (4.16)

Es de clase C* y sus derivadas son dadas por:

" 1 /f{/m at
d )(t):z_ﬂimr p(i)dﬂ- (4.17)

Al evaluar la integral de linea dada por la Ecuacion (4.17) se consigue obtener

[Collante A. 2005, pag. 51],

q@ (O) -1d (0) =d '(0) ) (O) =0. (4.18)
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que la

Ademas de (4.16), aplicando la férmula integral de Bromwich se tiene
transformada de Laplace de la funcién es:

L{d(t)}=—.

o
—_~
~

Luego
1=P(2)I[d]
=(2bi/12““jl {d(t)}

b A+ AT T 4D, AT by A+ Dy
P(2)

it )56
{d(t)}=1)+b, (27 "L{d (t)})+b, (27" ?L{d (t)})+---+Dby (L{d (t)})

Se sumo y restd 1 ya que p, =1

=1+b, (27"L{d (t)} =1)+b, (27"L{d ()}) +b, (A*"°L{d (t)})+---+by (L{d ()})
Empleando (4.18) la dltima igualdad la podemos expresar como desarrollos de la

transformada de Laplace de derivadas, es decir:

1=1+by (A7"L {dt} - 27 (0) — 27" %d *(0) =+~ Ad*" ) (0) -d®* ¥ (0) ) +
bl(iz“‘lL{dt} A 2d(0) 273 () ---—zd<2“-2>(o))+---+
by, (AL{d( (0))+b,, (L{d (t)})

_1+Zb L{d® }

De donde se concluye que "™ bL{d®" ™ (t)} =

Por la linealidad de la transformada de Laplace se tiene:
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L(ib,d(z”‘i) (t)j =0, (4.19)

De (4.18) y de (4.19) se logra establecer que la funcion d(t) satisface el problema

de valor inicial:

(

d“(0)=1, d(0)=d'(0)= =d(2”‘2)(0)=0,
Sustituyendo (4.17) en (4.15) obtenemos:
2n j=1 . )
e =>"> bd"" ) (t)E™ (4.20)
j=1 i=0

De (4.12), tenemos que:

Yent=0

Esto es:

[BEJ = E* m k>0. (4.21)

A través de (4.12) y (4.20), podemaos escribir:

2n j=1 2n j=1 D
{ t} > S bdi (1) EZ"JH > S bdi (1 {DZ - } (4.22)

t j=1i=0 j=1i=0 2n—j+1

Donde la ultima igualdad fue obtenida de (4.21). De este modo, tendremos una

formula para la solucién dindmica
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Donde los coeficientes matriciales D2n_j, j=1:2n pueden ser determinados

recursivamente por la aplicacion de (4.11). Lqqd.

Para efecto numérico, enfatizamos la segunda igualdad obtenida a partir de ( 4.22),

Osea:

Estos resultados fueron establecidos por J. R. Claeyssen, [Claeyssen J. 1990, pag.

76].
2.5.4. Interpretacion fisica de la solucién dindmica.

Consideremos un sistema fisico con “n” componentes, cuyas respuestas

u., 1 =1:n son determinadas a partir del siguiente P.V.1.

{ U+Cu+Ku=0, (4.23)

u(0)=e,,u(0)=0,

Donde C y K son matrices cualesquiera, U =[ui]nxl es el vector columna de

desplazamientos y e; = [5”] €8 el j-ésimo vector de la base candnica.
nx;

La solucion de (4.23) de acuerdo con (4.5), esta dada por:

u(t)=D(t)u(0)+(D(t)+ D(t)C)u(0)+ [ D(t-s) f (s)ds:

Como u(0)=e;,u(0)=0, f(t)=0, tenemos:

Y la k-ésima componente es:
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u (t)=ecu(t)=e;D(t)e; =D, (t).
De este modo, podemos afirmar que el elemento D, (t) de la solucion dinamica

D(t) es la respuesta de la k-ésima componente del sistema, debido a una fuerza

unitaria concentrada en la j-ésima componente.

2.6. DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

Coeficiente: Es el numero que va situado a la izquierda de una letra o literal.

= Constante: Valor de tipo permanente

= Funcion de transferencia: Cociente entre la transformada de Laplace de la
salida de un sistema y la transformada de Laplace de la entrada.

* Funcion: Usada en matematicas para modelar situaciones de la dependencia
de una variable sobre otra.

= Matriz: Coleccidn rectangular de numeros o expresiones.

=  Matriz aumentada: Matriz que representa un sistema de ecuaciones. Las
entradas incluyen columnas para los coeficientes de cada variable y una
columna final para los términos constantes.

=  Matriz inversa: Matriz que se simboliza por [A] ~, que produce una matriz
identidad cuando se la multiplica por [A].

= Sistema de ecuaciones: Conjunto de ecuaciones que presentan soluciones
comunes.

» Transformacion: util para modelar, analizar y disefiar sistemas de control, asi

como para resolver ecuaciones diferenciales lineales.
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» Transformada de Laplace: transformacion que asocia a cada funcién real

f (t) una funcion compleja F(s). (Z. nimero complejo).
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CAPITULO III

METODOLOGIA

3.1 Ubicacion Geografica del Estudio.

Universidad Nacional del Altiplano.

3.2 Periodo de Duracién del Estudio.

Afio académico 2017.

3.3 Procedimiento.

El trabajo de investigacion se realizé de la siguiente forma:

La basqueda de informacidn relacionada al tema de investigacion en fuentes primarios,

segundarios y paginas de internet y otros, para tener una idea clara sobre el tema de

investigacion; luego se efectud la busqueda de antecedentes relacionados sobre la

investigacion y finalmente el analisis del marco tedrico para aplicarlo al modelo

matematico utilizando ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden con

coeficientes matriciales en la vibracion de edificios.
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Variables

3.4.1. Operacionalizacion de variables.

3.4.1.1. Variable Independiente ( X)

Ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo orden con coeficientes

matriciales.

3.4.1.2. Variable dependiente (Y)

Modelo matematico en vibracién de edificios.

Analisis del resultado

3.5.1 Aplicacion de sistemas no conservativos: modelacion de sistemas con

“N” grados de libertad para edificios

En este capitulo se presentan algunos modelos de sistemas no conservativos, es
decir sistemas en la cual la energia del sistema disminuye en el tiempo, razén por
la cual un movimiento producido por alguna perturbacién inicial, no continta para
siempre. Varios factores contribuyen para este amortiguamiento. EI mas comdn es

la friccion viscosa.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L5T Nacional del
i Altiplano

A continuacion consideramos sistemas constituidos por edificios de varios pisos,

que al ser modelados, se obtiene una formulacion matricial de la forma:

M X+D x+K x=h(t).

3.5.2  Formulacion de un modelo matematico basico

Un edificio puede ser considerado como un sistema de elementos con masa
distribuida y elasticidad. Pero hay elementos que son masivos y duros (pisos) y
estan conectados con otros miembros que poseen masa relativamente pequefia

pero de gran flexibilidad (paredes, columnas).

En una estructura idealizada de “N” pisos que se muestra en la grafica N° 08 las

ecuaciones de movimiento puede ser descrita de la forma siguiente:

m% =k (Xi+l _Xi)_ki (Xi _Xi—l)+ci+l(xi+1 _Xi)

(R R £
—C (X =X )+u +w, i=1:N-1 (5.1)

my %y = —K, (xN —fol)—cN ()‘(N _XN—1)+UN + W,

Donde: M, , C; y K; son lamasa, coeficiente de amortiguamiento y rigidez

de i-ésimo piso respectivamente, “u” la fuerza de control y “w” la carga externa
ejercida sobre el i-ésimo piso. Por tanto las Ecuaciones (5.1) pueden ser escritas

también en forma matricial.
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Grafico N° 08: Modelo baésico.

Como sigue:
MX+CX+ KX=Uu+Ww, (5.2)
Donde:
m 0 O 0
0O m O 0
M —
0O 0 O m,
c,+C, —C, 0 0
co -C, C,+C, —C, 0
0 0 0 Cy
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Son las matrices de masa, amortiguacion y rigidez respectivamente.

X

(X4 Xy eenr Xy )T ,

U=(Up, Uy, Uy )

w= (W, Wy Wy )

Son el vector desplazamiento relativo a la base, el vector fuerza de control y el

vector de carga externa respectivamente.

3.5.3 Formulacion de un modelo matematico con excitaciéon sismica.

Tenemos el movimiento de una estructura lineal elastica (grafica N° 09) con “N ”
grados de libertad y amortiguamiento viscoso, sujeta a una aceleracion Xg (t) en
la base, la cual satisface las ecuaciones siguientes:

mz= ki+1(zi+1 - Zi)_ k; (Zi - Zi—1)+ci+1(zi+1 - Zi)
—-¢(2-2,),i=1:N-1 (5.3)

my ZN = _kN (ZN - ZN—l)_CN (ZN - ZN—l)
Donde “m;”, “ci” y “ki” son la masa, coeficiente de amortiguamiento y rigidez
del i-ésimo piso respectivamente, y “z" es el desplazamiento absoluto de la i-

ésima masa.
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Grafico N° 09: Edificio sin amortiguamiento de masa regulada.

Por lo tanto, si el desplazamiento absoluto “z” es sustituido por el desplazamiento

relativo “x;”, se establece las siguientes ecuaciones:

X; :zi—Xg
X =2, _).(.9 (5.4)
X, =Zi—Xg

Reemplazando las Ecuaciones (5.4) en las Ecuaciones (5.3), obtenemos

ml(xl + X.g ) = ki+1(xi+l _Xi)_ki (Xi _Xi—l)+ci+l(xi+l _Xi)
—¢ (% —%,),i=1:N-1 (5.5)

m,, (X‘N - Xg):—kN (Xy =Xy )= Cx (X —%y1)
Finalmente las ecuaciones dadas en (5.5) también pueden ser escritas como una

ecuacion diferencial matricial de segundo orden como sigue:

M (%+V&, )+ Cx+Kx =0, (5.6)
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es el vector de desplazamientos relativo.

Considerando el mismo modelo anterior, pero con un amortiguador de masa
regulada y colocado en el dltimo piso (grafica N° 10). Entonces la ecuacion de

movimiento del nuevo sistema de multiples grados de libertad es:
M (X‘+v)'('g)+C>'<+ Kx—f =0.
Esta ecuacion es idéntica a la Ecuacién (5.6), excepto por la adicion del vector

f =(0,0,0,...,c, X, +k,X, ) que representa la fuerza aplicada a los pisos.

Ii Xn '.I X !l

Xi -— = =

—— = = —

Grafico N° 10: Edificio con amortiguamiento de masa regulada.

De la Grafica N° 10 tenemos:

X4  €s el desplazamiento del vibrador absorbente relativo,

k, ,eslarigidez de la fuerza y cq es el coeficiente de amortiguamiento.
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Grafico N° 11: Amortiguamiento de masa regulada.
3.5.4  Vibracion horizontal de un edificio de 4 pisos.

Consideremos un modelo de vibracién horizontal de un edificio de cuatro pisos
[lnman D. 2001, pags. 282-283], expuesto a vientos que ocasionan un

desplazamiento inicial de:

0,025
0,020
u(0)= ,
0,010
0,001

Tal como esta representado en la grafica N° 12.

La ecuacién diferencial vectorial de segundo orden con coeficientes matriciales de

orden 4 es como sigue:
M i+Cu+Ku=F(t)

0,025

0
0,020 . 0

u(0)= 0.010 | u(0)= ol (5.7)
0

0,001
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e

ms

X
c u+kius

Grafico N° 12: Modelo de vibracion horizontal de un edificio de cuatro y

las fuerzas restauradoras en cada masa (piso).

Donde:
m 0 0 O
M — 0O m 0 O
1o 0o m o0
0 0 0 m,
k. +k, -k, 0 0
K = -k,  k,+k, Kk, 0
0 -k, ky+Kk, k4'
0 0 -k, K,
Y la matriz:
Cl
C2
C= ¢
C4
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Es consecuencia de la suposicion de determinado amortiguamiento (i, en cada

nodo del sistema.

Consideraremos que m, =m, =m, =m, =4000Kg Yy
k, =k, =k, =k, =5000 N/m. De este modo,

4000 O 0 0
0 4000 O 0

M = :
0 0 4000 O
0 0 0 4000
10000 -5000 0 0
K - —5000 10000 -5000 0
0 ~-5000 10000 -5000 |’
0 0 —5000 5000
Suponemos que existe un amortiguamiento de ¢; =0.01, i=1:4, encada

nodo.

Estos datos dan origen a la matriz [Canagualpa G.1995, pag. 47].

121,3652 349576 —6,2651 —3,0352

—34,9576 115,1000 -37,9928 44,2579
- —6,2651 37,9928 112,0649 —44,2579

-3,0352 —9,3003 44,2579 77,1073

Por otro lado vamos a suponer que se tiene la fuerza externa

05t cos 8t

e
e %%'sengt
1 cos10t

F (t) = 4000
e
e "%®tsenl0t

Reescribiendo la Ecuacion (5.7) en la forma

U+Au+Au="f(t)

Se tiene
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A=M"C
303413 43697 62651 _ 1897
10000000 5000000 40000000 2500000
43697 1151 _ 47401 93003
5000000 40000 5000000 40000000
62651 47491 1120649 442579
40000000 5000000 40000000 40000000
1897 93003 442579 771073
L 2500000 40000000 40000000 40000000 _
A =M7K
> 2 9 o
2 4
5 53 5,
_| 4 2 4
o -2 2 .5
4 2 4
0o o -2 2
L 4 4

Su polinomio caracteristico asociado p(1)= det(/lzl +AA + Az) es:

P(4)= A% +0,10640934991 " +8,7539114741° +0,61595590041° + 23, 45006228.1"
+0,88542670104° +19,53736167 4% +0,22116870114 + 2, 44140625

Resolviendo la ecuacion caracteristica, p(/l) =0, se obtiene los siguientes

resultados

A, =-0,003882885493 -0, 3882697145i,
A, =—0,003882885493 + 0,3882697145i,
A, =-0,01712927403-1,7128418i,

A, =-0,01712927403+1,7128418i,

A; =-0,02101216964 —2,101111514i,

A, =—0,02101216964 + 2,101111514i,

A, =-0,01118034583-1,117978085i,

A, =—0,01118034583+1,117978085i,

Por tanto los coeficientes del polinomio caracteristico son los b,

i=0:2n, es

decir:
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b, =1,

b, =0,1064093499,
b, =0,8753911474,
b, =0,6159559004,
b, = 23,45006228,
b, = 0,8854267010,
b, =19,53736167,
b, =0,2211687011,
b, = 2,44140625.

A continuacion obtenemos la solucion dinamica escalar d(t)resolviendo el

sistema:

Reemplazando los “p,” y desarrollando la sumatoria, se tiene la ecuacion
diferencial homogénea de octavo orden con valores iniciales

d® +0,1064093499d " +8,75391147d"® +0,6159559004d ) + 23, 45006228d ¥
+0,8854267010d® +19,53736167d? +0,2211687011d + 2, 44140625 =0

d(0)=0=d"(0)=d®(0)=d?(0)=d"“ (0)=d® (0)=d" (0)=0;d" (0) =1

La ecuacion caracteristica de la solucion dinamica escalar d(t) es:

r® +0,1064093499r" +0,8753911474r° +0,6634469004r° +0,2345261577r"
+1,087872240r° +19,54258219r” +0,4240720214r +2,44140625=0

Cuyas raices son:
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r, =—0,003882885493 - 0,3882697145i,
r, =—0,003882885493 +0,3882697145i,
r, =-0,01712927403 -1, 7128418,

r, =—0,01712927403+1,7128418i,

r, =-0,02101216964 —2,101111514i,

r, =—0,02101216964 +2,101111514i,

r, =—-0,01118034583-1,117978085i,

r, =-0,01118034583+1,117978085i,

Luego la solucion general de la ecuacion diferencial homogénea es:

d (1) = 600082843 (4 co5(—0,3882697145t) + a,5en (~0, 3882697145t )
+ 00BN (5 cos (0,3882697145t ) +a,sen (0, 3882697145t ))
(001202193 (g cos (1, 7128418t ) + agsen (—1, 7128418t ) )
(oomanrion) (3 co5(1,7128418t) + a;sen (1, 7128418t))
(0020204 (3, cos (—2,101111514t) + aysen(-2,101111514t))
a,, 0s(2,101111514t ) +a,sen (2,101111514t))
a,, cos(—1,117978085t) + a,,sen (—1,117978085t ) )
(00U (@), cos (1,117978085t) + ay,sen (1,117978085t ) )

(—0,01118034583t)

(—0,02101216964t) (

Al reducir resulta:

d (t) = e %% (¢ cos(0,3882697145t) +c,sen (0,3882697145t )
4 00T (¢ cos(1,71284181) + ¢,sen (1, 71284181))
g OCAA (¢ cos(2,101111514t) + cgsen(2,101111514t ) )
g OOMIB (¢ . cos(1,117978085t) + ¢;sen (1,117978085t ))

Hallando las constante C, ;i =1:8, y como se conoce que se cumple
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Se forma un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas son losC;;i=1:8. Al

resolver obtenemos:

¢, =—0,002363208786,
¢, =—-0,1974090656,

¢, =—0,003143974041,
¢, =—0,08405060837,
¢, =-0,0009749474756,
¢, =—0,02379281549,
¢, =—0,004532235352,
¢, =—0,1526093158.

Por tanto la solucién dinamica escalar es:

d(t) = e 0 (0, 002363208786 cos (0, 3882697145t ) - 0,1974090656 sen (0, 3882697145t )
+e OO (_0,003143974041cos (1, 7128418t) +0,08405060837 sen (1, 7128418t
+ @ OO (0. 0009749474756 cos (2,101111514t) - 0,02379281549 sen (2,101111514t )
+e PO (0,004532235352c0s (1,117978085t) - 0,1526093158 sen (1,117978085t ) ),

Cuya grafica es dada en la grafica N° 13.

Hallando las matrices p,, D,,..., 0, del problema matricial en diferencias:

D;.,+AD,;,+AD;=0,J=0:5
D =1 D,=0,

Se tiene:

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO i3 Nacional del
Altiplano

—0,03034129999 0,008739399999 0,001566274999 0,0007588
D. - 0,008739399999 —0,028775 0,009498199999 0,002325074999
?10,001566274999 0,009498199999 —0,028016225  0,01106447499
0,0007588 0,002325074999 0,01106447499 —0,01927682499

—2,498999999 1,2495 3,602404086x107"° —4,622143602x10 "
3 1,2495 2,499 1,249499999 —4,384667924x10™
* | 3,60240513x107%° 1,249499999 —2,498999999 1,249499999
—4,622144192x107° —4,384707172x10™" 1,249499999 —1,249499999

Grafica de la solucion escalar d(t) es:
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Grafico N° 13: Grafica de la solucién dinamica escalar d(t).

0,1735202889  —0,1156114043 0,01591094216 0,002018283775

D - —0,1156114043  0,1419401062  —0,1135931205 0,01792922593
* | 0,01591094216 -0,1135931205  0,1914495149  —0,09768220964
0,002018283775 0,01792922593 -0,09768220964 0,07583807933

Es Posible relacionar la masa, la amortiguacion, la rigidez y la fuerza externas, es
posible obtener un modelo matematico mediante el método operacional matricial,

teniendo en cuenta la solucion dindmica matricial.
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| 7,803126246 —6,242500998  1,560625245 3,156013554x10°°

D, - —6, 242500999 9,363751503 —6,242500996 1,560625248
1,560625245 —6,24250996  9,363751493 —4,681875747
3,156013533x10°  1,560625248 —4,681875747 3,121250497

[ 8671833172  0,7884632882 -0,27256226655 0,02604005111

D, - 0,7884632882  -1,139745036  0,8145033394  -0,2465222143
® 1-0,2725622655 0,8145033394 -1,11370557 0,5419412688

| 0,02604005111 -0,2465222143  0,5419412688 -0,3252420872

Finalmente la solucién dindmica D(t) asociada a la ecuacién

U+Au+Au="f(t)

Es dada por:

Es decir:

D(t) = (bod (1)) D +(I0,d" (1) +b,d® (1)) Dy + (0,0 (1) +bd" (1) +b,d " (1)) D
+(bd® () +Bd® (1) + .. +b,d (1)) D, +(b,d 7 (1) +b,d® (1) +..+b,d (1)) D,

Donde:

b, =1

b, = 0,1064093499
b, =0,8753911474
b, =0,6159559004
b, = 23,45006228
b, =0,8854267010
b, =19,53736167
b, =0,2211687011
b, = 2,44140625
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d (t) = e O™ (0 0023632087896 cos (0, 3882697145t ) +0,19740906565en (0, 3882697145t )
e 00O (0 00314397404 1c0s (1, 7128418t) +0,08405060837sen (1, 7128418t )
@ OIER (0 0009749474756 cos(2,101111514t ) - 0,02379281549sen (2,1011514t ) )
g OISR (0 004532235352 cos (1,117978085t) - 0,1526093158sen (1,117978085t )

Finalmente la solucion del problema es

u(t)=D(t)d, +(D(t)+D(t) A )u, + [, D(t—s) f (s)ds

Donde:

0,025

0,02

0,01

0,001

e cos(8t) |
e sen(8t)
e cos(10t)
e *®'sen(10t)

uy=M"

f(t)=

D (t) Dy(t)

)
) Dx(t) Du(t)
)
)

Dy, (t)
o0 o1l
D, (1)

2

Dy (1) Dau(t)

D1
D2
D3
D, D,;(t) Dyl(t)

2
2

La solucion dindmica matricial D(t) y la solucion vectorial:

u
u
u(t)= u2
u
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Donde cada componente es:

*  Primera componente

U, (t) = e O (0002016065092 cos (0, 3882697144t ) +)0,07148238292sen (0, 3882697144t )
+ e OO (0, 004957534491 c0s (1,117978084t) +0,01018707891sen (1,117978084t )
+e 0072402 (0,003199685151c0s (1,17128418t ) + 0,007454400083sen (1, 7128418t
+g 00RO (0, 005927141677 cos(2,101111514)+0,02191391552sen(2,101111514t))
+e7%%(7,407847419x 107 cos(10t) +3, 22633917 x 10" sen(10t))
e (1,64381331x10°° cos (10t) +1,480457742x 10 ° sen(10t))
+e°%(0,0003293261777sen (8t) — 2,196019571x 10 cos(8t))
—e7°*(0,01607131318cos(8t) +0,002035849891sen (8t )

Cuya gréfica es dada en la gréfica N°14.
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Grafico N° 14: Grafica de la solucion de movimiento de la primera componente u(t).
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= Segunda componente:

U, (t) = e =7 (0,00003788963069¢ 0 (0, 3882697144t ) +0,1343429353s en 0, 3882697144t ) )

+ g OO (0, 00495753449 cos (1,11797808t ) +0,01018707892sen (1,117978084t )

+e OO0 (0,001111238959 cos (1,17128418t) + 0,002588885857sen (1, 7128418t ) )

+ g OOHOE (0,003357406614sen (2,101111514t) - 0,00908090835 ¢cos ( 2,101111514t))
+e7°%(2,169948373x10° cos (10t) -1,632793049x 10 * sen(10t)

+¢7°*(0,000995662599 cos (10t) - 5,318792266 x10™° sen (10t )

+€°%(0,000995662599 cos (8t) - 0,01622714077sen (8t ))

—e7°*(0,0003211097011cos (8t )+ 6,386967822sen(8t))

Cuya gréfica es dada en la gréfica N° 15.
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Grafico N° 15: Grafica de la solucion de movimiento de la segunda componente u(t).
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=  Tercera componente:

U, (t) = e, (0, 005104855334c 05 0,3882697144t ) +0,180333747sen (0, 3882697144t

| g 0011180345831 (2, 755298523x 10" sen(1,117978084t) - 7,707047248x10™ cos (1, 117978084t))
00T (0. 002819755785¢ 05 (117128418t ) +0, 006555289369 en (1, 7128418t )
+@ OO (0, 07985616221.c05( 2,101111514t) - 0,02952453858sen 2,101111514t))
+6™ (9,449843173x10°° cos (10t + 0,0001805150932sen (10t

+€7(0,0102573235¢ 05 (L0t ) + 0,0001805150932en (L0t )

+€°%(0,0003295876122sen 8t ) - 2,056543769 x10°° cos (8t ) )

+€ % (5,776596433x10 6 cos(8t) + 4,918437299x10 * sen (8t)

Cuya grafica es dada en la grafica N° 16.
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Grafico N° 16: Grafica de la solucién de movimiento de la tercera componente u(t).
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= Cuarta componente:

u, (t) = e %% (0,005805026965¢ 0s (0, 3882697144t ) + 0, 20582531 79sen (0,3882697144t ))
+e OO (0, 004957534657 cos (1,117978084t ) +0,010187078902sen (1,117978084t )
+e 00T (0,002088446097 cos (1,17128418t ) +0,004865514181sen (1, 7128418t))
+e 0O (0,01166015079sen(2,101111514 ) —0,003153766083¢ 0s(2,101111514t)
+e 0% (8, 252532941x107° cos(10t)—0,01012769853x107° sen (10t))
+e°*(0,0001300636085cos (10t) - 6, 799250541x 10" sen (10t))

+e7°%*(5,111560134x10°° cos(8t) — 6,128641958 10 °sen(8t))
—e " (3,771807528x10"" cos(8t) —1,339245808x 10 ° sen (8t))

Cuya gréafica es dada en la grafica N° 17.
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Grafico N° 17: Grafica de la solucion de movimiento de la cuarta componente u(t).
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CAPITULO IV

METODOLOGIA DE INVESTIGACION

4.1 DISENO METODOLOGICO DE INVESTIGACION

4.1.1 Tipoy Disefio de Investigacion.

4111 Tipo de Investigacion.

El tipo de investigacion es basica tedrica-aplicativa, ya que toda investigacion se
basa en profundizar los resultados del tema apropiada, también incrementa los
conocimientos que existen en las aplicaciones de modelo matematico utilizando
ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo con coeficientes matriciales en

la vibracion de edificios.

41.1.2 Disefio de Investigacion.

El disefio de la investigacion bajo el cual se realizo el presente proyecto de
investigacion es inductivo-deductivo, y aplicativo que consiste en aplicar las
ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo con coeficientes matriciales en

la vibracion de edificios.
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4.1.2  Meétodos, Técnicas y Estrategias

4121 M¢étodo.

Los métodos utilizados son deductivo y aplicativo; porque se ha analizado las
definiciones y teoremas de ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo con

coeficientes matriciales, para aplicarlos en la vibracion de edificios.

Técnica.

Lectura y analisis de las definiciones, propiedades y teoremas de las ecuaciones
diferenciales vectoriales de segundo orden con coeficientes matriciales, ademas
los conceptos béasicos de oscilaciones y vibraciones, para poder utilizar en la
investigacion, en los materiales de consulta para la asimilacion y aplicacion

apropiada en la investigacion.

4.1.2.2 Estrategias.

Revision bibliogréfica y busqueda en el internet informaciones necesarias para

la facilitacion y aplicacion en la investigacion.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

Al terminar el trabajo de investigacion, se llegé a las siguientes conclusiones:

* El modelo matematico siguiente M X+C x+K x=f (t) ,donde M , Cy Kson

matrices arbitrarias de “nxn”, ha sido obtenido mediante una formulacién en la que
se relacionan las diferentes componentes que acttan en el sistema, en el que se

analiza la vibracién de un edificio.

= Para su solucion de M X+C X+K x="f(t) se requiere la llamada solucién

dinamica, la que permite determinar la respuesta en el dominio temporal, evitando la

necesidad de alguna forma diagonal o de la forma candnica de Jordan.

= Lasolucion dindmica D(t) nos permite dar una interpretacion fisica acerca de cada
uno de los elementos (pisos) del movimiento de un edificio, el cual sometido a un
sismo, nos permite afirmar que su elemento ij (t) es la respuesta de la k-ésima

componente del sistema, debido a una fuerza unitaria concentrada en la j-ésima

componente.
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CAPITULO VI

RECOMENDACIONES:

= Se recomienda tener en cuenta la teoria de ecuaciones diferenciales vectoriales de
segundo orden con coeficientes matriciales en la vibracion de edificios, para trabajos
de investigacion en el area de ingenieria civil en el tema de modelamiento para

problemas de vibraciones en movimientos sismicos.

= Se recomienda utilizar la teoria ecuaciones diferenciales vectoriales de segundo
orden con coeficientes matriciales en los proximos trabajos de investigacién en el
area de ingenierias, para que pueda ver el modelamiento en temas especificos en

dichas areas.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO [1:3# Nacional del
Altiplano

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

[1]. Apostol T. (2006). Analisis Matematico, Reverte S.A..

[2]. Avello A. (2006). Teoria de Maquinas. Universidad de Navarra.

[3]. Braun, M. (1993). Differential equations and their applications, Springer—
Verlag: Berlin.

[4]. Boyce W.E. y DiPrimaR. C. (1996). Ecuaciones diferenciales y problemas
con valores en la frontera: Limusa. México.

[5]. Canagualpa G. (1995).A solucdo dinamica em sistemas mecanicos
amortecidos, dissertacdo de Mestrado,UFGS/CPGMAP.

[6]. Claeyssen J. (1990). On predicting the response of non-conservative linear
vibrating systems by using dynamical matrix solutions, Journal of Sound and
Vibration.

[7]. Collante A. (2005). Controlabilidad y observabilidad en ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes matriciales. UNI.

[8]. Fazlollah R. (1977). Los Espacios Lineales en Ingenieria. Reverte S. A.

[9]. Marcellan, F. & CasasUs, L. & Zarzo, L. (1990). Ecuaciones diferenciales.
Problemas lineales y aplicaciones, McGraw—Hill.

[10]. Graham S. (2000). Fundamentals of Mechanical Vibrations. Mc Graw_Hill.

[11]. Higham N. (2008) Functions of Matrices Theory and computation. Society
for Industrial and Applied Mathematics.

[12]. Inman D.(2001). Engineering Vibration. Prentice hall, Inc.

[13]. Meirovitch L. (1986). Elements of Vibration Analysis. Mc Graw-Hill, Inc.

[14]. Sproviero M. (2005). Transformada de Laplace y e Fourier. Nueva Libreria,
Buenos Aires.

[15]. D.S. N°011-2006-VIVIENDA. Reglamento nacional de edificaciones. G.040.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L5T Nacional del
Altiplano

ANEXOS

Para poder realizar los graficos se utilizo el programa mateméatico MATLAB, siguiendo

el siguiente procedimiento en cada caso:

» Primero se define el vector de “x”, en nuestro caso "t que representa el tiempo,
de un tiempo cero hasta un tiempo 1600, y se coloca el valor de cuanto en cuanto
gueremos que varié nuestro tiempo en este caso 0.1, finalmente se coloca el punto

y coma para que no aparezca en la pantalla todo los valores que asume t.

t=0:0.1:1600;

» Segundo se define el vector “y” con una regla de correspondencia o la que
queramos graficar; de igual manera colocaremos punto y coma para que no
aparezca en la pantalla los valores que asumira “d(t)”; para nuestro caso

graficaremos: “d(t)”; con la siguiente formula:

d(t)=exp(-0.003882885493*t). *(-0.002363208786.*C0s(0.3882697145*1)-
0.1974090656.*sin(0.3882697145*t))+exp(-0.01712927403*t).*(-
0.003143974041.*cos(L.7128418*t)+0.08405060837. *sin(1.7128418*t))+exp(-
0.02101216964*t).*(0.0009749474756.*c0s(2.101111514*t)-
0.02379281549.%sin(2.101111514*t))+exp(-
0.01118034583*t).*(0.004532235352.*cos(1.117978085*t)-

0.1526093158.*sin(1.117978085*1));
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» Tercero, se usa el comando PLOT para poder hacer un bosquejo del grafico que
estamos deseando; de la siguiente manera:

Plot (t,d).

» Finalmente en el grafico que se nos muestre colocaremos en los ejes coordenados
los datos que deseemos que aparezcan y del tamafio que lo deseemos; en nuestro
caso en el eje “x” colocaremos “t” que representa en el tiempo, asi como en el eje

“y” colocaremos el valor de “d(t)” que representa la variacion en el tiempo.
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