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Resumen

En el presente trabajo de investigacion, primeramente se prueba el Teorema de
Urysohn (lema de Urysohn), en el cual indica que un espacio topoldgico es normal si,
y sOlo si, cualquier par de subconjuntos disjuntos y cerrados pueden ser separados por
una funcién continua. Este lema se utiliza cominmente para la construccion de funciones
continuas con varias propiedades en espacios normales. Es ampliamente aplicable, ya que
todos los espacios métricos y todos los espacios de Hausdorff compactos son normales.
Una primera aplicacion del Lema de Urysohn constituye el Teorema de Metrizacion de
Urysohn. Otra aplicacion es el Teorema de Extension de Tietze. Finalmente, probamos un
Teorema que estable la conexion entre el lema de Urysohn y el Teorema de extension de

Tietze.

Palabras clave: Lema de Urysohn, Teorema extension deTietze, Espacios normales, Es-

pacio topoldgico metrizable.
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Abstract

In the present research work, the Theorem (Urysohn’s lemma) is first shown, in
which it indicates that a topological space is normal if, and only if, any pair of disjoint and
closed subsets can be separated by a continuous function. This lemma is commonly used
for the construction of continuous functions with several properties in normal spaces. It is
widely applicable, since all metric spaces and all compact Hausdorff spaces are normal. A
first application of the Urysoh’n Lemma, we consider the Urysoh’n Metrization Theorem.
Another application is the Tietze Extension Theorem. Finally, we will prove a Theorem to

establish the connection between the Urysoh’n lemma and Tietze’s Extension Theorem.

Keywords: Urysohn’s Lemma,Tietze’s extension theorem, Normal spaces, Metrizable to-

pological space.
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Capitulol

Introduccion

La topologia, es una de las ramas mas jovenes de las matemaéticas, en contraste
con el élgebra, la geometria y la teoria de nimeros, cuyos origenes se remontan a la

antiguedad, sin embargo, la topologia hace su gran aparicion en el siglo XVII.

Este trabajo se realiza en base a la siguiente pregunta ; Existe una funcién continua
no constante de un espacio topolégico (X, 7") con valores reales?. Si (X, 7") es normal,
la respuesta es sorprendente y es dada por un lema. Dicho lema lleva por nombre el lema
de Urysohn, el cual indica que un espacio topoldgico es normal si, y sélo si, cualquier
par de subconjuntos disjuntos y cerrados pueden ser separados por una funcién continua.
Este lema se utiliza comunmente para la construccion de funciones continuas con varias
propiedades en espacios normales. Es ampliamente aplicable, ya que todos los espacios

métricos y todos los espacios de Hausdorff compactos son normales.

Pocas veces, durante los estudios universitarios, tocamos dicho lema, pero cuando
lo hacemos es para realizar pasos fundamentales en una demostracion o teoria. Vamos a

ofrecer tres aplicaciones de dicho lema.

1) La primera aplicacién es un resultado topoldgico y nos dice cuando un espacio to-
poldgico (X, T') es metrizable, es decir, cuando podemos afirmar que existe una métri-
caen X de forma que la topologia del correspondiente espacio métrico sea la misma
que la que ya teniamos, es decir, 7. El resultado afirma que si el espacio satisface el

segundo axioma de numerabilidad y es normal, entonces es metrizable.

2) Una segunda aplicacion del lema de Urysohn, es el teorema de extension de Tietze,
el cual afirma que siendo (X, 7) un espacio normal, Y un subespacio cerrado de X
y [/ Y — R continua tal que f(Y) < [a,b], entonces existe una funcién continua

f X > Recon f(X) < [a,b] que extiende f.

10
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3) Finalmente, una interesante consecuencia de lema de Urysohn y del teorema de exten-
sion de Tiezte muestra que la normalidad es precisamente la condicion para que estos
dos resultados trabajen. Mas precisamente este resultado indica que para un espacio

Ti, (X, T), las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es normal.

(b) Para cualesquiera conjuntos cerrados y disjuntos F',G < X, existe una funcién

continua f : X — Rtalque f(X) < [0,1], flr =0y flg = 1.

(c) Para cualesquiera conjuntos cerrados y disjuntos F,G < X, existe una funcién

continua f : X —» Rtalque f|r =0y f|g = 1.

(d) Para cualquier subespacio cerrado Y de X y para cualquier funcién f : ¥ — R
con f(Y) < [a, b], existe una funcién continua f : X — R con f(X) < [a, b] tal
que fly = f.

(e) Para cualquier subespacio cerrado Y de X y para cualquier funcién f : Y — R,

existe una funcioén continua f: X — Rtal que f|y = f.

1.1. Planteamiento del problema

En la actualidad, la Topologia es una nueva rama de la mateméatica muy inves-
tigada, debido a la existencia de muchos problemas abiertos y aplicaciones interesantes.
Los objetos de estudio, espacios topoldgicos, muestran una gran diversidad de problemas.
Uno a menudo esté interesado en funciones continuas, el concepto de funcién continua
es basico para una gran parte de las matematicas, el nimero de funciones continuas de un
espacio topoldgico X con valores en un espacio R puede variar mucho, dependiendo de
las topologias: todo es posible desde ’todas las funciones son continuas™ hasta ’sélo las
funciones constantes son continuas . La investigacion propuesta estd basada en la exis-
tencia de funciones continuas no constantes de un espacio topolégico de X con valores

reales.
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1.2. Formulacion del problema

La presente investigacion se plantea, responder la siguiente interrogante: ;Existe

una funcién continua no constante de un espacio topolégico normal X con valores reales?

1.3. Hipotesis de la investigacion

Sea (X, T) un espacio topoldgico. En gerenal no existe una funcién continua de
X en R. Si X es un espacio normal obtenemos un resultado sorprendente (y sorprenden-

temente facil de probar) y es dado por el Lema de Urysohn.

1.4. Justificacion del estudio

El Lema de Urysohn es uno de esos resultados que el alumno lo recibe més o me-
nos indiferente a pesar de los esfuerzos por parte del profesor en insistir de su importancia,
pocas veces, durante la licenciatura, saldrd dicho Lema, pero cuando aparezca serd para
hacer pasos fundamentales en una demostracion o teoria, por ejemplo una caracterizacion

de los espacios normales.

1.5. Objetivos de la investigacion

1.5.1. Objetivo general

Establecer la prueba del Teorema (Lema de Urysohn)

1.5.2. Objetivos especificos

- Aplicar el Teorema (Lema de Urysohn) para demostrar cuando un espacio topoldgico

es metrizable.

- Aplicar el Teorema (Lema de Urysohn) para establecer y probar el teorema de extension

12
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de Tietze

- Aplicar el Teorema (Lema de Urysohn) para establecer la conexion entre el lema de

Urysohn y el Teorema de extension de Tietze.
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Capitulo2

Revision de literatura

En este capitulo presentaremos un resumen de los resultados basicos necesarios
para el desarrolo de los capitulos siguientes, abordaremos algunos conceptos a cerca de los
espacios normados, espacios métricos, convergencia y continuidad en espacios métricos,
espacios métricos completos, espacios topoldgicos, base de una topologia, continuidad y
convegencia de redes, axiomas de separacion. Tales conceptos son imprescindibles para
el entendimiento de la demostracion de los resultados que son consecuencias del Teorema

(Ilema) de Urysohn.

2.1. Espacios Métricos

2.1.1. Espacios Vectoriales

Definicion 2.1 (Espacio Vectorial). Un conjunto V/, no vacio, se llama ESPACIO VEC-
TORIAL sobre un campo T si estd provisto de dos operaciones: suma (+) y producto (-),

definidos de la manera siguiente:

+:VxV -V G FxV -V

(z,y) >z +y (o, ) — oz

tales que para todo x,y,z € V' y o, 3 € F, dichas operaciones satisfacen los axiomas
siguientes:

Al. (z+y)+z=x+(y+ 2)

A2. z+y=y+zx

A3. Existe 0! e Vtalque z + 0 = .

A4. Para cada z € V, existe tinico —z € V tal que x + (—x) = 0.

14
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Pl. a(z+y) = ar + ay
P2. (a+ B)z = ax + fx
P3. a(fx) = (af)x

P4. Existe le Ftalquel -z ==z

Los elementos de V' se llaman VECTORES y los elementos de [F se llaman ESCALARES.
(Norman B. Haaser, 1978, Pag. 61)

Ejemplo 2.1 ( Espacio R"). SeaR" = {(x1, - ,x,) : 1, -+ , 2, € R}. Se definen sobre
R™ la suma y producto por escalares mediante:

rH+y=(r1+y,  Tn+Yn), axr = (T, - ,0T,)

donde x = (1, -+ ,xn), ¥y = (y1,- - ,yn) € R" y @ € R. Entonces R" es un espacio

vectorial.

Ejemplo 2.2. Sea V' el conjunto de todas las funciones de un conjunto no vacio X en un
campo F. Para todo par de funciones f,g € V' y todo escalar o € F, sean f + gy kf las

funciones en V' con valores en I definidas por:

(f+9)z)=f(z)+g) vy (af)(z)=af(z),Vre X.

Entonces V' es un espacio vectorial sobre F.

Definicion 2.2 (Subespacio Vectorial). Sea 1+ ¢ un subconjunto de un espacio vec-
torial V' sobre un campo F. Se dice que W es un subespacio vectorial de V, si W es un
espacio vectorial sobre [F con respecto a las operaciones de V': suma de vectores y pro-
ducto por un escalar.

(Lipschutz, 1992, P4ag.170)

Teorema 2.1. Sea W es un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces W es un

subespacio vectorial de V' si se cumple:

(a) 0 W.
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(b) Para todo par de vectores u,v € W, la suma u +v e W.

(c) Paratodouw e W y para todo o € F, la multiplicacion au € W.

Demostracion. Para la prueba ver (Lipschutz, 1992, Pag. 194) 0

Ejemplo 2.3. Sea X # ¢ un conjunto. El conjunto de las funciones acotadas de X en R

es un subespacio del espacio vectorial:

F(X,R)={f: X — R: fesuna funcién} .

Ejemplo 2.4. Sean U y W subespacios de un espacio vectorial /. Entonces la intersec-

cion U n W es también un subespacio de V.

2.1.2. Espacios Normados

Definicion 2.3 (Espacios Normados). Sea F un espacio vectorial sobre un campo F = R
6 F = C. Una norma en £ es una funcion || || : £ — R tal que:

(N1) ||z|| = 0 paratodo = € E, con ||z|| = 0si, y s6lo si, z =0

(N2) |[Az|| = |A]||z|| paratodo A e Fyz e E

(N3) [lz + yl| < [l=]l + l[y|l para todo 2,y € E

Un espacio vectorial normando es un par (E, || ||) donde E es un espacio vectorial y || ||

es una norma en F.

(Lima, 1976, P4g.23)

Ejemplo 2.5. Sea X cualquier conjunto no vacio. Sea B(X, R) el conjunto de todas las

funciones acotadas con valores reales. Entonces

[flloo = sup {[f()] : t € X}

define una norma en B(X, R).
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Ejemplo 2.6 (Espacio C ([0,1],F)). Sea E = C ([0, 1],F) el espacio de todas las fun-
ciones continuas definidas en el intervalo [0, 1] con valores en F. La funcién definida en

E por:

[flleo = sup {|f ()] : £ € [0, 1]}

es un normaen F .

2.1.3. Espacios Métricos

Definicion 2.4 (Espacios Métricos). Sea X un conjunto. Una métrica sobre X es una

funcién d : X x X — R con las siguientes propiedades:

M1) d(z,y) = 0 paratodo z,y € X yd(xz,y) =0siysélosiz =y
(M2) d(z,y) = d(y, ) paratodo x,y € X

(M3) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) paratodo x,y, z € X

Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y d es una métrica en X.
Si la métrica es obvia o irrelevante para un estudio particular, el espacio métrico (X, d) se
escribira por X.

(Runde, 2005, P4ag.23)
Ejemplo 2.7 (El espacio Euclidiano R™). R" con la métrica euclidiana es un espacio
métrico. Sea X = R"y

d:R"xR" — ]R, ({ﬂ,y) — d(g) y) = (33@ _ y1)2

n
=1

M1) d(z,y) = (zi —y:)2 2 0,Vz,ye R yd(z,y) =0z =y

n
i=1

(M2) d(z,y) = d(y, z) paratodo x,y € R™.
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En efecto,

(yi - $i)2

I
.M:

1

7

d(z,y) = d(y,z), Y,y € R"
M3) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y, z € R™.

En efecto, sean los nimeros reales uy, us, - -+, u, y v1, v, - - - , v, satisfacen la de-

sigualdad de Cauchy siguiente:

(Be0) = (8) (&)

2.1)

L
S
no
N——
—~
g
&
no
N——

d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Ejemplo 2.8 (Subespacios Métricos). Sea (X, d) un espacio métrico y sea Y un subcon-
junto de X . Entonces la restriccion de day x Y (d|yxy : Y x Y — R) transforma a Y’
en un espacio métrico.

El espacio métrico (Y, d|y«y) es llamado subespacio métrico de X, la métrica de Y se
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dice inducida por la de X.
(Waldmann, 2014, Pag.7)

Ejemplo 2.9 (Metrica inducida por la Norma). Si (E, ||-||) un espacio vectorial norma-
doyz,y € E, definimos d : E x E — R tal que d(z,y) = ||z — y||, entonces (E, d) es

un espacio métrico.

Ejemplo 2.10 (Espacio B(.S,Y)). Sean S # (J un conjunto y (Y, d) un espacio métrico.

La funcién f : S — Y se dice que es acotada si

sup d(f(z), f(y)) < ©

z,yesS

El conjunto B(S,Y) = {f : S — Y : f es acotada} es un espacio métrico con la métrica

definida por

D(f,g) = supd(f(z),g(x)) (f g€ B(S,Y)).

zeS

Ejemplo 2.11. Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos d: X x X — Rtal que

Y d('r’ y)

d(z,y) = T+d(x,y) (z,y € X),

~

entonces (X, d) es también un espacio métrico.

Ejemplo 2.12 (Espacio Métrico Discreto). Sean X un conjunto y la funciéon d : X x

X — R definida por

I, =#y,

entonces (X, d) es un espacio métrico. La métrica d es llamada la métrica discreta.
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2.1.4. Conjuntos Abiertos y Cerrados

Definicion 2.5 (Bola Abierta). Sean (X, d) un espacio métrico, 2o € X y r > 0. La bola

abierta de centro z y radio r se define por:

B.(xo) ={x e X : d(z,x¢) < r}.

(Runde, 2005, Pag.28)

Proposicion 2.2. Dados dos puntos distintos x,y en un espacio métrico X, entonces

existen en X dos bolas abiertas disjuntas con centros x 'y y respectivamente.

(Lima, 1976, Pdg.27)

d(z,y)
2

Demostracion. Sea r tal que 0 < r < el radio de las bolas. Supongamos que

B, (z) n B.(y) # . Luego, existe z € X tal que

2 € B.(x) n B,(y) = 2z € B.(x) A 2z € B.(y).

Por consiguiente,

d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) <r+r=2r <d(z,vy)

es una contradiccién. Por lo tanto B,.(x) n B,.(y) = &. O

Ejemplo 2.13 (Bola Abierta en Espacio Discreto). Sean (X, d) un espacio métrico dis-

creto, xo € X y r > 0. Entonces

{.’170} ,r < 1,

Definicion 2.6 (Conjunto Abierto). Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto U < X
se dice abierto si, para cada = € U, existe € > 0 tal que B.(z) < U.

(Runde, 2005, Pag.28)

Ejemplo 2.14. Sean (X, d) es un espacio métrico, zo € X y r > 0. Entonces U = B,.(x)
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es un conjunto abierto.
B,.(x0) es abierto < Yz € B,.(xg),3e > 0/B.(x) < B,(x)
Para todo = € B,(x), tenemos d(x,xo) < r =€ :=1r —d(x,x0) > 0. Seay € B.(z),

d(y,z,) < d(y,v)+d(z,z0)

< e+ d(z, )

= r—d(z,x0) + d(x, xo)
d(y,z,) < r

Luego B.(x) < B,(xo). Por lo tanto, la bola abierta es un conjunto abierto.

Proposicion 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces

(a) &y X son abiertos;

(b) SilU es una familia de subconjuntos abiertos de X, entonces | J{U : U € U} es abier-

to;

(c) Si Uy y Us son subconjuntos abiertos de X, entonces Uy, n U, es abierto.

(Runde, 2005, Pdg.29)

Demostracion. (a) X es abierto < Vx € X, 3e > 0/B,(x) < X (Por definicién de bola
abierta). Por lo tanto X es abierto.
Supongamos que ¢ < X no es abierto = Jx € ¢J, Ve > 0/B.(x) € &, lo cual es

una contraccion. Por lo tanto ¢ es abierto.

(b) Sea ! una familia de subconjuntos abiertos de X y seaz € | J{U : U € U}.

x € U{U :Uel} = U e U tal que x € Uy (como Uj es abierto)
= 3e>0/B(x) c Uy = | J{U: U et}

Por lo tanto | J{U : U € U} es abierto.
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(¢) Sean Uy, U, c X abiertos y sea z € Uy N Us.

SizxelU; nUs,entoncesx € Uy yxz e U,

U, abierto = Vx e Uy, 3e; > 0/B, (z) < Uy

Uy abierto = Vx € Uy, Jea > 0/B,,(z) < Uy
Sea ¢ = min {ey, €2}
B.(z) € B, (z) € Uy A B(x) € B, () € Uy = B(z) c Uy n Uy

Por lo tanto, U; n U, es abierto.

O]

Ejemplo 2.15. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto U < X es abierto si, y s6lo
si, U es la unién de bolas abiertas.
En efecto, es claro que si U es la unién de bolas abiertas, entonces U es abierto. Recipro-

camente, si U es abierto

U abierto = VYaeU,3e, >0/ {a} < B, () U
— U=U{$}CUBeI($)CU

zelU zelU

— U=|JB.()

zeU

Ejemplo 2.16. Sean (X, d) un espacio métrico discreto y S < X. Entonces

S=Jf} = Bi@)

zeS zeS

es abierto; es decir, todos los subconjuntos de X son abiertos.

Definicion 2.7 (Entorno). Sean (X, d) un espacio métrico y = € X. Un subconjunto N
de X es llamado un entorno de z si existe un abierto U de X talque z € U < N. La
coleccion de todos los entornos de x es denotado por N,

(Runde, 2005, P4g.29)

Proposicion 2.4. Sean (X, d) un espacio métrico y x € X. Entonces:
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(b) SiN eN,yN < M, entonces M € N;

(c) Si N1, Ny € N, entonces N; n Ny € N,

Ademds, un subconjunto U de X es abierto si, y solé si, U € N, para todo y € U.

(Runde, 2005, Pdg.29)

Demostracion. (a) X > Ne N, < 3¢ > 0/B.(z) = N

Supongamos que N < X, tal que existe ¢ > 0 tal que B.(x) = N. Ya que B.(x) es

abierto tal que x € B.(x) < N, luego existe U = B.(x) abierto tal que x € U < N.

Por lo tanto N € N,

Supongamos que N € N,

NeN, = 3JU c X abierto tal que z € U = N (Como U es abierto)

= VreUde>0talque Be(x) cUc N

Por lo tanto 3 ¢ > 0/B.(z) € N

(b)) Ne NyANc M= MeN,

NeN, =

=

J U abiertotalque x e U = N
JU abiertotalquez e U =« N < M
J U abiertotalque x e U <« M

Me N,

(c) Si Ny, Ny € N, entonces N; n Ny € N,

NieN, = 3U, abiertotalque x € Uy = N,

N2 € Nm = 3 U2 abierto tal que x € UQ C N2

= JU;nUsabiertotalque z € Uy n Uy < Ny n Ny

= NlﬂNQGNx
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=

Ademads, un subconjunto U de X es abierto siy sol6 si U €

U O]

y para todo y €

Definicion 2.8 (Conjunto Cerrado). Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto F
de X es llamado cerrado si X\ F' es abierto.

(Runde, 2005, P4g.30)

Definicion 2.9 (Bola cerrada). Sean (X, d) un espacio métrico, zo € X y r > 0. La bola

cerrada de centro x( y radio r se define por:

B [zo]l ={re X :d(z,z9) <7}

(Runde, 2005, P4g.30)

Ejemplo 2.17. Si (X, d) es un espacio métrico, toda bola cerrada B, [z(] es un subcon-

junto cerrado de X.

X\B, [zo] es abierto < Vx e X\B, [x¢],3 € > 0/B.(x) ¢ X\B, [x0]

Seax € X\B, [xo] = d(x,7¢) > r.Seae:=d(x,x9) — 1 >0

y€ B(r) = d(x,y) <end(x,zg) <d(x,y)+ d(y,zo)
= —d(z,y) > —e Ad(y,z0) = d(x,z0) — d(z,y)
= d(y,xo) = d(z,x0) — d(x,y) > d(x,10) — € = d(x,20) — d(x,70) + T
= d(y,xo) >r

= YE X\BT [.To] .

De ello se sigue que X\ B, [x¢] es abierto, por consiguiente B,.[x(] es cerrado.

Ejemplo 2.18. Si (X, d) es espacio métrico discreto, entonces todo subconjunto U de X

es abierto y cerrado.

Proposicion 2.5. Sea (X, d) un espacio metrico. Entonces,

(a) &y X son cerrados;
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(b) Si F es una familia de subconjuntos cerrados de X, entonces (\{F : F € F} es

cerrado;

(c) Si Fyy F; son subconjuntos cerrados de X, entonces Fy U F; es cerrado.

(Runde, 2005, Pdg.30)

Demostracion. (a) ¢J es cerrado, puesto que X es abierto.

X es cerrado, puesto que ¢J es abierto.

(b) Sabemos que X\ ({F : F e F} = |J{X\F : F € F}, es claro que X\F es abierto
puesto que F' € F es cerrado, entonces X\ [|{F : F' € F} es abierto. Por lo tanto,
({F : F € F} es cerrado.

(c¢) Sabemos que X\(F; U Fy) = (X\F1) n (X\Fy), es claro que X\F; y X\F;, son
abiertos puesto que Fy y Fy son cerrados respectivamente, entonces X \(Fy U Fy) es

abierto. Por lo tanto, F; u F; es cerrado.

]

Definicion 2.10 (Clausura). Sea (XX, d) un espacio métrico. Para cada S — X, la clausura

de S se define por:
gzﬂ{F:FcXcerradoyScF}.

(Runde, 2005, P4g.30)

Observacion. De la Proposicion 2.5 (b) es inmediato que la clausura de un conjunto es

un conjunto cerrado.

Proposicion 2.6. Sean (X, d) un espacio métricoy S — X. Entonces

S = {reX:NnS+#Jparatodo N € N}

= {ze X :B(x)nS # & paratodoe> 0}.

(Runde, 2005, Pdg.31)
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Demostracion. Cada bola abierta es un entorno de su centro y cualquier entorno de un

punto contiene una bola abierta centrada en ese punto; por lo tanto,
{reX:NnS# Jparatodo N e N} ={xe X : B(x)nS # & paratodoe > 0}.

Denotamos cl(s) = {x € X : N n S # J paratodo N € N}

i) Seaze SyNeN,=xeSy3Uc X abiertotal que x € U = N

Supongamosque Nn S=¢g = UnS=
= Sc X\U
= S < X\U, Yaque X\U es cerrado.
= 1z € X\U es una contradiccién puesto que z € U.
Por lo tanto S < cl(S)
ii) Sea x € cl(9)
Supongamos que x ¢ S = U = X\S es un abierto conteniendo

= zeX\S=UeN,

= U n S = Jesunacontradicciéon yaque N n .S # .

Por lo tanto cl(S) < S.

Observacion. Si (X, d) un espacio métricoy A, B ¢ X, entonces
X=X, AcAyAc B= Ac B.

Ademas, A es cerrado si, y solo si, A = A.

(Lima, 1983, Pag.73)

Ejemplo 2.19. Cualquier intervalo abierto en R contiene nimeros racionales. Por lo tanto,

Q=R
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Ejemplo 2.20. Sea (X, d) un espacio métrico. Es claro que B,.(xo) < B, [zo] para todo
xg € X yr > 0. En general, la igualdad no se cumple. Si (X, d) es discreto y tiene mds

de un elemento, tenemos para cualquier xy € X que

Bi(xo) = {zo} = {20} = X = Bi[x0] .

Definicion 2.11 (Denso y Separable). Sea (X, d) un espacio métrico.

a) Un subconjunto D de X se dice densoen X si D = X.

b) Si X tiene un subconjunto denso numerable, entonces X es llamado separable.

(Runde, 2005, P4g.31)

Ejemplo 2.21. Q es denso en R. En particular, R es separable.

2.1.5. Convergencia y Continuidad

Definicion 2.12 (Convergencia de Sucesiones). Sea (X, d) un espacio métrico. La su-
cesion (x,)>_jen X se dice convergente a € X si, para cada ¢ > 0, existe n. € N tal
que d(z,,r) < € para todo n > n.. Entonces decimos que z es el limite de (z,,)%_; y
escribimos x = lim =z, 0 z,, — .

n—o0

(Runde, 2005, Pag.35)

Simbodlicamente

= lim z, <= Ve>0,In.e N/n =2 n. = d(z,,x) <e
n—oo

Observacion. (a) La sucesion (z,,)_; en un espacio métrico converge a x si, y solo si,

para cada N € N, existe ny € N tal que z,, € N para todon > ny.

(b) Afirmar que lim,,_,,, ,, = x en un espacio métrico X, equivale a decir que toda bola
abierta de centro x (o todo entorno N de x) contiene x,, para todo valor de n, con

excepcion de un nimero finito de ellos.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO %\ Josf Nacional del
Altiplano

Definicion 2.13 (Sucesion Acotada). Una sucesion (z,,)_; en un espacio métrico X se
dice acotada si el conjunto de términos de la sucesion es acotada, es decir, debe existir
¢ > 0 tal que d(x,, x,) < c para cualesquiera m,n € N.

(Lima, 1983, P4g.116)
Proposicion 2.7. Toda sucesion convergente es acotada.

(Lima, 1983, Pdg.118)

Demostracion. Sea lim z, = = en un espacio métrico X. Escogemos ¢ = 1, existe

n—00

ne € N tal que

n=n. = x, € B(x).

Por lo tanto el conjunto de los términos de la sucesion esta contenido en:

{1, 2.1} U By(2),

luego la sucesion (z,)>_; es acotada. O

Proposicion 2.8 (Subsucesion Convergente). Si x,, — x, entonces toda subsucesion de
( o]
x,)X_| converge para .

(Lima, 1983, Pdg.119)

Demostracion. Sea N’ = {n; <ns <--- <ny <---} un subconjunto infinito de N.

Dado € > 0.

T, > = In.e N/n>=n.=d(z,,x) <e.

Luego existe también k. € N tal que n;. = n.. De ahi sigue que

k=ke=ng=ng =ne=dx,,r) <e

Por lo tanto lim z,, = lim z,, = x. l
k—o0 n— 00

Ejemplo 2.22. Sea (X, d) un espacio métrico discreto, y sea (z, ), una sucesién en X

que converge a x € X. Entonces existe n; € N tal que d(z,,z) < 1 paran > ny; es
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decir, x,, = x paran > n;. por lo tanto, toda sucesion convergente en un espacio métrico

discreto es eventualmente constante.

Definicion 2.14 (Convergencia Puntual). Se dice que una sucesion de funciones f,, :
M — X (definidas en un conjunto arbitrario M y tomando valores en un espacio métrico
X) converge puntualmente a la funcion f : M — X en M si, para cada v € M, la
sucesion (f1(z), fo(x), -, fu(z), - ) tiene limite f(x) € X. Esto es, para cada = € M,
se tiene r}gr(}o folz) = f(2).

(Lima, 1983, Pag.129)

Observacion. Esto significa que, dados arbitrariamente x € M y € > 0, existe n. €

N (dependiendo de z y ¢€) tal que n > n. = d(f,.(z), f(z)) <e.

Ejemplo 2.23. La sucesién de funciones f,, : R — R, dadas por f,(z) = f, converge
n
puntualmente en R a la funcién idénticamente nula. En efecto, para cada = € R fijo, se

T

tiene lim * = 0. Mds detalladamente: dados x € R y € > 0, tomemos n. € N tal que

n—o0

Ne > —.

nz=zn = n>ne>m
€

T
= —| <€
n

Note que, manteniendo ¢ > 0 fijo, no se puede determinar un ndmero natural n. que sea

satisfactorio para todos los puntos x € R.

Definicion 2.15 (Convergencia Uniforme). Sea M un conjunto arbitrario, sea X un es-
pacio métrico. Se dice que una sucesion de funciones f, : M — X converge uniforme-
mente a la funcién f : M — X en M si, para todo nimero real € > 0 dado, es posible
obtener n. € N (dependiendo apenas de ¢) tal que n > n. = d(f.(z), f(z)) < €, para
todo z € M.

(Lima, 1983, P4g.129)

Ejemplo 2.24. La sucesién de funciones f,(z) = ad converge uniformemente para la
n

funcién idénticamente nula en cualquier subconjunto limitado M < R. En efecto, si
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C
|x| < ¢ para todo z € M, entonces, dado ¢ > 0, basta tomar n, > —.

= €>— > —
n n

i
= —| <€
n

. . . X
para cualesquiera = € M. Por otro lado, la sucesion de funciones f,,(x) = — no converge
n

uniformemente en R. En efecto, si tomamos € = 1, por ejemplo, sea cual fuera n. esco-

gido, podemos hallar n > n. y x € R tales que ’E > 1. Basta tomar n > n. y después
n

x > n. Esto muestra que la convergencia x/n — 0 no es uniforme en R.

Ejemplo 2.25. Sea C([0, 1], F) con la métrica inducida por ||-||, (Ejemplo 2.6). La suce-
sién (f,,)2_, enC([0,1],TF) converge a f € C([0, 1],TF) con respecto a la métrica inducida

n=1

si y sélo si converge uniformemente a f en [0, 1].

Supongamos que (f,,),_, converge a f
= Ve>0,an.eN/n=n.=|fo— fllo<e€
= Ve>0,In.e N/ n=n.=|f.(t) = fFO)| < || fu — fllo <€, Vte[0,1]

= (fn)s_, converge a f uniformemente en [0, 1]

Supongamos ahora que f,, — f uniformemente en [0, 1]

— Ye>0,In.eN/n=n = |f.(t) — f(t)] < g,\m [0,1]

en consecuencia || f, — fllo = sup{|fn(t) — f(t)] :t€[0,1]} < = < e. Por lo tanto

€
2
tenemos la convergencia con respecto a ||-||o

Proposicion 2.9. Sean (X, d) un espacio métrico, (x,,)_, un sucesion en X y sea x,x’ €
X tales que (x,)>_, converge a x 'y x'. Entonces x 'y x' son iguales. Es decir, el limite de

una sucesion convergente es Unico.

(Runde, 2005, Pdg.35)
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Demostracion. Supongamos que = # x’, de modo que € = > (. Entonces

T, >z < IAneN/n=n =dx,,x)<e

T, > 2 < IAnyeN/n=ny=d(z,,2') <e

Sea n = méx {ny, ny}, entonces

d(z,2") < d(z,x,) + d(xp,2") < e+e=d(z,2),

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto = = 2. O]

Figura 2.1: Unicidad del Limite

Proposicion 2.10. Sea (X, d) un espacio métricoy sea S = X. Entonces S es el conjunto
de puntos de X que son el limite de una sucesion en S.

(Runde, 2005, Pdg.36)

Demostracion. = Sea x € X el limite de una sucesion (z,,)?°_; en Sy sea € > 0.

T, > = InceN/n=n.=d(x,,r)<e

= dn.e N/n=n.= 1z, € B(x).

Luego z,, € B.(x) Az, € S = B.(x) n S # &, Ve > 0. Por lo tanto z € S.
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« Seax e S,

xeS = BJ(xr)nS#,Ve>0
= Bi(x)nS+# J,VneN.

Para cada n € N, existe x,, € S con d(x,,x) < % Luego, es claro que la sucesion
(x,)%_, converge a .
O

Corolario 2.11. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces F' — X es cerrado si, y sdlo si,

toda sucesion en F' que converge en X tiene su limite en F.

(Runde, 2005, Pdg.36)

Definicion 2.16 (Continuidad). Sean (X, dx)y (Y, dy) espacios métricos y sea xy € X.
Entonces f : X — Y se dice que es continua en z, si para cada sucesion (x,,)5_; en X
que converge a xg, tenemos que lim f(z,) = f(zo).

n—0o0

(Runde, 2005, Pag.36)

Ejemplo 2.26. La funcién f : R — R, definida por:

es discontinua en el punto zy = 0

Teorema 2.12. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos y sea x, € X. Entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes para f : X — Y.

(a) f es continua en x,.

(b) Para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que
e X ydx(r,v) <6 =dy(f(z), f(x0)) <e
(c) Para cada € > 0, existe § > 0 tal que Bs(xg) = f~1(B.(f(z0)))-
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(d) Para cada N € Ny (), implica f~'(N) € Ny,
(Runde, 2005, Pdg.37)

Demostracion. (a) = (b): Demostraremos que ~ (b) =~ (a); es decir, existe € > 0
tal que, para todo § > 0, existe 25 con dx(xs,20) < 0y dy(f(xs), f(xg)) = €. Para
n € N. Sea zj, = x1, de modo que dx(x],,29) < +y por lo tanto z,,' — xo. Ya que
dy (f(x,'), f(zo)) = € paratodon € N, f(x,') + f(xo). como se requiere para que f

sea continua en x.

(b) = (c): Paratodo € > 0, existe 6 > 0 tal que

dx(x,z9) < d=dy(f(z), f(xy)) <€ == x€ Bs(xg) = f(x) € B(f(x0))
— 1z¢€ Bs(xg) =z € f 1 (B(f(z0)))

= Bs(wo) = [T (Be(f(20)))

(c) = (d): Sea N € Ny(,,). Por lo tanto existe € > 0 tal que

Be(f(x0)) = N = 1 (Be(f(x0))) = fH(N).

Por (c) existe 6 > 0 tal que

Bs(zo) < f~1 (Be(f(w0))) = fH(N)
Esto implica f~}(N) € N,.

(d) = (a): Sea (z,);_, una sucesién en X tal que =, — x. Sea N € Ny
de modo que f~'(N) € N,,. Ya que z, — m, existe ny tal que z,, € f~}(N) para
n < ny; es decir, f(r,) € N paran < ny. Yaque N € N f(x0) fue arbitrario, se tiene

f(@n) = f(xo). O

Definicion 2.17 (Continuidad en su Dominio). Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métri-
cos. Entonces la funcion f : X — Y se dice ser continua si es continua en cada punto de

X. (Runde, 2005, P4g.37)
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Ejemplo 2.27. Sean (X, dx)y (Y, dy) espacios métricos. Afirmamos que

|d(x,y) — d(zo,y0)| < d(z,70) +d(y,y0) (2,70,y,70 € X). (2.2)

a) Fijemos z, zq, y, yo € X, entonces

d(l’, y) < d(ilj', xO) + d(l'(), yO) + d(y(h y) (23)
d(x,y) — d(wo,y0) < d(w,20) + d(yo,y) (2.4)
Por otro lado,
d(xo,y0) < d(xo, ) + d(x,y) + d(y,yo) (2.5)
d(l’o, yO) - d(l’, y) < d(l’, .7)0) + d(y07 y) (26)
—(d(z, o) + d(yo, y)) < d(z,y) — d(xo, yo) (2.7)

De las desigualdades (2.4) y (2.7) obtenemos |d(z,y) — d(zo, yo)| < d(z, z0)+d(y, yo)

b) El producto cartesiano X2 es un espacio métrico con la métrica

d((z,y), () = d(z,2") + d(y,y)

La desigualdad (2.2) proporciona inmediatamente que la funcién distancia d : X? —
R es continua, si X2 estd dotado con la métrica d.

En efecto, sea (g, 7o) € X2 arbitrario y sea ¢ > 0, existe € = J tal que

d((z,y), (zo, %)) < 6 = |d(z,y) — d(zo,40)| < d(x,z0) + d(y,y0) <0 =€

Por lo tanto d es continua.

Corolario 2.13. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios metricos. Entonces las siguientes pro-

posiciones son equivalentes para f : X — Y.

(a) f es continua.

(b) f~1(U) es abierto en X para cada subconjunto abierto U de Y .
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(c) f~YF) es cerrado en X para cada subconjunto cerrado F de'Y .

(Runde, 2005, Pdg.38)

Demostracion. (a) = (b):

SealU c Y abierto = UeN,,VyeU
= UeNyy,Yflx)eU
= [fHU)eN,,Yore fHU)

= f7YU) es abierto.

(b) = (o):

Sea F' < Y cerrado = Y'\F es abierto
= fYY\F) es abierto
= fH(Y\F) = X\f!(F) es abierto

= f7Y(F) es cerrado.

(¢) = (b):

SeaU c Y abierto = Y\U es cerrado
= f7H(Y\U) es cerrado
= fYY\U) = X\f"(U) es cerrado

= f7Y(U) es abierto.

(b) = (a): Seanx € X, ¢ > 0.

B.(f(z)) abierto = f~(B.(f(x))) es abierto

= 36> 0/Bs(z) c fTYUB(f(z)))

= f es continua.
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Definicion 2.18 (Distancia punto a conjunto). Sean (X, d) un espacio métrico y (J #

S < X. Entonces la distancia de x € X a S se define:

dist(z, S) = inf {d(z,y) : y € S}.

(Lima, 1983, Pag.17)

Proposicion 2.14. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados a,b € X y un subconjunto no

vacio S < X, entonces:

\dist(a, S) — dist(b, S)| < d(a, b)

(Lima, 1983, Pdg.18)

Demostracion. Para todo x € S, tenemos

dist(a, S) < d(a,x) < d(a,b) + d(b, z) = dist(a, S) — d(a,b) < d(b, ),

luego

dist(a, S) — d(a,b) < dist(b, S) = dist(a, S) — dist(b, S) < d(a,b). (i)

Intercambiando a por b

dist(b, S) — dist(b, a) < d(a,S) = —d(a,b) < dist(a, S) — dist(b, S). (ii)

Por lo tanto de (i) y (ii): |dist(a, S) — dist(b, S)| < d(a, b). O

Definicion 2.19 (Diamétro de un Conjunto). Sea (X, d) un espacio métrico. El diamétro

de un subconjunto S # & de X se define por:

diam(S) = sup {d(z,y) : z,y € S} .

(Lima, 1983, Pag.12)
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Ejemplo 2.28. Sea (X, d) un espacio métrico. Toda bola B,.(a) es un conjunto acotado y

su diamétro no excede a 2r.

Ejemplo 2.29. Sea (X, d) un espacio métrico y sea ¢ # S < X. La funcién X — R
dada por

x — dist(z, 5)

es continua

Ejemplo 2.30. Sean (X, dy) y (Y, dy) espacios métricos tal que (X, dx) es discreto, y

sea f : X — Y arbitrario. Entonces f es continua.

Ejemplo 2.31. Sea la funcién f : R — R tal que

r—1, six <3
flz) =

(x+5), siz>3.

Ya que f1({1,3)) = (2, 3], f no es continua.

Definicion 2.20 (Métricas Equivalentes). Sea X un conjunto. Dos métricas d; y dy en
X se dice que son equivalentes si la funcién identidad sobre X de (X, d;) en (X, ds) y de
(X, ds) en (X, d;) son continuas.

(Runde, 2005, P4ag.38)

Observacion. En vista al Corolario 2.13, dos métricas d; y ds en el conjunto X son equi-
valentes si, y sOlo si, proporcionan el mismo conjunto abierto (o, equivalentemente, el

mismo conjunto cerrado).
Ejemplo 2.32. La métrica euclidiana en R™ y la métrica discreta no son equivalentes.

Ejemplo 2.33. Paraj = 1,--- ,n, sean (X}, d;) espacios métricos. Sea X := X; x - x

Xp,yparazx = (21, ,2n),y = (Y1, ,Yn) € X, se define
Di(z,y) = Y di(zj,y5) Yy Dala,y) = jmax dj(wj,y;).
j=1 o
Entonces D, y D, son métricas en X que satisfacen

Doy (z,y) < Di(z,y) < nDy(z,y) (z,y€ X).
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Consecuentemente, D, y D, son equivalentes.

Ejemplo 2.34. Sea (X, d) cualquier espacio métrico y sea d la métrica definida en el

Ejemplo 2.11. Afirmamos que d y d son equivalentes. Probaremos ello:

a) id : (X,d) — (X,d) es continua. En efecto, sea 7 € X y sea ¢ > 0. Existe § = e tal
que

~ d(x, o)

d(.f,(,(]o) <= d((l}',![’o) = m < d($,5€0) <d=c¢€

~

b) id : (X,d) — (X,d) es continua. En efecto, sea o € X y sea ¢ > 0. Existe § =

€
0 tal
1+e> al que

T d(xay) €
dlw,0) <0 = 1+ d(z,y) S1te

=d(z,y) <e

2.1.6. Completitud

Definicion 2.21 (Sucesion de Cauchy). Sea (X, d) un espacio métrico. La sucesion
(xn)r_, en X, es una sucesion de Cauchy si, para cada ¢ > 0, existe n. > 0 tal que
d(xy, x,) < € para todo n,m = n..

(Runde, 2005, Pag.41)

Simbdlicamente

(@n)y_; en X es una sucesién de Cauchy <= Ve > 0,3n. € N/n,m = n. = d(zp, ) < €.

0

Proposicion 2.15. Sea (X, d) un espacio métrico y sea (x,,)_, una sucesion convergente

en X. Entonces (x,,)"_, es una sucesion de Cauchy.

(Runde, 2005, Pdg.41)

Demostracion. Sear = lim x, y seac > 0. Entonces existe n, > 0 tal que d(x,, ) <

n—o0

para todo n > n.. Consecuentemente, tenemos

DN

AT, ) < d(Tp, z) + d(z,20) < = + e (n,m =n,),

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO Nacional del
Altiplano

de modo que (z,,)¥_; es una sucesién de Cauchy. O

Observacion. En R™ con la métrica euclidiana: toda sucesion de Cauchy es convergente.

Para espacios métricos en general, este resultado reciproco no se cumple. Por ejemplo la
sz o . s, . s, . .

sucesion (%) ., €s Cauchy en el espacio métrico (0, 1] con la métrica usual, pero no tiene

limite en el espacio (0, 1].

Proposicion 2.16. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

(Lima, 1983, Pdg.162)

Demostracion. Sea (z,,);_; una sucesiéon de Cauchy en un espacio métrico (X, d). Dado

e = 1, existe n. € N tal que
m,n = ne = d(Tp,, x,) <€
Luego el conjunto {x,,_, , 41, -} es acotado. De ello se sigue que

{1131,$2,“‘ 7$n7"'} = {xlv"' ;xne—l} o {xngaxne-i-la'“}

es acotado. O]

Proposicion 2.17. Una sucesion de Cauchy que tiene una subsucesion convergente es
convergente (y tiene el mismo limite que la subsucesion).

(Lima, 1983, Pdg.162)

Demostracion. Sean (z,)_; una sucesién de Cauchy en un espacio métrico X y una
subsucesion que converge a un punto x € X. Afirmamos que lim x, = z. En efecto,
n—00

dado € > 0, existe p € N tal que n, > p = d(z,,,r) < §. Existe también ¢ € N tal

que m,n = q = d(x,, ) < 5. Sean. = méax {p, ¢}. Para todo n > n, existe nj, = n.

entonces
€ €
d(xn’x) 2 d(xnaxnk) + d($nk,l‘) < 5 + § = €
Luego lim z, = . -
n—oo0
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Definicion 2.22 (Espacio Completo). Un espacio métrico (X, d) es llamado completo si
toda sucesion de Cauchy en X converge.

(Runde, 2005, Pag.41)

Definicion 2.23 (Espacio de Banach). Un espacio vectorial normado que es completo
con respecto a la métrica inducida por la norma es llamado espacio de Banach.

(Folland, 1999, P4g.152)
Ejemplo 2.35. El espacio métrico R" es completo.

Ejemplo 2.36. En un espacio métrico discreto, toda sucesion de Cauchy es eventualmente
constante y por consiguiente convergente. Por lo tanto, un espacio métrico discreto es

completo.

Ejemplo 2.37. Sea S # ¢J un conjunto. y sea (Y, d) un espacio métrico completo. En-
tonces el espacio métrico (B(S,Y"), D) del Ejemplo 2.10 es completo. Sea (f,)°_; una

sucesion de Cauchy en B(S,Y’). Seae > 0

(fu)y_y es Cauchy = In, > 0/ n,m = n. = D(fp, fm) < €.

Para z € S, tenemos

n,m =z mn.= d(fn(x)a fm(x)) < D(fnv fm) <€

Consecuentemente, (f,,(x))*_, es una sucesién de Cauchy en Y para cada x € S. Ya
n=1 y p
que Y es completo, esta sucesion es convergente para cada = € S, por lo tanto definimos

f:S—Y por:

f(z) = lim fo(z) (z€S).

n—0o0

Afirmamos que f € B(S,Y), y es el limite de (f,,)%_; con respeto a la métrica de D. Para

ver esto, sea x € S'y note que del Ejemplo 2.27.

|d(f(), fn(2)) = d(ful2), [(2))] < d(fu(), fu(2)) + d(fm(2), f(2)) =0,
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luego

i d(£,(@). fu(w)) = d(fu(@). f(2). paran e N.

De ello se sigue para n > n. que

Aful), f(2) = 10 d(fo(2), fon(2)) < Jim sup D(fy, f) < € (w € S)

Sean > n.ysea C' = sup, ,5d(fn(x), fu(y)). el cual es finito por la definicién de

B(S,Y). De la anterior desigualdad, obtenemos para z, y € S arbitrarios

d(f(x), F(y)) < d(f (@), fu(z)) + d(fu2), fu(y)) + d(faly), f(y)) < 2¢ + C.

Por lo tanto, f € B(S,Y). Yaque n > n. = d(f.(x), f(x)) < € paratodo x € S,

obtenemos:

n 2 ne= D(fn, f) = supd(fu(z), f(2)) < €

Se concluye que f = lim f, en (B(S,Y), D).
n—0o0

Proposicion 2.18. Sea (X, d) un espacio métrico y sea' Y un subespacio de X.

(a) Si X es completoyY es cerrado en X, entonces Y es completo.

(b) Si'Y es completo, entonces es cerrado en X.

(Runde, 2005, Pdg.42)

Demostracion. (a) Sea X completoy Y cerrado en X

Sea (xy,),_; una sucesion de Cauchy en Y = (z,,),_; una sucesion de Cauchy en X
= x5 —ox, X
= =z, — x, x €Y puesto que Y es cerrado en X

= Y es completo
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(b) Sea (yn)2x_; una sucesién en Y que converge a y € X. Ya que (yy,)._; converge en X, es

una sucesion de Cauchy en X y por lo tantoen Y.

Y escompleto = 3y’ €Y con limy,=3 €Y cX
n—0o0
= 3 =y e Y por unicidad del limite

= Y escerradoen X.

Ejemplo 2.38. Sean (X, dx) y (Y, dy) espacios métricos. Definimos

C(X,Y)={f: X —>Y: fescontinua}

Cy(X,Y)S = B(X,Y) n C(X,Y).

Claramente, C;,(X,Y") es un subespacio del espacio métrico (B(X,Y'), D). Afirmamos
que Cp(X,Y') es cerrado en B(X,Y) y por lo tanto completo si (Y, dy ) es completo.
Sea (f,)%_, una sucesién en C,(X,Y) que converge a f € B(X,Y'). Afirmamos que [ es

continua. Para ver esto, fijemos z, € X. Mostraremos que f es continua en x,. Sea ¢ > 0.

fn—feB(X,)Y)=Ve>0,Ince N/n=n.= D(f,, f) <

Wl ™

Fijemos n > n.. Ya que f, es continua en o, el conjunto N' = f, (B« (fu(20))) es un

entorno de xy. Sea x € N, y note que

d(f(x), f(wo)) < d(f(x), ful2)) + d(fa(x), fu(0)) + d(ful20), [ (20))

< D(fmf) + d(fn($)a fn(l'o)) + D(fna f)

2e

< g + d(fn(m)vfn(x(]))? porque 1 = ne

d(f(x), f(xg)) < eporquexe N.

Luego f(z) € B(f(z0)) = x € f~1(B(f(x0))). Se sigue que N = f~1(B.(f(z0))), de

modo que [~ (B.(f(xg))) € Na,. Ya que € > 0 fue arbitrario, f es continua en x.
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2.1.7. Compacidad

Definicion 2.24 (Cubrimiento Abierto). Sea (X, d) un espacio métrico, y sea S < X.
Un cubrimiento abierto de .S es una coleccién U de subconjuntos abiertos de X tal que
Sc{U: :Uelul.

(Runde, 2005, P4g.52)

Ejemplo 2.39. Sea el intervalo {0, 1) un subespacio del espacio métrico R. Entonces la

coleccion U = {U,} tal que U,, = <%, 1> ,nm=1,2 - esun cubrimiento de {0, 1).
Definicion 2.25 (Espacio Compacto). Un subconjunto /X de un espacio métrico (X, d)
es compacto si, para cada cubrimiento abierto U/ de K, existen Uy, - - - , U,, € U tal que

KcUuvu---uU,.

(Runde, 2005, Pag.52)

Ejemplo 2.40. Sea (X, d) un espacio métrico, y sea S — X finito. Entonces S es com-
pacto.

En efecto, sea U = {x1,--- ,x,} y sea/ un cubrimiento abierto de S

Sc| J{U:Ueu}y = Vj=1,--- ,n3U;eU/z; el

= SclUu---ul,.

Por lo tanto, S es compacto.

Ejemplo 2.41. Sea (X, d) un espacio métrico, y sea J # K < X compacto. Fijemos
xo € K. Yaque {B,(x¢) : 7 > 0} es un cubrimiento abierto de K, existen q,--- , 7, > 0

tal que
K < B, (z9) u--- U B, ().

Si R := max{ry,---,r,}, observamos que KX < Bg(zg), de modo que diam(K) <
2R < oo. Esto significa, por ejemplo, que cualquier subconjunto no acotado de R" (o mas
generalmente, cualquier espacio normado) no puede ser compacto. En particular, el inico

espacio compacto normado es {0}.
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Ejemplo 2.42. Sea un espacio métrico X = (0,1) con la métrica usual. Entonces la
coleccion U = {U,} tal que U,, = <%, 1> yn = 1,2,---, es un cubrimiento abierto de

(0, 1) que no tiene un subcubrimiento finito. Por lo tanto X = {0, 1) no es compacto.
Proposicion 2.19. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces X es acotado.

(Lima, 1983, Pdg.212)

Demostracion. Seax € X y sea {B;(z) : x € X} un cubrimiento abierto de X, entonces

existen xy, - - - , x, tal que
X = Bi(z1) U U By(z)

Luego X es acotado. U

Proposicion 2.20. Sea (X, d) un espacio métrico y sea' Y un subespacio de X.

(a) Si X es compactoyY es cerrado en X, entonces Y es compacto.

(b) SiY es compacto, entonces es cerrado en X.
(Runde, 2005, Pdg.53)

Demostracion. (a) Sea U un cubrimiento abierto para Y. Ya que Y es cerrado en X, la
familia &/ U {X\Y'} es un cubrimiento abierto de X. Ya que X es compacto, tiene un

subcubrimiento finito, es decir, existen Uy, - - - , U,, € U tal que

X=Uu--vlU,uX\V = XnY=Uu--uvlU,uX\Y)nY
= Y=Uuvu---uvlU,)nY

= YcUuvu---uU,

Luego Y es compacto.

(b) Seax e X\Y.Paracaday €Y, existen ¢,,0, > 0 tal que B, (z) n Bs,(y) = &. Ya

que {B(;y (y):ye Y} es un cubrimiento abierto de Y, existen y1,- - - ,y, € Y tal que

Y < Bs,, (y1) U -+ U Bsy, (yn)-
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Escogemos € = min {¢,,, - - - , €, }, obtenemos que

BE(x) NnY c BE(x) N (Béyl (yl) UV B5yn(yn)) = BE(I) nNYcd

= X\Y es abierto.

Luego Y es cerrado en X.

O

Proposicion 2.21. Sean (K, dk ) un espacio métrico compacto, (Y, dy ) cualquier espacio
métrico y sea f : K — Y continua. Entonces f(K) es compacto.

(Runde, 2005, Pdg.53)

Demostracion. Sea U un cubrimiento abierto de f(K).

ry e Jw:veuy = ke e (Jwveu)
= K| J{r'w:veu}
= existenUy, -, U, eUU/K = fH(U)u---u fHU,)
= JE)=f (U)o U U)o U,
= f(K)cUiu U,

Luego f(K') es compacto. O

Corolario 2.22. Sean (K, dk ) un espacio métrico compacto, y (Y, dy ) cualquier espacio
métrico. Entonces toda funcion continua f : K — Y es cerrada, es decir, F < K cerrado
= f(F) c Y es cerrado.

(Lima, 1983, Pdg.213)

Demostracion. En efecto,

F c K cerrado = F compacto = f(F') compacto = f(F) cerradoen Y.
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Corolario 2.23. Sea (K,d) un espacio métrico compacto no vacio 'y sea f : K — R
continua. Entonces f tiene un minimo y un mdximo en K.

(Runde, 2005, Pdg.53)

Demostracion. Sea M := sup f(K). Ya que f(K) es compacto, f(K) estd acotado, de
modo que M < oo. Paracadan € N, existe y,, € f(K) tal que y,, > M — %; estd claro que
lim,, 0y = M. Yaque f(K) es cerrado en R, M € f(K). Por lo tanto, existe xy € K

tal que f(z9) = M. De modo andlogo se muestra que f tiene minimo. O

Lema 2.24. Sea (K, d) un espacio métrico compacto. Entonces toda sucesion en K tiene

una subsucesion convergente.

(Runde, 2005, Pdg.54)

Demostracion. Sea (z,,)7_; una sucesién en K. Supongamos que (z,)°_; no tiene una
subsucesién convergente. Esto significa que, para cada x € K (no puede ser limite de
ninguna subsucesion de (z,,):_,!) existe ¢, > 0 tal que B, (z) contiene s6lo un nimero
finito de términos de (z,,)_,; es decir, existe n, € N tal que n > n, = z,, ¢ B, (x).

Ya que {B.,(z) : € K} es un cubrimiento abierto para K, existen z,--- , 2/ € K con

K =B, (z})u---u B, (z,).

m
1

Ademas
’ /
mleK _— an/IEN/n>nx'1 :>(En¢BEx,1(«T1>
’ /
€ K — 3ng eN/n>ny = a0 ¢ B, (1))
’ /
r,e K — 3Ing eN/n=ny =ux,¢ B%;n (x])
Para n > max {nmzl gy Nyt }, esto significa que
/ /
Tn ¢ Bex/ (I1> Uoeee U BE:CI (xm) = K?
1 m
Esto es un absurdo, por lo tanto (xz,,)°_; posee una subsucesion convergente. ]
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Proposicion 2.25. Sea (K, d) un espacio métrico compacto. Entonces K es completo y

separable.

Demostracion. Para la prueba, (Runde, 2005) O]

Corolario 2.26 (Teorema de Heine-Borel). Sea K < R". Entonces K es compacto si, y

solo si, es cerrado y acotado en R™

Demostracion. Para la prueba, ver (Runde, 2005) O]

2.2. Teoria Topologica de Conjuntos

2.2.1. Espacios Topolégicos

Definicion 2.26 (Espacio Topolégico). Sea X un conjunto. Una topologia sobre X es un

subconjunto 7 de P(X) tal que:

(@ J,XeT,;
(b) SiU{ < T arbitrario, entonces | J{U : U elU} e T

(¢) SiU;,Uy e T,entonces Uy n Uy € T.

Los conjuntos en 7 son llamados abiertos. Un espacio topoldgico es un par (X, 7), for-
mado por un conjunto X y una topologia 7 sobre X; algunas veces, si la topologia es
obvio o irrelevante, escribiremos simplemente X.

(Runde, 2005, Pag.61)

Ejemplo 2.43. Sea (X, d) un espacio métrico y sea 7 denota la coleccién de todos los
subconjuntos de X que son abiertos en el sentido de la Definicién 2.6. Por la Proposicién
2.3, T es en efecto una topologia. Es claro que 7 no depende en particular de la métrica

d, pero s6lo en el sentido de equivalencia.

Definicion 2.27. Se dice que un espacio topoldgico (X, 7T) es metrizable si existe una
distancia d definida sobre X, tal que 7 = 7.
(Runde, 2005, Pag.62)
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Ejemplo 2.44 (Topologia Discreta). Sean X cualquier conjunto,y 7 = P(X). Entonces
T es llamada la topologia discreta sobre el conjunto X . El espacio topoldgico (X, 7) se

Ilama espacio topolédgico discreto.

Ejemplo 2.45 (Topologia Indiscreta). Sean X cualquier conjunto, y 7 = {J, X}. En-
tonces 7 es llamada la topologia indiscreta (cadtica) y (X, 7) se dice que es un espacio

indiscreto (cadtico).

Ejemplo 2.46 (Topologia Cofinita). Sea X cualquier conjunto, y sea 7 de elementos

y todos los subconjuntos de X con complemento finito.

Ejemplo 2.47. Sea X cualquier conjunto, y sea 7 de elementros ¢J y todos los subcon-

juntos de X con complemento numerable.

Ejemplo 2.48 (Topologia Relativa). Sean (X,7) un espacio topolégicoy Y < X. La

topologia relativa en Y (o topologia heredada de X) es la coleccion

Tly ={Y AU :UeT)

de subconjuntos de Y. Es claro que es una topologia sobre Y. El espacio (Y, 7|, es

llamado subespacio de X.

Ejemplo 2.49 (Topologia de Sierpinski). Sea X = {0, 1} un conjunto. Construimos

todas las posibles topologias.

T = {@,X}

T. = {3, X,{0}}

T3 = {d, X {1}}

Ti = {0, X, {0}, {1}}.

T2 se conoce como la topologia de Sierpinski.

Ejemplo 2.50. Sean (Y, 7y ) un espacio topolégico, X un conjunto no vacio y f una

funcién de X en Y. Entonces Ty = {f~}(U) : U € Ty} es una topologia sobre X.

Definicion 2.28 (Espacio Hausdorff). Un espacio topoldgico (X, T) es llamado Haus-
dorff si, para cualquier x,y € X con x # y, existen U,V € T talesque z € U,y e V'y
UnV =& (Runde, 2005, Pag.62)
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Ejemplo 2.51. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces (X, d) es Hausdorff.

Ejemplo 2.52. Si X cualquier conjunto con mas de un elemento, entonces X con la

topologia cadtica no es de Hausdorff (y por lo tanto no es metrizable).

Ejemplo 2.53. Sea X un conjunto infinito con la topologia del Ejemplo 2.46, y sea
x,y € X tal que = # y. Supongamos que X es Hausdorff. Entonces existen subconjuntos
abiertos Uy Vde Xtalquez e U,ye V,yUnV = . Luego X = (X\U) u (X\V)

es finito, lo cual es una contradiccidn.

Ejemplo 2.54. Sea X cualquier conjunto no numerable con la topologia del Ejemplo

2.47. Entonces X no es un espacio de Hausdoff.

Definicion 2.29 (Conjunto Cerrado). Sea (X, 7') un espacio topolégico. Un subconjun-
to F' de X es llamado cerrado si X\ F es abierto.
(Runde, 2005, Pag.63)

Proposicion 2.27. Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces:

(a) &y X son cerrados.

(b) Si F es una familia de subconjuntos cerrados de X, entonces (\{F : F € F} es

cerrado.

(c) Si Fyy F; son subconjuntos cerrados de X, entonces Fy U F5 es cerrado.

Demostracion. Para la prueba ver (Lima, 1976) [

Ejemplo 2.55. Si (R, 7)) es un espacio topoldgico con la topologia usual, entonces todo

subconjunto finito de R es cerrado.

Ejemplo 2.56. Si (X, 7) con la topologia discreta, entonces todo subconjunto de X es

abierto y cerrado. Si (X, 7) con la topologia cadtica, los dnicos cerrados son X y .

Definicion 2.30 (Entorno). Sea (X, 7)) un espacio topoldgico y sea x € X. Un subcon-
junto NV de X es llamado un entorno de x si existe un subconjunto abierto U de X tal que
x € U < N. La coleccién de todos los entornos de x es denotado por N,.

(Runde, 2005, P4g.64)
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Proposicion 2.28. Sea (X, T) un espacio topolégico y sea x € X. Entonces:

(a) Un subconjunto U de X es abierto siy solé si U € N, para todo v € U
(b) SiN eN,yM > N, entonces M € N,.

(c) Si Ny, Ny € N, entonces Ny n Ny € N,

(d) Si N € N, entonces v € N.

(e) Para cada N € N existe U € N, tal que U < N y U € N, para todo y € U.

Demostracion. Para la prueba ver (Waldmann, 2014) O

Teorema 2.29. Sea X un conjunto. Para cada x € X, existe & # N, < B(X) tal que:

a) Si N e N, entonces x € N;
b) SiNeN,yM > N, entonces M € N,;
c) Si Ny, Ny € N, entonces N1 n Ny € N,

d) Para cada N € N, existe U € N, tal que U < N y U € N, para todo y € U.

Sea T la coleccion de todos los subconjuntos U de X tal que U € N, para cada y € U;

es decir,

T={UcX:UeN,VyeU}.

Entonces T es la iinica topologia sobre X tal que N, = N, para cada v € X.

(Runde, 2005)

Demostracion. i) Trivialmente ¢J, y X estan en 7. Sea y € X, de ahi sigue que

existe por 91, luego

UeNyyUcX=XeMN,=XeT
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i) SiUd < T, entonces | J{U :UelU} € T. Enefecto, sealdf < T yseay €
U{U : U e U}.

ye| JIU:Uely = eUcT/yely

= UyeMN,conyel,
Luego tenemos:
UeMy Ao | JIU:UeUy = | J{U:UelU}en,.

Yaque y € | J{U : U € U} fue arbitrario, por lo tanto | J{U : U e U} e T.

iii) Si Uy, U; € T, entonces Uy nU, € T. En efecto, sean Uy, Uy € T yseay € Uy nUs;

es decir,

Uy, Uy eT = U17U2€my
= UlngeNy,VyeUlng
= UlﬂUQET.

Se concluye que 7 es una topologia, de modo que tiene sentido hablar de N, para
x € X. (Note que no se uso (d).)

iv) Seax € X ysea N € ,. Por (d),

NeM, = FUeN,/UcNyUeMN,Paratodoy e U(se observaque U € T)
= UeT/reUcCN
= NeN,

Inversamente, sea N € N,.

NeN, = FUeT/reUcN
= UeMN,VyeU/xeUcCN
= NeMN,.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO [ Nacional del
: Altiplano

Por lo tanto, NV, = N, para todo 2 € X. De la Proposicion 2.28, es claro que T

estd determinada de manera unica por esta propiedad.

]

Definicion 2.31 (Clausura de un conjunto). Sea (X,7) un espacio topolégico. Para

cada S — X, la clausura de .S se define por:
§=ﬂ{F:FcXcerrad0ySCF}.

(Runde, 2005, P4g.66)

Proposicion 2.30. Sea (X,7T) un espacio topolégico y sea A, B subconjuntos de X.

Entonces

(a) X =X
(b) Ac A
(c) Si Ac B, entonces Ac B

(d) Aes cerrado siy sélosi A = A

(Waldmann, 2014, Pdg.19)

Proposicion 2.31. Sea (X, T) un espacio topolégico y sea S < X. Entonces
S={reX:NnS+# Jparatodo N € N,}.

(Runde, 2005, Pdg.67)

Definicion 2.32 (Denso). Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces D < X se dice
que es densoen X si D = X.

(Runde, 2005, P4g.68)

Definicion 2.33 (Separable). Un espacio topologico es llamado separable si tiene un sub-
conjunto denso contable.

(Runde, 2005, Pag.69)
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2.2.2. Base de una Topologia

Definicion 2.34 (Base - Subbase). Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces:

(a) Una base para 7 es una coleccién B de conjuntos abiertos tal que cada conjunto

abierto es una unién de conjuntos en B.

(b) Una subbase para 7 es una coleccion S de conjuntos abiertos tal que la coleccion de

todas las intersecciones finitas de conjuntos en S es una base para 7.

(Runde, 2005, Pag.69)

Si B es una base de una topologia 7 sobre X, entonces un subconjunto U de X
esta en T si, y solo si, es una unién de elementos de B. Por lo que B genera la topologia
T en el sentido siguiente: si sabemos cudles conjuntos son los elementos de 53 entonces
podemos determinar los elementos de 7, ellos son todos los conjuntos que son uniones

de elementos de B.

Definicion 2.35 (Segundo numerable). Un espacio topologico (X, 7') es llamado segun-
do numerable si 7 tiene una base numerable.

(Runde, 2005, Pag.112)

Ejemplo 2.57 (Base para (X, d)). Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces por el Ejem-
plo 2.15

B={B,(z):z€X,r >0}

es una base para la topologia inducida por d.

Ejemplo 2.58 (Base para R). Sea R un espacio métrico. Entonces

B = {{a,by:a,be R A a < b}

es una base para la topologia usual de R.
Ejemplo 2.59. Sea (X, 7T ) con la topologia discreta. Entonces
B={{z}:zeX}

53
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es una base para 7.

Ejemplo 2.60 (Subbase para R). Sea R un espacio métrico. Entonces
S = {{(—w,ay,{(b,+0) :a,be R}

es una subbase para la topologia usual de R.

Proposicion 2.32. Sean (X, T) un espacio topolégicoy Y < X. Si B es una base para
T, entonces By = {Y n B : B € B} es una base para T |y.
(Gerard Buskes, 1997, Pdg.200)

Demostracion. Sea U’ € T |y

UeTly = U=YnUUeT
= U=Yn|J{B:BeB}
= U =|J{¥nB:BeB}

Por lo tanto By es una base para 7 |y. O

Ejemplo 2.61. Consideremos el subconjunto Y = [0, 1] de la recta real R, con la to-
pologia relativa. La topologia relativa tiene como base By = {Y n {a,b) : {a,b) € B},

donde B = {{a,b) : a,b e R A a < b} es una base para la topologia usual de R.

.
{a,by; siaybestanen Y

[0,b); sisolamente bestden Y
la,by nY =X

{a,1]; si solamente a estd en Y

\Y 0 J; sinianibestinen Y.

(Munkres, 2000, Pag. 102)

Proposicion 2.33. Sean (X, T) un espacio topolégico y Y < X. Si S es una subbase
para T, entonces Sy = {Y n S : S € S} es una subbase para T |y.
(Gerard Buskes, 1997, Pdg.200)
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Demostracion. SeaY n U € T|y con U € T. Ya que S es una subbase para 7T, todas

intersecciones finitas de elementos de S determinan un base B para 7

YU

Y n| J{B:BeB}
= [ J{¥nB:BeB}

Luego es U N Y es la union de intersecciones finitas de elementos de Sy y por lo tanto

Sy es una subbase para 7T |y-. O

Ejemplo 2.62. Consideremos el subconjunto Y = [0, 1] de la recta real R, en la topologia
relativa. La topologia subespacio tiene como subbase Sy = {Y n S : S € S}, donde S =

{(=00,a),{(b,+w) : a,b € R} es una subbase de la topologia usual de R.

)
[0,ay; siaestienY

(b,1]; sibestienY
YnS =+

Fisia<06b>1

L[0,1]; sia>16b<0.

Proposicion 2.34. Sea (X, T) un espacio topolégico. B es una base para T si, y solo si,
para cada abierto U € T y para cada x € U, existe B € B tal que v € B < U.
(Lima, 1976, Pdg.69)

Demostracion. a) Sea 3 es unabase para7,yseanU € T yx € U.
UeT=U=|J{B:BeB}.
Luego tenemos

xeU=31BeB/xre BcU
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b) SeaU € T yseax € U. Existe B € B tal que

xeBcU:{x}CBCU:U=U{x}CU{B:BeB}CU,

xeU

de ello se sigue que U = | J{B : B € B}.

O

Proposicion 2.35. Sea B una base de una topologia T sobre un conjunto X. Entonces

un subconjunto U de X es abierto si 'y solo si para cada x € U, existe B € B tal que

xe B cU. (Morris, 2011, Pdg.49)

Proposicion 2.36. Sea X un conjunto no vacio y sea B una coleccion de subconjuntos
de X. Entonces B es una base de una topologia sobre X si, solo si, cumple las siguientes

condiciones:

(a) X =\ J{B:BeB}

(b) Paratodo By, By € B, six € By By, entonces existe B € Btal quex € B < B1nBs.

(Esta condicion se cumple, en particular, cuando By n By € B.)
(Lima, 1976, Pdg.70)

Demostracion.
i) (=) Sea B una base de una topologia 7 sobre X, entonces
XeT=X=|J{B:BeB}.
También, sean By, By € Byseax € By n Bs.

Bl,BQET=>BlﬁBgET@BlﬁBgZU{BIBEB}ﬁﬂBEB/IEBCBlﬂBQ.

ii) (<) Sea B una coleccién de subconjunto de X que satisface (a) y (b). Para de demostrar la

condicion necesaria debe existir una topologia 7 que tiene como base B, tal que todo abierto de
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esta topologia se puede escribir como la unién arbitraria de elementos de B. Definimos
T:{UcX:U=U{B:BeB}}

Claramente (J € 7,y de (1) X € T. Por otra parte, siid = T = | J{U : U e U} € T. En efecto,
seand < T ysea U € U, de ello se sigue

UeU=UeT=U=|]J{B:BeB},

se observa que | J{U : U € U} es la uni6én de elementos de ¢/, ademds U es la unién de elementos
de B,deello | J{U : U € U} es la unién de elementos de B. Por lo tanto | J{U : U e U} € T .
De otra parte, si Uy,Us € T = Uy nUs € T. En efecto, sean Uy, Us € T

Uy =|J{Br:ByeB}, U= J{Bs: Bsge B} = Ui nUs = | J{Bxn Bs: By, Bs € B}

Luego U1 nUs = | J{Bx n Bg : B\ n Bg € B} = U;nU; € T.Finalmente 7 es una topologia,

que tiene como base B. O

Ejemplo 2.63. Sea B el conjunto de intervalos semi-abiertos de la recta real R:
B = {[a,b):a < b}
La recta real R es la unién de los elementos de 1,
reR =uxelxb) ﬁa:eU{[x,b>:a:<b,beR}.

Sean By = [a1,b;)y By = [ag, by) elementos de By z € B; n By, podemos escoger

B = [a,b) tal que
.’EEBCBlﬁBQ

donde a = méax {ay,as} y B = min {by, by}, luego la interseccién de dos intervalos semi-
abiertos cualesquiera, es vacia o es otro intervalo semi-abierto, Asi la coleccion de todas
las uniones de conjuntos de 3 es una topologia de R, es decir, B es una base de una

topologia 7 de R. Esta topologia 7 es la topologia de Sorgenfrey.
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2.2.3. Continuidad y Convergencia de Redes

Definicion 2.36. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una sucesion (z,)5°_; en X se dice
que converge a € X si, para cada N € N, existe ny € N tal que x,, € N para todo

n = ny. (Runde, 2005, Pag.72)

Esta definicion es correcta, pero si uno intenta probar resultados anédlogos a la
convergencia de sucesiones en espacios métricos, aparecen problemas. Por Ejemplo, la

Proposicién 2.10, no es cierto en espacios topoldgicos en general

Ejemplo 2.64. Sea X un conjunto no numerable con la topoldgia del Ejemplo 2.47, es
decir, los conjuntos abiertos son (J y aquellos con complemento numerable. Fijemos un

punto xp € X.
ro€ X = {xo} ¢ T = X\ {z0} no es cerrado,
de manera que X\ {xo} = X. Sea (,)_, una sucesién en X\ {x,}, y sea
U=X\{z1,29,---}.

Debido a la naturaleza de nuestra topologia, U es abierto y por lo tanto es un entorno de
xo. Ademds, x, ¢ U para todo n € N por definicién, de modo que (z,)¥_; no puede
converger a .

Observacion. Entonces, ;como vamos a definir la continuidad en espacios topoldgicos ar-
bitrarios?. Por su puesto, podriamos intentar por medio de sucesiones como para espacios
métricos, pero en vista del Ejemplo 2.64, podemos encontrarnos con dificultades inespe-
radas. De las cuatro condiciones equivalentes del Teorema 2.12, la cuarta no hace ninguna

referencia explicita a una métrica. Usaremos esto para la definicion de continuidad.

Definicion 2.37 (Continuidad). Sean (X, 7x)y (Y, 7y) espacios topolégicos. Entonces
f: X — Y sedice que es continua en zo € X si f~}(N) € NV, paracada N € Ny(,,). Si
f es continua en todo punto de X, simplemente llamaremos f continua.

(Runde, 2005, Pag.72)

Observacion. La definicion anterior tambien equivale a f es continua en xg € X si, s6lo

si, para cada N € Ny, existe U € N, tal que f(U) < N.
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Proposicion 2.37. Sean (X, Tx) y (Y, Ty ) espacios topoldgicos. Entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes para f : X — Y.

(a) f es continua.
(b) f~1(U) es abierto en X para cada subconjunto abierto U de'Y .

(c) f71(F) es cerrado en X para cada subconjunto cerrado F de'Y .

(Runde, 2005, Pdg.72)

Ejemplo 2.65 (Continuidad en un Espacio Discreto). Sean (X, 7x )y (Y, 7y ) espacios

topoldgicos tal que X es discreto. Entonces toda funcién f : X — Y es continua.

Ejemplo 2.66 (Continuidad de una Funcién Constante). Sean (X, 7x) y (Y, 7y ) espa-

cios topoldgicos. Entonces toda funcién f : X — Y constante, es continua.

Ejemplo 2.67 (Continuidad de una Funcion Compuesta). Sean (X, 7x), (Y,Ty) y
(Z,Tz) espacios topoldgicos, y sean f : X — Y y g : Y — Z funciones continuas.

Entonces g o f : X — Z es continua.

Ejemplo 2.68. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico indiscreto, (Y, 7y) un espacio de
Hausdorffy f : X — Y continua. Entonces f es constante.

En efecto, supongamos que f no es constante, entonces existen z,y € X tal que f(z) #

).

(Y, Ty) Hausdorff = U,V e Ty /f(x)e U, fly) eVyUnV = .
Ya que f es continua, f~!(U) es abierto en X y no vacio por que contiene .
ze fY(U)= f(U) =X (Unico abierto no vacio en X es X).
Ademas
yeX =f(U)= f(y) e,

es una contradiccion puesto que f(y) € U, f(y) e VyU n'V # . (SiY es también un

espacio topoldgico indiscreto, toda funcién de X a Y es continua.)
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Proposicion 2.38. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topoldgicosy f : X — Y una funcion.
Sea B una base para Ty. Entonces [ es continua si, y solo si, f~1(B) € Tx para todo

B € B. (Runde, 2005, Pdg.78)

Demostracién. a) Si f es continua, entonces f~!(B) € Tx para todo B € B. En efecto,

sea B € B,

BeBcTy=BeTy = fYB)eTx.

b) Si f~(B) € Tx para todo B € B, entonces [ es continua. En efecto, sea U € Ty
UeTy =U=|J{B:BeB},
luego

FU) = (U{B : BeB}) — | J{/'(B): Be B} e Tx.

]

Proposicion 2.39. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topoldgicosy f : X — Y una funcion.
Sea S una subbase para Ty. Entonces f es continua si, y sélo si, f~1(S) € Tx para todo
SeS.

(Runde, 2005, Pdg.78)

Demostracién. a) Si f es continua, entonces f~!(S) € Tx paratodo S € S. En efecto,

sea S eS8,

SeScTy=5eTy=f1S)eTx.

b) Si f_l(S) € Tx paratodo S € S, entonces f es continua. En efecto, sea U € Ty.
Ya que S es una subbase para 7, la coleccion de todas la intersecciones finitas de

conjuntos de S es una base BB para T .

UeTy=U=|J{B:BeB},
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luego

]

Definicion 2.38 (Topologias Comparables). Sea X un conjunto no vacio, y sean 71 y 7
topologias sobre X. Diremos que 7; y 75 son comparables si 71 < T2 6 T < 7. Si
Ti < Ts, se dice que 77 es mas gruesa que 75 o, equivalentemente, que 75 es mas fina que
Ti.

Claramente, 77 es mds fina que 75 si, y s6lo si, id : (X, 71) — (X, 7Tz) es continua.

(Runde, 2005, Pag.73)

Proposicion 2.40. Sean X un conjunto 'y ((Y;,T;)),q una familia de espacios topoldgi-
cos, y sea f; : X — Y, una funcion para cada i € 1. Entonces existe una topologia
mds gruesa sobre X tal que cada una de las funciones f; es continua. La coleccion
{f71(U) :i € L,U € T;} es una subbase para estd topologia.

(Runde, 2005, Pdg.73)

Demostracion. SeaS = {f;'(U) :i€,U € T;} y sea T la coleccion de todas las unio-
nes de intersecciones finitas de conjuntos de S. Entonces 7 es un topologia sobre X te-
niendo & como una subbase (S < T)ycada f; : (X,T) — (Y;,7;) es una funcién
continua por la Proposicion 2.37

Sea T cualquier topologia sobre X tal que f; : (X,7") — (Y;, 7T;) es continua para cada
i € I. Por la Proposicién 2.37, es claro que S < 7" y por lo tanto 7 < T”; esto es, T es

mads gruesa que 7. N

Ejemplo 2.69. Sean X; y X, espacios topoldgicos. Formamos el producto Cartesiano

X; x Xy, el conjunto de todos los pares ordenados = = (x1,23) con z1 € X; y 22 € Xo.
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Tenemos las proyecciones de coordenadas m; : X7 X Xo — X7y m 1 X7 x Xy — X,

tales que
m(x) =z, me(x):=1xy (x = (21,22) € X7 x Xy)
La topologia mds gruesa sobre X; x X, tal que cada una de las funciones coordenadas es

continua, es conocida como topologia del producto.

Definicion 2.39 (Conjunto Ordenado). Un orden en un conjunto no vacio S es una

relacién R en S con las siguientes propiedades:

(a) (z,z) € R paratodo x € S;
(b) Si (z,y), (y,2) € R, entonces (z,z2) € R;

(c) Si(z,y), (y,x) € R, entonces x = y.

En lugar de (x,y) € R, escribiremos z < y, y usaremos el simbolo < para denotar
el orden de R. Un conjunto S con un orden < es llamado ordenado; si para cualquier
x,y € S, cumple sélouno de x < y o y < x, diremos que S es totalmente ordenado.

(Runde, 2005, Pag.18)

Ejemplo 2.70 (R Totalmente Ordenado). Los nimeros reales con su orden usual es un

conjunto totalmente ordenando.

Ejemplo 2.71 (%5(S) Ordenado). Sea S cualquier conjunto. Para A, B < S definimos

A<B< Ac B

Luego P(.S) es un conjunto ordenado pero no es totalmente ordenado si S tiene mas que

un elemento.

Definicion 2.40 (Conjunto Dirigido). Un conjunto ordenado A es llamado dirigido si,
para cualquier o, J € A, existe ye Atalque o < vy 3 < 7.

(Runde, 2005, P4g.73)

Ejemplo 2.72. El conjunto de los niimeros naturales es dirigido con respecto a la relacién

< usual.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO ' Nacional del
i Altiplano

Ejemplo 2.73. Los conjuntos Z, Q y R son dirigidos con respecto a la relacién < usual.

Ejemplo 2.74. Sea S cualquier conjunto. Entonces P(S), ordenado por la inclusion, es

dirigido.

Ejemplo 2.75. El conjunto N, (de todos los entornos de un punto z) en un espacio to-

poldgico (X, T), es dirigido con respecto a la inclusion inversa; es decir,

U<V << VcU(UYVeN,)

Ejemplo 2.76. Si (A, <) y (B, <) dos conjuntos dirigidos, entonces A x B es dirigido

con respecto a la relaciéon

(a,8) < (¢, f) = a=<dyp=<p.

Llamaremos direccidn canonica sobre el producto cartesiano A x B.

Definicion 2.41 (Red). Una red o generalizacion de una sucesion en un conjunto S es una
funcién de un conjunto dirigido sobre S.

(Runde, 2005, P4g.73)

Si A es un conjunto dirigido que sirve como dominio de alguna red, utilizamos la
notacion (4 )aecs para una red en S; si no hay ambiguedad sobre A, escribiremos simple-

mente (x,),. Es claro que una sucesion es un caso particular de una red.

Ejemplo 2.77. Sea a < b nimeros reales. Una particion P de [a,b] es un subconjunto
finito de puntos P = {to,t1, - ,t,} < [a,b] talque a =ty < t; < --- < t, = b.

Nosotros escribiremos

P={a=ty<t;<--<t,=Db} (2.3)

La coleccién IP de todas las particiones de [a,b] es un un conjunto ordenado; dado P

como en (2.8) y

Q={a=s<58 < <S8, =>},
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definimos

Pﬁ Q<:>{t07t1a'” 7tn}c {307817”' 78m}'

Claramente, esto hace que IP sea un conjunto dirigido. Para P € P como en (*), una
etiqueta asociada con P es un n-tupla £ = (&,---,&,) con & € [t;_1,t;] para j =

1.---

Y

,n.Dado P € P, una etiqueta asociada &, y una funcién f : [a,b] — R, la suma de

Riemann se define por

f’Pé':Z ] Jl)

Si, para cada P € P, fijamos una etiqueta Ep, las sumas de Riemann (R(f;P,&p))pep
forma una red en R.

Es claro ahora la Definicion 2.36 puede extenderse a las redes en general.

Definicion 2.42 (Convergencia de Redes). Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una red
(Ta)aea en X se dice que converge a x € X si, para cada N € N, existe a € A con
x4 € N paratodo v € A tal que oy < . Entonces dieremos que z es el limite de (z4)aea
y escribiremos x = lién Lo O Loy — L.

(Runde, 2005, Pag.74)

Observacion. La notacién licrvn T, = x tiene que ser manejado con mucha precaucion, el
limite de una red en espacios topoldgicos en general no es inico; un ejemplo facil, aunque
extremo, es un espacio topoldgico cadtico con mds de un punto; toda red converge a todo
punto. Escribir h’én T = x por lo tanto no significa que x es el limite de la red ()4, Sino

que z es uno de los posibles limites de la red.
Ejemplo 2.78. Sea A la coleccion de todos los subconjuntos abiertos de R. Definimos la
relacién > en A por

U>=VeUcCV
Supongamos que (zy)yea es unared en R con 2y € U para todo U. Entonces x; converge
av/2.

Ejemplo 2.79. Sea (X, 7T) con la topologia de Sierpinski; es decir, T = {J, X, {0}}.

Entonces la red (x,)qea tal que z,, = 0, para todo « € A converge a los puntos 0 y 1.

Proposicion 2.41. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea S = X. Entonces S es el
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conjunto de puntos de X que son limite de una red en S.

(Runde, 2005, Pdg.76)

Demostracién. a) Sea x € S. El conjunto A, es dirigido por la inclusién inversa. Por
la Proposicién 2.31, para cada N € N, existe un elemento x5 € N n S. Entonces

(N) yen, esunred en S tal que v = limy 7.

b) Sea (z4),., una red en S tal que z = lim, z,, supongamos que z € U = X\S
(U € N,). Entonces existe ayy € A con z, € U < X\S para todo « € A tal que

ay < «, esto es una contradiccion puesto que z, € S.

]

Corolario 2.42. Sea (X,7T) un espacio topoldgico. Entonces F — X es cerrado si, y

solo si, cada red en F' que converge en X tiene su limite en F'.

Proposicion 2.43. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio to-
poldgico (X, T).

(a) X es Hausdorff.

(b) Toda red convergente en X tiene un tinico limite.

(Runde, 2005, Pdg.76), (Gerard Buskes, 1997, Pdg.211)

Demostracion. 1) Si X es Hausdorff, entonces toda red convergente en X tiene un
tnico limite. Sea (z,)aca un red en X tales que existen z, 2’ € X conz, — 'y

T, — o' pero x # z’. Entonces existen N € N, y M € N talque N n M = (.

To > = JayeA/a>ay=x,€N.

T, —> ¢ = Jay el a>ay=1x,€ M.

Ya que A es dirigido, existe « € A conay < ay ay < «a.Porlotantox, € NnM

debe contener para tales «, lo cual es una contradiccién porque N n M = (.
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ii) Si toda red convergente en X tiene un unico limite, entonces X es Hausdorff. Su-
pongamos que X no es Haudorff. Entonces existen z,y € X con x # y tal que
N n M # & paratodo N e N,y M € N,,.
El conjunto NV, x N, es dirigido por:

(Nl,Ml> < (NQ,MQ) I N2 C N1 y M2 [ M1 ((Nl,Ml), (NQ,MQ) EN;E X Ny)

Paratodo (N, M) € N, xN,, existe z(x, a1y € NN M. Entonces (m(N,M))(N YN

esunareden X.

A) Sea N, € N,. Entonces existe (Ny, X) € N, x Ny

(No, X) < (N,M) = NcNyaMcX

= X(N,M) E N c NO
B) Sea M, € N,,. Entonces existe (X, My) € N, x N, y

(X, M) < (N,M) = NcXnAMc M,

= I(NM) E M c Mo

Por lo tanto x(y, a1y — Ty T(n,ar) — ¥. Por lo tanto, tenemos una red con al menos

dos limites.

]

Teorema 2.44. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topoldgicos y xo € X. Entonces las si-

guientes proposiciones son equivalentes para la funcion f : X — Y.

(a) f es continua en x

(b) Sipara cada red (x,), en X conlimz, = xo, im f(z,) = f(xo).
(Runde, 2005, Pdg.77), (Waldmann, 2014, Pdg.62)

Demostracion. (a) = (b): Sea (74 )aea una red en X con lim, z, = zo, y sea N €
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f continua en xg => N € Ny = [ (N) € Ny,
Consecuentemente tenemos por convergencia

limz, =20 = Joyaw) €A/ a>=ap1n) = 24 € JHN)

= EIOéf—l(N) € A/Oz Z Qyp-1(N) = f(xa) e N.

Por lo tanto lim,, f(z,) = f(x0).

(b) = (a): Sea N € Ny (,,), y supongamos por contradiccién que [~ (N) ¢ N,.
JTHN) ¢ Noy = VU € Tx/zoe U & fTH(N).

Sea U,,, denota la coleccion de todos los subconjuntos abiertos de X conteniendo .
Entonces U,,, es un subconjunto dirigido de N, (con respecto a la inclusién inversa de

conjuntos). Por nuestra suposicién escogemos
xy € U\f 1(N) para cada U € U,,.

Es claro que limy 2y = x¢. Sin embargo, ya que f(zy) ¢ N paratodo U € U, f(zy) +

f(z0), el cual es una contradiccién. O

2.2.4. Compacidad

Definicion 2.43 (Cubrimiento). Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea S < X. Un
cubrimiento abierto para S es una colecciéon I/ de subconjuntos abiertos de X tal que
Sc|J{U :UeUul.

(Runde, 2005, P4ag.79)

Definicion 2.44 (Conjunto Compacto). Un subconjunto K de un espacio topoldgico
(X, T) es llamado compacto si, para cada cubrimiento abierto I de K, existen Uy, - -- ,U,, €
Utalque K c Uy v --- U U,.

(Runde, 2005, Pag.79)
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Ejemplo 2.80. Sea (X, 7") con la topologia indiscreta. Entonces todo A — X es compac-

to.

Ejemplo 2.81. Sea (X, 7) con la topologia discreta. Entonces X es compacto si, y s6lo

si, es finito.

Definicion 2.45 (Interseccion Finita). Un espacio topoldgico (X, 7) tiene la propiedad
de la intersecidn finita si, para cualquier coleccién F de subconjuntos cerrados de X tal
que({F:FeF} =, existen Fy,--- , F,e Ftalque F1 n---n F, = &.

(Runde, 2005, Pag.79)

Proposicion 2.45. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces las siguientes proposi-

ciones son equivalentes.

(a) X es compacto.

(b) X tiene la propiedad de interseccion finita.

(Runde, 2005, Pdg.79)

Proposicion 2.46. Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea'Y un subespacio de X.

(a) Si X es compactoyY es cerrado en X, entonces Y es compacto.

(b) Si X es HausdorffyY es compacto, entonces Y es cerrado en X.

(Runde, 2005, Pdg.80)

Demostracion. (a) Sealf un cubrimiento abierto para Y. Ya que Y es cerrado en X, la
familia/ U {X\Y'} es un cubrimiento abierto de X. Ya que X es compacto, existe

un subcubrimiento finito; es decir, existen Uy, - - - , U, € U tal que

X=Uvu--uvlU,uX\V = XnY=Uuvu---uvlU,uX\Y)nY
= Y=Uuvu---ulU,)nY
= YcUuvu---uU,

Por lo tanto, Y es compacto.
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(b) Sea x € X\Y. Para cada y € Y, existen subconjuntos abiertos Uy, V, de X tales

que

relUy, yeVy, y U nV, = .

Ya que {V}, : y € Y} es un cubrimiento abierto de Y, existen yy, - - - ,y,, € Y tal que

YcV,u---ulV,.

Escogiendo U := U,, n --- n U,,, luego obtenemos que

UnYcUnV,u---uV,)=0=UcX\Y,

de modo que X\Y es un entorno de x. Ya que x € X\Y fue arbitrario, X\Y es

abierto. Por lo tanto Y es cerrado en X.

]

Proposicion 2.47. Sean (K, Tx) un espacio topolégico compacto, (Y, Ty) cualquier es-

pacio topoldgico y sea f : K — Y continua. Entonces f(K') es compacto.

Demostracion. Para la prueba, ver (Runde, 2005) ]

Corolario 2.48. Sea (K, Tx) un espacio topoldgico compacto no vacio 'y sea f : K — R

continua. Entonces f alcanza sus valores extremos en K.

Demostracion. Para la prueba, ver (Runde, 2005) ]

Definicion 2.46 (Homeomorfimo). Sean (X, 7x), (Y, 7y ) espacios topolégicos. Un ho-
meomorfismo entre X e Y es una funcién biyectiva f : X — Y tal que fy f~! son
continuas. Si existe un homeomorfismo entre X y Y, los dos espacios son llamados ho-
meomorfos.

(Runde, 2005, P4g.80)

Teorema 2.49. Sean (K, Tx)y (Y, Ty) espacios topoldgicos tales que K es compacto, Y
es de Hausdorff, y sea f : K — Y biyectivay continua. Entonces f es un homeomorfismo.

(Runde, 2005, Pdg.81)
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Demostracién. Verificaremos la Proposicién 2.37(c) para g = f~!. Sea I < K cerrado.
Ya que f es biyectiva, la imagen inversa de F' sobre g es f(F).

Ya que K es compacto, por la Proposicion 2.46(a), F' es compacto. consecuentemente,
f(F) es compacto en Y por la Proposicién 2.47 y por lo tanto cerrado en Y (por que Y
es Hausdorff) por Proposicién 2.46(b). Esto prueba la Proposicién 2.37(c) para g = f~!

y por lo tanto se tiene la continuidad de 1. [

2.2.5. Topologia Producto

Definicion 2.47. Sea S una coleccion no vacia de conjuntos. Entonces el producto Car-
tesiano [ [ {S : S € S} se define como la coleccién de todas las funciones f : S —

J{S:SeS}talque f(S) e S paratodo S € S.

Si & = (5;)ier una familia de conjuntos indexada. El producto cartesiano de esta

familia indexada, denotado por [ [._; S;, es el conjunto de todas las funciones

i€l
f:]I—>U{Si:z'e]I}

tal que f(i) € S; para cada ¢ € I, el cual denotaremos por f = (f(4))er-

(Runde, 2005, Pag.18)

Definicién 2.48. Sea ((X;, 7;)),.; una familia de espacios topolégicos y sea X = [ [..; X;.
Entonces la topologia producto en X es la topologia mas gruesa 7 en X haciendo a las

proyecciones de coordenadas
X = Xi, fe f@E) (i€l

continuas. Llamaremos a (X, 7") el producto topoldgico de ((X;, 7;))
(Runde, 2005, Pag.83)

iel”

Por la Proposicion 2.40, el producto topologico existe, y los conjuntos abiertos

son uniones de conjuntos de la forma
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donde 74, - - - ,ineHijeﬁjparasz... ..

Ejemplo 2.82. Sea ((X;, 7;))ie(1,2) espacios topolégicos y sea X = X; x X,. Entonces la
topologia producto sobre X; x X, es la topologia 7 mas gruesa sobre X; x X, haciendo

las proyeccciones de coodenadas 71 : X7 x Xy — X;ym: X7 x Xy — Xo, tales que
m(x) =z, m(r):=xy (x = (21,22) € X7 x Xy)

continuas. Una subbase S para el producto topolégico sobre X; x X, es formada por el
conjunto 7; 1(U) (U < X, abierto) y m, (V) (V < X, abierto), es decir, el conjunto
U x X, (U c X abierto) y X; x V (V < X, abierto). Note que:

= {m'(U),m(V): UeT,VeTly
B = {UxV:UeT,VeT}

son subbase y base para la topologia producto sobre X; x Xo.

Proposicion 2.50. Sean (X, Tx),(Y,Ty),(Z,Tz) espacios topoldgicos, el espacio to-
poldgico producto (Y x Z,T), f1: X =Y, fo : X — Z ydefinimos:

[ X->YXxZ z- (fi(x), fa(x)).

Entonces f es continua si, y solo si, 1y fs son continuas.

(Vilches, s.f., Pdg.54)

Demostracion. Sean, : Y xZ — Y ymy : Y xZ — Z las proyecciones de coordenadas

sobre el primer factor y segundo factor respectivamente. Obsérvese que

Ji=mofy fo=mof

Si f es continua, entonces f; = m o f y fo = m o f son continuas. Reciprocamente,
supongamos que f; y fo son continuas. Sea U x V un elemento bésico de la topologia

Y x Z, entonces

FTHU V) = f7HU) A f7H(V);
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Proposicion 2.51. Sean (X, Tx) un espacio topolégicoy (E,|| ||) un espacio vectorial

normado sobre R. Dadas las funciones f,qg : X — FE, podemos definir una nueva funcion

por:

f+9: X —>E z— f(x)+g(x).

Si f y g son continuas, entonces [ + g es continua.

(Vilches, s.f., Pdg.54)

Demostracion. La funcion i : X — E x E definida por:

es continua, y

S:ExE—FE, (r1,y1)— 11 +w0

es una funcién continua. Entonces f + g = S o h es continua. O

Proposicion 2.52. Sean (X, Tx ) un espacio topolégicoy (E,|| ||) un espacio vectorial
normado sobre R, sean o : X — Ry f : X — FE funciones. Definimos una nueva funcion

por:

af : X - E, - ax)f(x).

Si f y a son continua, entonces of es continua.

(Vilches, s.f., Pdg.54)

Demostracion. La funcion h : X — R x FE tal que h(x) = (a(x), f(x)) es continua, y
m : R x E— F tal que m(\, z1) = Az es una funcion continua. Entonces af = moh

es continua. O]
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2.2.6. Axiomas de Separacion

Definicion 2.49 (Espacio Tj). Un espacio topoldgico (X, T) es llamado un espacio Tj o
espacio de Kolmogorov si, para cualquier x,y € X con x # y, existe un conjunto abierto
UcXtalesque(xeUyy¢U) o(yeUyax¢U).

(Runde, 2005, P4g.100)

Figura 2.2: Espacio T

Ejemplo 2.83. Sea X cualquier conjunto con al menos dos elementos con la topologia

indiscreta. Entonces X no es un espacio 7.

Ejemplo 2.84. Sea (X, 7 ) un espacio topoldgico con la topologia discreta. Entonces X

es un espacio 7.

Ejemplo 2.85. Sea X = {0,1} un conjuntoy 7 = {, {0}, {0, 1}} una topologia para

X. Entonces X es un espacio 7.

Definicion 2.50 (Espacio 7}). Un espacio topoldgico (X, T') es llamado un espacio 77 si,
para cualquier x,y € X con x # y, existen conjuntos abiertos U,V < X tales que z € U,
y¢UeyeV,x¢V.

(Runde, 2005, P4ag.100)

Figura 2.3: Espacio 1T
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Observacion. Obviamente, todo espacio 7} es un espacio 7p, y todo espacio de Hausdor f f

es un espacio 7.

Ejemplo 2.86. Sea X = {0, 1} un conjuntoy 7 = {, {0}, {0, 1}} una topologia para
X. El espacio (X, 7) no es un espacio 7}

Proposicion 2.53. Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces X es un espacio T; si, y
solo si, {x} es cerrado para cada x € X.

(Runde, 2005, Pdg.101)

Demostracion. a) Supongamos que X es un espacio 77, y sea x € X. Para cualquier
y € X con y # x, entonces existe un subconjunto abierto U, de X tal que y € U, pero

x ¢ U,. Por consiguiente

X\{a} = J{U, 1y e X,z # y}

es abierto, de modo que {x} es cerrado para cada z € X.

b) Reciprocamente, supongamos que todos los conjuntos unitarios de X son cerrados,
y sean z,y € X tal que = # y. Entonces existen conjuntos abierto U = X\ {y}y
V =X\{z}de X talesquez € U = X\ {y}peroy ¢ U = X\{y},yye V = X\ {z}
peroy ¢ V = X\ {z}. Por lo tanto X es un espacio 7.

]

Ejemplo 2.87. Sea X cualquier conjunto, y sea 7 la topologia que consiste de J y to-
dos los subconjuntos de X que tienen complemento finito. Entonces, trivialmente, todos
los subconjuntos unitarios de X son cerrados, de modo que X es un espacio 7} por la
Proposicion 2.53. Sin embargo, si X es un conjunto infinito que posee la topologia co-
finita, entonces cualquier par de subconjuntos abiertos no vacios U,V de X siempre se

intersecan, porque si ocurriera que U n V' = ¢J entonces
X=X\g=X\(UnV)=(X\U)u (X\V).

Por la definicién de la topologia cofinita, los subconjuntos X\U y X\V son finitos. En

consecuencia, el espacio (X, 7') no es de Hausdorff.
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Espacios Hausdorff a veces son llamados espacios 75, y algunos autores denota
los axiomas de separacion con la etiqueta de la forma 7; donde ¢ es un nimero entero no
negativo (y como maximo cinco).

Nuestro siguiente axioma de separacion tiene un sabor algo diferente; no estd definido en
términos de la topologia, sino a través de funciones continuas.

Dados (X, dx) y (Y, dy) espacios metricos, usaremos el simbolo C,(X,Y") para denotar
las funciones continuas en B(X,Y’). Seguimos usando la misma notacién si X es un

espacio topologico.

Definicion 2.51 (Completamente regular). Sea (X,7) un espacio 7). Entonces X es
llamado completamente regular si y sélo si, para cada x € X y para cada cerrado F' < X
conx ¢ F,existe f € Cp(X,R) tal que f(X) < [0,1], f(z) =1y f|lr = 0.

(Runde, 2005, Pag.101)

Ejemplo 2.88. Sea (X, d) un espacio métrico, sea xy € X y sea F' = X cerrado tal que

xo ¢ F'. Para evitar la trivialidad, supongamos que F' # ¢J. Definimos

g: X - R, xw—dist(z, F).

Entonces ¢ es continua con g|r = 0y g(x¢) # 0. Definimos f : X — R por:

g9(z)

9(150)’

o) =i { 01} e )

Entonces f(X) < [0,1], f(xo) = 1y f|r = 0, de modo que X es completamente regular.

Ejemplo 2.89. Larecta Sorgenfrey es R con la topologia Sorgenfrey, es decir, la coleccion
de todas las uniones de intervalos semi-abiertos [a, b) con a < b. La topologia Sorgenfrey

es mas fina que la topologia canonica porque
(a,by = | J{le,0) a < c < b}
es Sorgenfrey abierto para cualquier a < b. Sea a € R; entonces la semirrecta
[a,+00) = U{[a,b> :beR,b > a}

es Sorgenfrey abierto, y ya que es cerrado con respecto a la topologia canénica sobre R,
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es también Sorgenfrey cerrado
(=0,ay = X\| J{[a,b) : be R,b > a}.
Consecuentemente, cuando a < b, el intervalo semi-abierto
[a,b) = [a + o0)\ [b, +0) = (=0, a) U [b, +0)

es Sorgenfrey cerrado y abierto. Sea F' — R un Sorgenfrey cerrado y sea © € R\F.
Por definicién de la topologia Sorgenfrey, existen a < b tal que = € [a,b) < R\F. Sea
f la funcién caracteristica de [a, b). Ya que [a, b) es Sorgenfrey cerrado y abierto, f es
continua (y claramente satisface f(R) < [0,1], f(x) = 1y f|r = 0). Consecuentemente,

la recta Sorgenfrey es completamente regular.

Ejemplo 2.90. Todo subespacio de un espacio completamente regular es también com-

pletamente regular.

Proposicion 2.54. Sean (X, T) un espacio completamente regular , v € X y F < X
cerrado tal que x ¢ F. Entonces existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que
xelU, FcVyUnV =. Enparticular X es de Hausdorff.

(Runde, 2005, Pdg.103)

Demostracion. Sea f : X — R una funcién continua tal que f(z) = 1y f|r = 0. Sean

v-{vex s>}, v-fyexifo <3

De ello se sigue que U y V' son abiertos, talesque r e U, Fc X yU n'V = . [

Definicion 2.52 (Espacio Normal). Un espacio 7} (X, 7) es llamado normal si, para
cualquier par de conjuntos cerrados F,G < X con F' n G = (J, existen conjuntos
abiertos U,V < X talesque Fc U, G VyUnV = .

(Runde, 2005, P4ag.103)
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Figura 2.4: Espacio Normal

Ejemplo 2.91. Sea (X, d) un espacio métrico y sean F,G — X cerrados y disjuntos (y

no vacios, para evitar la trivialidad). Entonces

f: X >R, z~dist(z, F)— dist(z, G)

es continua. Sean

U={zeX:f(x)<0}, V={xeX: f(zx)>0}.

Entonces U y V' son abiertos tales que F' < U, G < VyU nV = . Por lo tanto, X es

normal.

Ejemplo 2.92. Sea (K, 7) un espacio compacto Hausdorff, y sean ), G < K cerrados
y disjuntos (y no vacios, para evitar la trivialidad). Fijemos x € F'. Para y € G, existen
U,,VyeTtalesquex € Uy, y eV, y U, nV, = . Obviamente, {V,, : y € G} es un cu-
brimiento abierto para G, y ya que GG (es un subespacio cerrado de un espacio compacto)

es compacto, existen yy, - - - , y, € G tal que

GcVy,u--—-ul,.

Sean

U$=Uylﬂ---ﬁUyn, Vw:vylu"'uv;;n'

Entonces U, y V,. son abiertos tales que x € U,, G < V, y U, n V, = J. Claramente
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{U, : © € F'} es un cubrimiento para F', y por lo tanto, existen x1, - - - , z,,, € F tal que

FcU,vu---ul.

Ty *
Sean

U=U,,v---0lU,,,, V=V,n---nV

Im *

Obtenemos subconjuntos abiertos de X talesque FF c U,G < VyUnV = . Porlo

tanto, K es normal. Todos los espacos normales son trivialmente de Hausdorff.

2.3. Lema de Urysohn

Lema 2.55. Sean (X,7T) normal, F < X cerrado y U < X abierto tal que F' — U.

Entonces existe un abierto V de X tal que
FcVcVcUl.

(Runde, 2005, Pdg.107)

Demostracion. Ya que F, X \U son cerrados y disjuntos, existen V, W < X tal que

FcV, X\UcW, VnlW=¢g.

VaW=¢g = VcX\W
= VcX\W
= VcX\WcX\(X\U)=U
= FcVcVcl
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Lema 2.56. Sea D el conjunto de niimeros racionales diddicos en {0, 1), es decir,

D={72n—n:neN, me{1,2,-~,2”—1}}.

Entonces en cada intervalo abierto {a,b)y < [0, 1] existe un niimero diddico.

Demostracion. Sea (a,b) — [0, 1] tal que a < b. Por la propiedad de Arquimedes, existe

n € N tal que
1
nb—a)>1 = 0<—-—<b—a
n
1 1
= 0<—=<—-<b—-a
2 n
= 1<2"b—2"
Ya que la distancia entre 2"by 2"a es mayor que 1y a, b € [0, 1], existem € {1,--- ;2" — 1}
tal que

2" <m < 2%a = a<2ﬁn<b.

]

Teorema 2.57 (Lema de Urysohn). Sea (X, T) un espacio topolégico normal, y sean
F, G subconjuntos cerrados y disjuntos de X. Entonces existe una funcion continua f :

X — Ral que
f(X) < [0,1], flr =0y flg = L.

Sug. (Runde, 2005, Pdg.109-110) y (Munkres, 2000, Pdg.237-240)

Demostracion. Ya que X\G es abierto que contiene a F', existe un conjunto abierto

U% c X tal que

FCU%CU%CX\G.
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Por consiguiente, existen subconjuntos abiertos U 1y U s de X tal que

cUicUscU

FcU cU.cU 1 3 s < X\G.
4 4 2 4 4

N|=

En consecuencia, existen subconjuntos abiertos Ui, Us, Us y Uz tal que
8 8 8 8

FcUicUicUicUicUscUscUicUicUscU
8 8 4 4 8 8 8

gCU;C
8 4

N|=
N|=

Us cU; cUz = X\G.

Continuando de esta manera, existe un conjunto abierto U, para cada nimero diddico

r € {0, 1), tal que para cualesquiera s,t € D, con s < t, donde D es el conjunto de los

racionales diddicos, tenemos que

FcUcU,cUcU,cX\G.

Definimos la funcién f : X — R por:

sup{te D:x¢ U}, x¢(\epU

(2.9)
0, en otro caso.

(=)

A

|_ | |
I_ I I
0 1/4 x 1

{1
v

Figura 2.5: Tlustracion de la funcién f(2.9)

Es claro que f(X) < [0,1], f|[r = 0y f|¢ = 1. Finalmente mostraremos que f
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es continua. Ya que Sl = {[0,a),{b,1],,[0,1] : a,b € [0,1]} es una base para la
topologia relativa de [0, 1], es suficiente mostrar que f~!([0,a)) y f~'({a, 1]) son abiertos

para cada a € [0, 1].

Sea a € (0, 1]. De la definicién de f se sigue que f(z) < a si, y sélo si, existe

te D,t <a,conze U,

flz)<a < 3FteD, f(z)<t<a
<« JteDsup{t':z¢Us}<t<a

<~ dte D,t<a, conx e U,

Consecuentemente,

F71([0,0)) {reX: fz)el0,a)}

= {zeX: f(zr)<a}

= {reX:3teD,t<a, conzelU}

- Ju.

t<a

es abierto. Ademds, f(x) > a si, y s6lo si, existe t € D, t > a,con x ¢ U,

flz)>a < 3JteD, f(z)>t>a
«— JteDsup{t':x¢Us}>t>a

<« 3JteD,t>a, conz¢U,

Por lo tanto,

[T a1]) = {zeX: f(z)>a}
= {zeX:3teD,t>a, conz ¢ U}
t>a
es abierto. De ello sigue que f es continua. O

Corolario 2.58. Sean (X, T) un espacio topolégico normal, F, G subconjunto cerrados
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y disjuntos de X, y a < b. Entonces existe un funcion continua f : X — R tal que

f(X)cla,b], fle=a y fla =0.

Sug. (Runde, 2005, Pdg.111)

Demostracion. a) Por lema de Urysohn, existe una funcion continua g : X — [0, 1] con

glrp=0ygle =1

b) Sea el gréfico,

Figura 2.6: Ecuacion de la recta

la ecuacidn de la recta es

Es claro que h es un homeomorfimo entre [0, 1] y [a, b].

¢) Definimos la funcién compuesta f = hog: X — [a,b] tal que

f(@) = (hog)(x) = f(x) = h(g(z))

= f(z) = (b—a)g(z) + a.

Esta funcidn verifica los resultados del Corolario.
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Capitulo3

Materiales y Métodos

3.1. Materiales

Los recursos materiales necesarios de acuerdo al tiempo se tiene resumido en la

siguiente tabla:

Actividades MIAM|J|J|IA|S|IO|N|DIE|A M|]J

Revisién de la bibliografia X | x| X

Redaccién del proyecto X

Presentacion del proyecto X

Revisidn y aprobacién del proyecto X

Redaccidn del borrador X [ X| X | X | X|X|X]| X

Sustentacion X

3.2. Presupuesto

Los recursos utilizados para el desarrollo de este proyecto de investigaciéon se ha estima-

do aproximadamente de la siguiente manera.

Descripcion Unidades | Costo unitario (S/.) | Cantidad | Costo Total (S/.)
Bibliografia Uno 30.00 10 300.00
Papel bond Millar 20.00 4 80.00
Fotocopias Uno 0.10 1000 100.00
Memoria USB 8 GB 30.00 1 30.00
Impresion Uno 0.10 1000 100.00
Uso de internet Horas 1.00 400 400.00
Otros 400.00
Costo total 1410.00
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3.3. Métodos

En esta investigacion se utiliza el método descriptivo, deductivo e inductivo; puesto que

se basa en la interpretacién y aplicacién del lema de Urysohn.
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Capitulo4

Resultados y Discusion

En este capitulo obtenemos los resultados fundamentales que se derivan del Teorema de

Urysohn (Lema de Urysohn)

Estos son:

- El Teorema de Metrizacién de Urysohn
- El Teorema de extension de Tietze

- El Corolario de conexién entre el lema de Urysohn y el Teorema de extension de Tietze.

4.1. Metrizacion de Urysohn

Lema 4.1. Sean (X, T) un espacio topoldgico, B una base para T, y supongamos que, para
cada U € By cada x € U, existe una funcion continua fy, : X — R tal que fy,(x) = 1y
fuzl x\v = 0. Entonces T es la topologia mds gruesa sobre X tal que todas las funciones en
{fuz:U € B,z € U} son continuas.

(Runde, 2005, Pdg.112)

Demostracion. Sea 7" denota la topologia més gruesa sobre X tal que todas las funciones en
{fuz:U e B,z €U} son continuas. Luego 7' < T, supongamos que 7 ¢ 7" es decir, existe

U e T tal que U ¢ T'. Sin perdida de generalidad, supongamos que U € B.
SiU ¢ T, entonces X\U no es cerrado con respecto a 7'

Consecuentemente, existe x ¢ X \U que estd en la clausura de X \U con respecto a 7, es decir,

x € X\U conrespecto a T”. Sea (x4)aeca unared en X \U tal que z,, T, . Deello se sigue que

1= fU,m(x) = h’én fU,x(xa) = 07
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lo cual es una contradiccién. Por lo tanto 7 = 7T~. O

Teorema 4.2 (Teorema de Metrizacion de Urysohn). Sea (X, T) normal, segundo numerable.

Entonces X es metrizable.

Sug.(Runde, 2005, Pdg.112-113)

Demostracion. Sea {U;,Us,,Us, -} < T una base numerable para 7, y sea
A ={(n,m) eN?: U, c Un} .

Afirmamos que para cada m € Ny para cada x € U,,, existe n € Nconz € U,, = U,, < U,, (de

modo particular, (n,m) € A). En efecto, seam € Nyseax € Uy,

{z}cU, = WeT/{z}cUcUcUp,
= dneN/{2}cU,cUcUcU, U,cU)
= neN/{z}cU,cU,cUcU,

= dneN/xeU,cU,cUp,
Por el lema de Urysohn, para cada (n,m) € A, existe una funcién continua frnm : X — Rcon

fn,m(X) = [0, ]-]7 fn,m|Un = 1y.fn,m|X\Um =0.

Definamos d : X x X — R por:

)= Y o am(@) — fun)] @y e X).

(n,m)eA

Afirmamos que d es una métrica sobre X

M1) d(z,y) = 0,Vz,ye X cond(z,y) =0z =y

Es claro que d(z,y) = 0 a partir de la definicién. Mostraremos que d(z,y) <> = = y.
i) Six =y, entonces d(x,y) = 0. En efecto,

1
=Y = d(x,y) = Z W |fn,m(x) - fn,m(x)|
(n,m)eA

= d(z,y) =0

ii) Six # y, entonces d(x,y) # 0. En efecto, sean z,y € X tal que x # y. Yaque X es
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de Hausdorff,

ImeN/z2eUp, y¢ U, = IneN/zeU,cU,cU,

= (n,m)eA.
Yaque fomlg, = 1Y fumlx\v,, =0, tenemos

Ay) = Y o am@) = fam®)

(n,m)eA
1
Z an+m |1 o O|
(n,m)eA

1
2n+m

> 0
M2) d(z,y) = d(y,x),Vx,y € X. En efecto,

dwy) = ) g (@ — Fam®)

(n,m)eA

= Y v ) — fam(@)

(n,m)eA
= d(y,x)

M3) d(z,z) < d(x,y) + d(y,2),Yx,y, z € X. En efecto,

d(z,z) = 2 TL% ’fn,m(x) - fn,m(y) + fn,m(y) - fn,m(z)‘
(n,m)eA
< Y g (am®) = Fam@) + am(s) ~ From(2))
(n,m)eA

d(z,y) + d(y, 2)

Afirmamos que id : (X, 7) — (X, d) es continua. Sea (x,) unared en (X, 7) tal que x,, T, 2,
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puesto que fp, ., : (X, 7) — R es continua

T
Ty — T =
=

=

fn,m (ma) Twl fn,m(x)

|fn,m(xa) - fn,m(l')| -0
Z | fam(2a) = fam(z)] — 0

(n,m)eA
d(za,z) — 0

To — T

de modo que la topologfa inducida por d es mas gruesa que 7 . Por otro lado, cada fi, ,, : (X,d) —

R con (n,m) € A es continua. Sea (z,) unared en (X, d) tal que

:Ua—dwv = d(zq,x) >0
= Z | fam(a) = fam(z)] — 0
(n,m)eA
= |fn,m($a) - fn,m($)| -0
= fn,m(-ra) - fn,m(-r)
y por Lema 4.1, concluimos que 7 es la topologia mds gruesa que la topologia de (X, d). O

4.2. Extension de Tietze

Lema 4.3. Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces Cy(X,R), con la norma || f||« definida

por

[flloo = sup {|f(z)| : x € X}

es un espacio de Banach

(Runde, 2005, Pdg.113) y (Folland, 1999, Pdg.121)

Demostracion. Si f € B(X,R), definimos la norma uniforme de f por:

[flloo = sup {|f(z)] - x € X}.

La funcion d(f,g9) = ||f — g||leo es una métrica sobre B(X,R). B(X,R) es completo con la

métrica uniforme. Afirmamos que C(X,R) es cerrado en B(X, R). En efecto, sea (fy,),~_; una
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sucesion en Cp (X, R) que converge a f € B(X,R). Dado € > 0

fn—>f:>E|n€eN/n>nE:>||fn—f||oo<%.

Dadon > n.y xp € X, yaque f, es continua en xo, existe U € N, tal que

|fn(x) = falzo)] < % (paraz e U).

En consecuencia,

[f(@) = f(zo)| < |f (@) = ful@)| + [fu(2) = fa(@o)| + | fu(z0) — f(zo)| <€

Luego, f es continua y C(X, R) es cerrado en B(X, R). Por lo tanto, C;(X, R) es un espacio de
Banach. O

Teorema 4.4 (Teorema de Extension de Tietze). Sean (X, T ) un espacio normal, Y un subes-
pacio cerrado de X y f : Y — R continua tal que f(Y) < [a,b]. Entonces existe una funcion
continua f : X — R con f(X) < [a,b] que extiende f.

Sug. (Runde, 2005, Pdg.113-114)

Demostracion. La afirmacion se cumple si a = b, asi que supongamos que a < b. Sin perdida de

generalidad, supongamos que ¢ = —1y b = 1.
1) Sea fo = f:Y — Rtal que fo(Y) < [—1,1], y sean
1 1
Fy = {xeY:fO(x) <—§} y Go = {xeY:fo(x) > g}

Se verifica que Fj y Gg son cerrados y disjuntos. Por Corolario 2.58, existe una funcién conti-

nua
11 1 1
go: X — [—g,g] tal que go|r, = 3 Y 9olcy = 3
2) Sea f1 = fo — goly : Y — R. Entonces f1(Y) < [—%, %] Sean
12 12
= {xeY:fl(m)g—gg} y Gi = {xeY:fl(m)>§§}.

Se verifica que F} y GG1 son cerrados y disjuntos. Por Corolario 2.58, existe una funcién conti-
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nua

12

9 12
g1 : X — [ ————— ] talque g1|p = ~33 ygiley = 53

3) Sea fo = fi —g1]y : Y — R. Entonces f2(Y) < [—%%, %%] Sean

= {xeY:fQ(x) é—% <§>2} y Gy = {xeY:fg(x) 2%(;)2}

Se verifica que F5 y G5 son cerrados y disjuntos. Por Corolario 2.58, existe una funcién conti-

nua
X 1/2\% 1/2\? . | 1/2\? | 1/2\?
X - |-z - = al que =——|= =—(=] .
92 3(3) '3\3 q gi|F 3.3 Yy a1la, 313
Continuando de esta manera, obtenemos funciones continuas fy, f1, f2,--- sobre Y y go, g1, 92, - -

sobre X tal que
2\" [/2\" 1 /2\" 1 /2\"
(YY) [— <§) 7(§> ] Y gn(X) [—g (g) '3 (g) ] paran € Ny
Ademas, tenemos

fan=fo—(go+g1+ gn-1)ly (neN).

Sea e > 0. Ya que

Mok < 35 (5)’ g(lf%)=1<w

= n=0

existe n. € N tal que

m n
ZHngOO_Z”ngoo < € (m>n>n)
k=0 k=0
m m
| Z Grlloo < Z lgklloo < € (m>n>ne)
k=n+1 k=n+1

m
| Z grllo < € (m>n>n)
k=n+1

m n
HEQk_ngHoo < € (m>n>n).
k=0 k=0

Consecuentemente (>._, gx).._, s un sucesion de Cauchy en el espacio de Banach Cj,(X,R) y
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por lo tanto converge a la funcién f : X — R.Paraz € X tenemos que

~

Jgrgozgk—f:hngk = f(2)

Por consiguiente,

HOIE

Ademéds, paray e Y,

2 Z o < 3 5 (3) -1

||M8

~

(@) = J@)| = Jim |f(2) -

n—0o0

Por lo tanto, f|y = f. O

4.3. Conexion entre el Lema de Urysohn y el Teorema de Extesion de Tietze

El siguiente corolario establece la conexion entre el lema de Urysohn y el Teorema de

extension de Tietze.

Corolario 4.5. Las siguientes proposiciones son equivalentes para un espacio (X, T ) que es T}.

(a) X es normal.

(b) Para cualesquiera cerrados y disjuntos F,G < X, existe una funcion continua f : X — R

tal que f(X) < [0,1], flr =0y fle = 1.

(c) Para cualesquiera cerrados y disjuntos F,G < X, existe una funcion continua f : X — R

tal que flp =0y fla = 1.

(d) Para cualquier subespacio cerrado Y de X y para cualquier funcion f : Y — R con f(Y) <

[a, b, existe una funcion continua f : X — R con f(X) < [a,b] tal que fly = f

(e) Para cualquier subespacio cerrado Y de X y para cualquier funcion f :' Y — R, existe una

funcion continua ]? : X — Rtal que ﬂy = f.

Sug. (Runde, 2005, Pdg.114-115)
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Demostracion. (a) = (b) por lema de Urysohn, y (b) = (c¢) es inmeditato.

(¢) = (a): Sean F,G — X cerrados y disjuntos, y f una funcién como en (c). Sean

U={a:eX:f(a:)<%} y V={a:eX:f(a;)>%}.

Entonces U y V son abiertos y disjuntos talque F c Uy G < V.
(d) => (e):Sean Y < X cerradoy f : Y — R continua.

i) Sea g = arctanof : Y — R continua con g(Y) = {(—%, %), entonces existe una funcién

continuag: X —» Rcong(X) c [—— —] tal que gly = g.

Podriamos simplemente establecer f = tan og. El problema con esta definicion es que a
pesar de que g no alcanza los valores de —5 6 7, no podemos descartar por (d) que estos
valores no se encuentren en el rango de g, de modo que f = tan og no se pueda definir en

todo X . Para evitar esta dificultad, invocaremos a (d) por segunda vez.

ii) Sea F'=g~! ({—%,%}). Entonces F es cerrado y tiene una interseccion vacia con Y.

J(Y)=g(Y)c —gg> = Ycg'@Ey)cg! (< )

g(Y)) =
= veit((-53))
= FNnY =0

Definamos:
h:FuY —Rtalque hlp =0, hly = 1.

Entonces h es continua porque F'y Y son cerrados y abiertos en /' U Y, entonces existe

una funcién continua  : X — R con h(X) < [0,1] tal que hly = h

iii) Resulta que hg : X — R es una extension continua de g alcanzando todos sus valores en

S
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Consecuentemente, f = tano (Eﬁ) : X — R es una extensién continua de f.

fla) = <tano (7@)) () (zeY)
= tan <%(w)§(m)>
= tan(g(z))

= tan(arctan(f(x))

= [f(z)
(e) = (c): Sean F,G < X cerrados y disjuntos. Sea Y = F' U G y definimos f : ¥ — R

mediante f|r = 0y f|¢ = 1. Entonces f es continua y por lo tanto tiene una extensién continua

f’:X—>Rtalquef’|y = f.

Esta extension satisface (c). O
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Capitulo5

Conclusiones

- El Lema de Urysohn es un Teorema profundo”, porque su demostracién implica una idea real-
mente original, que las pruebas anteriores, referente a los conceptos previos de la topologia, no

lo hacen.

El Lema de Urysohn nos asegura la existencia de ciertas funciones continuas con valores reales
sobre un espacio normal X: en un espacio topolégico normal X, dos cerrados disjuntos se
pueden separar por aplicaciones continuas de X en [0, 1] de forma que en un cerrado vale 0 y

enel otro 1.

- El Lema de Urysohn es la herramienta bésica usada al probar el Teorema de metrizacién de

Urysohn: todo espacio normal, segundo numerable es metrizable.

- El Lema de Urysohn es la herramienta basica usada al probar el Teorema de extensién de Tietze:
caracteriza los espacios topoldgicos normales en los que es posible extender al espacio total una

funcion continua definida en un cerrado.

- El Lema de Urysohn y Teorema de Extension de Tietze es la herramienta bdsica usada al probar
la conexion entre el lema de Urysohn y el Teorema de extension de Tietze: la normalidad es

precisamente la condicidon que hace que estos dos resultados esten conectados.
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Recomendaciones

1. Se sugiere continuar con el estudio de estos 3 resultados fundamentales de los espacios Noma-
les y considerar las diversas aplicaciones que estos tienen, por ejemplo, el Teorema de extension

de Tietze sirve para demostrar el Teorema del punto fijo de Brouwer.

2. Se deja como trabajo a futuro, el estudio de las particiones de la unidad como otras de las apli-
caciones del teorema (lema de Urysohn), de igual forma un estudio més riguroso del Teorema

de Metrizacién de Urysohn puesto que se vio sélo su demostracién.
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