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RESUMEN

El presente trabajado de investigacion titulado “APLICACION DEL METODO
SIMPLEX PARA UN MODELO EN LA PRODUCCION DE LECHE Y SUS
DERIVADOS EN PEQUENOS Y MEDIANOS PRODUCTORES?”, tiene como objetivo
utilizar el método simplex para disefiar un modelo matematico que optimice las ganancias
en la produccion de leche y sus derivados en pequefios y medianos productores, cuya
hipdtesis el método simplex determina un modelo matematico para optimizar las
ganancias en base a métodos descritos para produccion de leche y sus derivados en
pequefios y medianos productores. En tal sentido, el presente estudio se centro en la
implantacion de un modelo matematico que ayude en la optimizacion de ganancias a los
productores dedicados a la actividad y presentar en forma coherente la teoria minima
necesaria para un curso basico de programacion lineal que es de utilidad para la escuela
profesional de Ciencias Fisico Matematicas y para otras escuelas que se imparten cursos
de optimizacion. Ademas, se presenta una aplicacion real de la programacion lineal en un
modelo para la produccion de leche y sus derivados en pequefios y medianos productores.
Por tanto, en este trabajo, se analiz6 las definiciones, propiedades, teoremas y el método
simplex de la teoria de programacion lineal. La metodologia usada en este trabajo es el
método descriptivo, basada en la investigacion bibliografica y documental. Y llegando a
la conclusién haciendo el uso de la programacion lineal, el subsistema ganado y el
subsistema cosecha se ha logrado disefiar el modelo matematico y optimizar las ganancias
del productor.

Palabras Clave: Aplicaciéon, Modelo matematico, Método simplex, Produccion.
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ABSTRACT

The present research work entitled "APPLICATION OF THE SIMPLEX METHOD FOR
A MODEL IN THE PRODUCTION OF MILK AND ITS DERIVATIVES IN SMALL
AND MEDIUM PRODUCERS", aims to use the simplex method to design a
mathematical model that optimizes the gains in milk production and its derivatives in
small and medium producers, whose hypothesis the simplex method determines a
mathematical model to optimize profits based on described methods for the production
of milk and its derivatives in small and medium producers. In this sense, the present study
focused on the implementation of a mathematical model that helps in the optimization of
profits to the producers dedicated to the activity and present in a coherent way the
minimum theory necessary for a basic course of linear programming that is useful for the
professional school of Physical Mathematical Sciences and for other schools that offer
courses of optimization. In addition, a real application of linear programming is presented
in a model for the production of milk and its derivatives in small and medium producers.
Therefore, in this work, the definitions, properties and theorems of linear programming
theory were analyzed. The methodology used in this work is the deductive method, based
on bibliographic and documentary research. And coming to the conclusion making the
use of linear programming, the subsystem gained and the subsystem harvest has been able

to design the mathematical model and optimize the profits of the producer.

Keywords: Application, Mathematical model, Simplex method, production.
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CAPITULO |

INTRODUCCION

La Programacion Lineal es un procedimiento o algoritmo matematico mediante el cual se
resuelve un problema indeterminado, formulado a través de ecuaciones lineales,
optimizando la funcién objetivo, también lineal. Consiste en optimizar una funcion lineal,
denominada funcion objetivo, de tal forma que las variables de dicha funcion estén sujetas

a una serie de restricciones que expresamos mediante un sistema de inecuaciones lineales.

La programacion lineal constituye un importante campo de la optimizacién por varias
razones, muchos problemas practicos de la investigacion de operaciones pueden
plantearse como problemas de programacion lineal. Algunos casos especiales de
programacion lineal, tales como los problemas de flujo de redes y problemas de flujo de
mercancias se consideraron en el desarrollo de las matematicas lo suficientemente
importantes como para generar por si mismos mucha investigacion sobre algoritmos
especializados en su solucion. Una serie de algoritmos disefiados para resolver otros tipos
de problemas de optimizacion constituyen casos particulares de la mas amplia técnica de

la programacion lineal.

Historicamente, las ideas de programacion lineal han inspirado muchos de los conceptos
centrales de la teoria de optimizacién tales como la dualidad, la descomposicién y la
importancia de la convexidad y sus generalizaciones. Del mismo modo, la programacion
lineal es muy usada en la microeconomia y la administracion de empresas, ya sea para
aumentar al maximo los ingresos o reducir al minimo los costos de un sistema de

produccion. Algunos ejemplos son la mezcla de alimentos, la gestion de inventarios, la

13
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cartera y la gestion de las finanzas, la asignacion de recursos humanos y recursos de

maquinas, la planificacion de campafas de publicidad, etc.

El desarrollo del presente trabajo de investigacion servird para mostrar las nuevas
técnicas de produccion de leche utilizando modelos matematicos que ayuden a establecer
un proceso eficiente adecuado para el productor, aplicando una de la herramientas
poderosas como la programacion lineal en el cual se aplica el método simplex en la
modelacion de produccion de leche, el cual puede ser usado por los pequefios y medianos
productores de la region, con la finalidad de establecer programas de produccion mas
eficientes y obtener resultados aceptables con un modelo de programacion lineal a

mediano y largo plazo.

El trabajo de investigacion se estructura de la siguiente manera:

En el capitulo | se desarrollan todas las componentes del problema, como son el
planteamiento, formulacion, hipotesis, en los cuales se constato la existencia de una real
necesidad de generar una propuesta para mejorar la produccion de leche. El capitulo Il
contiene el marco tedrico, en el cual se desarrolla importantes sub capitulos estos son:
programacion lineal en lo que se ha investigado varias fuentes con el fin de describir y
analizar grandes rasgos de definiciones y teoremas. Lo importante de este capitulo es que
permitio orientar en el proceso de disefio del modelo. En el capitulo 111 se refiere al disefio
de investigacidn, se aclara precisamente el tipo de investigacion seleccionado, que en este
caso es de tipo descriptivo. En el capitulo 1V se describen los resultados de la

investigacion.
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1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La programacion lineal constituye un importante campo de la optimizacion, los
problemas de flujo de redes y problemas de flujo de mercancias que se consideraron en
el desarrollo de las matematicas lo suficientemente importantes como para generar mucha
investigacion sobre los algoritmos especializados en su solucion, algoritmos disefiados
para resolver otros tipos de problema de optimizacién. La programacion lineal es muy
usada en la microeconomia y la administracion de empresas, ya sea para aumentar al

méaximo los ingresos o reducir al minimo los costos de un sistema de produccion.

En tal sentido, la presente investigacién se centr6 en la implantacion de un modelo
matematico que ayude en la optimizacion de ganancias a los pequefios y medianos
productores de leche, ya que muchas personas dependen de la produccion de leche es
uno de los sectores tal vez mas importantes en la region de Puno en el distrito de vilque,
la leche es uno de los productos que ha dado un ingreso relativamente seguro y creciente
en los dltimos afios a los pequefios productores, pero no existe un adecuado
aprovechamiento de los recursos, ni se modela la produccién ya que los productores

carecen de estas herramientas, lo cual muestra la necesidad de investigar en esta direccion.

En este sentido, optimizar la produccién de leche involucra el empleo de herramientas
que admitan adoptar las mejores decisiones, una de las cuales es la programacién lineal
en el cual se aplica el método simplex, criterios de optimizacion, teoria de dualidad y
analisis de sensibilidad con la finalidad de obtener resultados aceptables a mediano y

largo plazo.

Y que sea de utilidad en la escuela profesional de ciencias fisico matematicas y en las

escuelas profesionales que se imparten el curso de optimizacién o programacion lineal.
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12. FORMULACION DEL PROBLEMA

¢Seré posible disefiar un modelo matematico utilizando el método simplex para optimizar
las ganancias en la produccién de leche y sus derivados en pequefios y medianos

productores?

1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

El método simplex determina un modelo matematico para optimizar ganancias en base a
métodos descritos para produccion de leche y sus derivados en pequefios y medianos

productores

1.4.  JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

El desarrollo del presente trabajo de investigacion servird para mostrar las nuevas
técnicas de produccion de leche utilizando modelos matematicos que ayuden a establecer
un proceso eficiente adecuado para el productor, aplicando una de la herramientas
poderosas como la programacion lineal en el cual se aplica el método simplex en la
modelacion de produccion de leche, el cual puede ser usado por los pequefios y medianos
productores de la region y del pais. Ademas, toda persona interesada en comprender y
profundizar sobre el tema, serd beneficiada. Ya que sera til para consultas de estudiantes

o profesionales que se planteen problemas de aplicacion en programacion lineal.
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15. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo general

Utilizar el método simplex para disefiar un modelo matematico que optimice las

ganancias en la produccion de leche y sus derivados en pequefios y medianos productores.

1.5.2. Objetivos especificos

o Describir la teoria de programacion lineal: método simplex, criterios de dualidad
y andlisis de sensibilidad para produccion de leche y sus derivados en pequefios y
medianos productores.

o Determinar un modelo matematico para optimizar las ganancias, en base a
métodos descritos para produccién de leche y sus derivados en pequefios y
medianos productores.

o Disenar el algoritmo para optimizar las ganancias de leche y sus derivados en

pequefias y medianos productores.
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CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

1.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Para la presente investigacion se encontrd los siguientes trabajos relacionados con la

investigacion, los cuales se mencionan a continuacion.

> DEL RIVERO JIMENES, Socorro — RUIZ MORENO Leoncio (1988). En su
trabajo de investigacion titulado “Modelo de programacion lineal para produccion
de papel carbon en la empresa productos pelikan, S. A.” realizado en México. En
el cual se aplica el método simplex, criterios de optimizacion. Y ademas una
aplicacion real de la programacién lineal en el area de produccién de papel carbon
en la empresa productos pelikan.

> HERNANDEZ HERNANDEZ, Héctor A.- RUIZ MORENO, Ricardo (1991).
En su trabajo de investigacion titulado “El método simplex revisado con variables
acotadas y su aplicacion en el disefio de dietas para camardn”, en el departamento
de matematicas conjuntamente con el Centro de Investigacion Cientifica y
Tecnologia de la Universidad de Sonora. En el cual aplica la teoria de
programacion lineal con variables acotadas, el método simplex revisado con
descomposicion LU y el algoritmo que lleva a la solucion del problema de disefio
de dietas de manera eficaz.

> DE LA PENA MONTEMAYOR, Jests Eduardo (2001). En su trabajo de
investigacion titulada “Aplicacion de la programacion lineal en la industria de la
panificacion”, realizado en México. En esta investigacion utiliza la teoria de
programacion lineal en la industria de panificacion con la finalidad de minimizar

los costos de fabricacion, considerando todos los factores que influyen en la
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capacidad instalada de la planta. En el cual aplica el método simplex, criterios de
optimizacion, teoria de dualidad y de anélisis de sensibilidad.

> DELGADO HIDALGO, Liliana - TORO DIAZ Héctor Hernan (2010). En
este articulo de investigacion titulada “Aplicacion de un modelo de programacion
lineal en la optimizacion de un sistema de planeacion de requerimientos de
materiales (MRP) de dos escalones con restricciones de capacidad”, realizado en
Colombia. En esta investigacion utiliza la teoria de programacion lineal con la
finalidad de implementar un modelo de programacion lineal entera mixta que
representa un sistema de manufactura de dos escalones, con la intension de
determinar decisiones Optimas de aprovisionamiento de materias primas o
componentes. EI modelo se programa usando software de modelacion algebraica
y se integra a una herramienta computacional desde la cual se administra el
ingreso de los parametros y la obtencion de resultados ademas es validado en un
ambiente real de manufactura, observando representar fielmente el sistema que
obtiene decisiones de aprovisionamiento que minimice el costo total.

> GOMEZ IRURETA, Francisco (2013). En su articulo de investigacion titulado
“Modelo de programacidn lineal aplicado a la determinacion del plan de cultivos
y dimension de una explotacion familiar ideal en regadio”, realizado en México.
Este articulo tiene como objetivo mostrar un ensayo d programacion lineal que
pueda ser Util en estudios sobre el calculo del plan de cultivo y dimension de una
explotacion, ademas puede aventurarse que el modelo pude ser util introduciendo

en cada caso sucesivo.
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12. BASE TEORICA

1.2.1. Algunos resultados del algebra lineal

Definicion 2.2.1 (COMBINACION LINEAL) (Grossman & Flores Godoy, 2012) El
vector X € R™ es una combinacion lineal de { xq,---,x,} € R™ si existen escalares

{aq,+,a,} € Rtales que

X = alxl + azxz + -+ a’nxn
n
X = Z a;x;
i=1
Definicion 2.2.2 (INDEPENDENCIA LINEAL) (Grossman & Flores Godoy, 2012)

Un conjunto de vectores {x, :--, x,} en R™ son linealmente independiente si;

n
aix; = 0
i=1

Entoncesa; = 0, Vi = I,n
Definicion 2.2.3 (Kolman & Hill, 2006) (DEPENDENCIA LINEAL) Un conjunto de

vectores {x4, -:-, x,} en R™ son linealmente dependientes si existen escalares {a4, -:*, @, }

en R no todos iguales a cero tales que
axq +ax, ++apx, =0y a; #0paraalgini =1, ,n

Teorema 2.2.1 El rango de cualquier matriz es igual al maximo namero de columnas
linealmente independientes de dicha matriz; esto es, el rango de una matriz es la
dimensién del subespacio generado por las columnas de dicha matriz. Ver demostracion

en (Friedberg, Insel, & Spence, pag. 147)
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1.2.2. Convexidad

Definicion 2.2.4 (Bazaraa, 2006) Un conjunto S ¢ R™, es convexo si dados cualesquiera

dos puntos x4, x, en S, entonces ax; + (1 — a)x, € S paracadaa € [0,1].

Obsérvese que para cada « en el intervalo [0,1], el vector ax; + (1 — a)x, representa un

punto en el segmento de rectaque uneax; y x, .

X, +a(X —X;,) =ax +1-a)Xx,

0.0

FIGURA 1: Conjunto convexo
FUENTE: (Del Rivero Jimenez & Ruiz Moreno)

Es decir un conjunto S es convexo si para cualesquier dos puntos en S el segmento de

linea que los une esta totalmente contenida en S.

Conjunto convexo Conjunto no convexo

FIGURA 2. Ejemplos de conjuntos convexos y N0 CONVexos.

FUENTE: Elaboracion propia
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Definicion 2.2.5 (COMBINACION LINEAL CONVEXA).- El vector X € R™ es una
combinacion lineal convexa de los vectores {x,::-,x,} € R™ si existen escalares

{ai, -+, a,} € Rtal que
n n
X = Zaixi,donde a; =0, y Zai =1,vi=12,---,n
i=1 i=1

1.2.3. Hiperplano

Definicion 2.2.6 (Bazara & Jarvis, 1989) Un hiperplano H en R™ es una coleccion de

puntos de la forma
H={xeR"“p'x =a}

Donde p es un vector no nulo en R™ y a es un escalar.

FIGURA 3: Hiperplano H
FUENTE: Elaboracion propia
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Definicion 2.2.7 (Bazaraa, 2006) Un hiperplano H define dos semiespacios cerrados de

la forma
Ht={x e R"p'x > a}
H ={xeR“p'x < a}

Y dos semiabiertos {x € R®:pTx > a} y {x € R": pTx < a}

FIGURA 4: Semiespacios H" y H~
FUENTE: (Bazaraa, 2006)

Definicion 2.2.8 (Bazaraa, 2006) Sea S un conjunto no vacio en R™ y sea x € dS, donde
S denota la frontera de S. Un hiperplano H = {x € R™: p” (x — X) = 0} es llamado un

hiperplano soporte de S en x si se cumple s6lo una de las siguientes condiciones:

i) S € H*, es decir, pT(x — %) > 0,vx € S.

i) S<H,esdecir,p’(x—X) <0,vx€S.

Definicion 2.2.9 (Bazara & Jarvis, 1989) Sea S < R™ no vacio y H un hiperplano soporte

de S. Denominaremos puntos soporte a los puntos del conjunto S N H.
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Definicion 2.2.10 (Bazara & Jarvis, 1989) Un conjunto no vacio € € R™es llamado un

cono convexo con vértice en el origen si para cualquier x € C, entonces Ax € C,

VA = 0. Por lo tanto, un cono convexo es un conjunto convexo cuyos elementos son todos

los rayos que salen del origen.

Observacion: Si x € C, donde C es cono, entonces la semirecta que contiene al origen y

pasa por el punto x debe estar contenida en el cono C.

1.2.4. Conjuntos poliédricos

Definicion 2.2.9 (Bazara & Jarvis, 1989) Se llama poliedro a un conjunto de la forma

p ={x € R"/Ax < b}

Con A € M,,,xn(R) y b € R™, es decir; un poliedro es una interseccion finita de

semiespacios.

Observacion:

" Un conjunto poliedro es un conjunto cerrado y convexo.
" Un conjunto poliédrico puede ser representado por un nudmero finito de

desigualdades y/o ecuaciones lineales.

1.2.5. Puntos extremos y direcciones extremas

Definicién 2.2.10 (Bazaraa, 2006) Sea S ¢ R™ un conjunto convexo no vacio. Un vector
x € S esun punto extremode S six=ax; + (1 —a)x, conxy,x, ESy a€ (0,1)
implica que x = x; = x5, es decir, un punto extremo es aquel que no se puede escribir

como combinacion convexa de dos puntos diferentes de S.
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FIGURA 5: Puntos extremos y no extremos

FUENTE: elaboracion propia
En la figura 5 se puede observar que x; €s un punto extremo de S, mientras que x,, x5 no lo son.
El concepto de puntos extremos juega un papel importante dentro de la programacion
lineal, debido a que cada punto extremo es una posible solucién del problema que se esta

tratando.

Definicién 2.2.11 (Bazaraa, 2006) Sea S < R™ un conjunto cerrado y convexo. Un vector
d € R", distinto de cero, es una direccion de S si para todo xcS se tiene que

X+AdeS, vAi=0.

FIGURA 6: d es una direccion de S
FUENTE: (Bazaraa, 2006)

Observacion: Por la definicion dada la “direccion”, el conjunto debe ser no acotado para

que tenga al menos una direccion.

Definicion 2.2.12 Dos direcciones d,, d, de S son distintas si d; # ad, para cualquier

a > 0.
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Definicion 2.2.13 (Bazaraa, 2006) Una direccion d de S es una direccion extrema si no
se puede escribir como combinacion lineal positiva de dos direcciones distintas; es decir,

Si:

d = A1d; + A,d; para Ay A, > 0, entonces d; = ad, para algin a > 0.

FIGURA 7: d, d, son direcciones extremas de S.

FUENTE: (Bazara & Jarvis, 1989)
1.2.6. Caracterizacion de puntos extremos y direcciones extremas
Teorema 2.2.2 (Bazaraa, 2006) (CARACTERIZACION DE PUNTOS EXTREMOS)

Sea S = {x € R": Ax = b,x = 0}, donde 4 es una matrizm X nconrangomy b € R™.

Un punto extremo de S si y s6lo si A puede ser descompuesta en la forma [B N] tal que
_[*¥B] _[B™'b

2=l =177

Donde B es una matriz m x n invertible tal que B~1b > 0.
Prueba
- Xp .
&) Como B~1b > 0, entonces x = [xN] > 0, ademas
-1
Ax = [B N]-[Bob]zBB—lbzb

26
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Por lo tanto x € S.

Ahora supongamos que x = Ax; + (1 — A)x,, donde x;,x, € Sy 1 € (0,1).

Seax; = [ii:] Yy X, = [;2:] luego [B_Olb] =2 [ﬁi:] +(1-21) [zz;] ya que

X152 = 0,x,, =0y A >0, setiene que x;, = x5, = 0.
en consecuencia, x; = [ (1)1] Y, = [ 21]_

0

Por otro lado

0
Bx11 == b
X11 = B_lb

de forma similar x;, = B~1b; y con esto se tiene que x = x; = x,, por lo tanto, x es un

punto extremo.
=) x es un punto extremo de S. Se debe demostrar que A = [B N], B es invertible y
E _Olb] > 0.
En efecto:
Por hipétesis x € S ¢ R™, sin pérdida de generalidades supongamos que
x = (xq,, %, 0,-++,0)7, donde x;, x5, -+, X, SON positivos con k < n.
luego

Ax

Il
S7
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entonces

[A1 Az Ak]'

X1
: ] =b (2.1)

Probemos que {A;, A,, -, A, } son linealmente independientes.

Supongamos que {A;,A4,,:-,Ar}son linealmente dependientes; es decir, existen
escalares {A;,4,,+:-,Ax} no todos ceros talque A;x; + Ay xy + -+ Arx, = 0 sea
A=21,25,,200,---,00T ER" y a > 0, definimos x;, =x+al y x, = x + a,

donde a es escogido de tal forma x; = 0y x, = 0. Notar que
k
Axy = Ax + aAA = b+z/1iAi =b
i=1

Puesto que

iN1=
o
ES
I
(e

en forma similar, Ax, = b.

Por lo tanto x;,x, € Sycomo a > 0y A1 # 0, entonces x; # x, .

Ademas
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1 1
X ==X +=X,.
271 T2

Lo que indica que x no es punto extremo; contradiciendo asi la hipotesis, por lo tanto

{Aq,A,,-, A} es un conjunto linealmente independiente.

Puesto que ran(A) = m, entonces hay m columnas linealmente independientes lo que

indica que k < m.

Si k = m, entonces de la ecuacion (2.1) se tiene

X1
[Ay Ay Ayl | ¢ ] =
Xk
BxB = b
Xg = B_lb

Pues B es invertible.

Si k < m, entonces se puede escoger m — k y n — k columnas tal que ellas, junto con las
k primeras columnas forman un conjunto de vectores linealmente independientes. De este

modo podemos formar la matriz B = [A; A, Ax Axs1 -+ Al invertible.

Es decir, A podemos expresar como Ax = [B N], donde B es matriz invertible de m x n

-1
y ademas x = [BO b] >0, puesto que x; > 0, Vi = 1,2, k.

Corolario 2.2.1 (Bazaraa, 2006) EI nimero de puntos extremos de S es finito.
Teorema 2.2.3 (Bazaraa, 2006) (EXISTENCIA DE PUNTOS EXTREMOS)

Sea un conjunto poliédrico no vacio de laforma S = {x € R™: Ax = b, x = 0}, donde A
es una matriz de m X n con rango m y b € R™. Entonces S tiene al menos un punto

extremo.
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Teorema 2.2.4 (CARACTERIZACION DE DIRECCIONES EXTREMAS)

Sea S = {x € R™: Ax = b, x = 0} no vacio, donde A es una matriz de m X n con rango
m y b €R™ Un vector d es una direccion extrema de S si y solo si A puede

descomponerse en [B N] tal que B~'a; < 0, para alguna columna a; de N y d es un
Lo s B'laj
multiplo positivo de d = e | donde e; es un vector de n — m componentes de valor
]
cero excepto en la posicion j que tiene valor 1.

Prueba

-1

B~ a; .
<) Como B~'a; < 0, entonces d = [ a]] = 0, ademas

i
_ B7lq)] _ -1 — —
Ad—[B N] e = —BB aj+Nej——aj+aj—O.

Por lo tanto d es una direccion.
Ahora supongamos que
d = Ady + A,d,
donde 4; 4, > 0y d4, d, son direcciones de S.
Notar que d tiene m — n — 1 componentes iguales a cero, entonces las correspondientes
componentes de d, y d,, también deben ser iguales a cero, pues d; = 0,d, = 0.
Asi d, y d, pueden ser escritos como d; = a; [dél] yd, =a, [dezjl], donde a; >0y
a, > 0.Como d, y d, son direcciones, entonces Ad; = Ad, = 0.
luego

Ad1=0
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alell + alNej =0
alell + alNej =0
alell + alaj =0

d11 = B_laj.

De forma d,; = —B~'a;. Asi se tiene que d; y d, no son distintos, el cual implica que d

es una direccion extrema ya que d es un multiplo positivo de d, se tiene que d también

es una direccién extrema.

=) Supongamos que d es una direccion extrema de A. Sin pérdida de generalidad,

supongamos que

d= (d_ld_kOOJ]OO)T donde d>0, para i=1,2,--,k y para i =j
luego, 4, A,, -+, Aj son linealmente independientes.

En efecto:

Por contradiccion supongamos que esto no se cumple, existen escalares A, 4,, -, A; NO

todos ceros tal que

Alxl +A2 Xy + .- +Akxk =0

/11'141' = 0

rI~I‘b4 &
ey

Sea (A =21;,45,,4,0,0,--,00T € R" yescojamos « > Otalqued; =d +al y
d, = d — a sean no negativos.

Notar que

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO ' Nacional del
: Altiplano

Ady =Ad + aAl =0+«

4

LA =0+ a0 = 0.

k
=1

de forma similar Ad, = 0, puesto que d,,d, = 0, se tiene que d; y d, son direcciones

de S. Notar también que d; y d, son distintos, puesto que « > 0y A # 0.
Ademés d = %dl + %dz, lo que indica que d no es una direccion extrema; contradiciendo
asi la hipdtesis, por lo tanto A, , 4,, ---, A, son linealmente independientes.

Puesto que ran(4) = m, se tiene que k < m, entonces existe m — k vectores en el
conjunto de vectores {A;:i =k +1,---,n;i # j}, el cual juntocon 4, , A,, ---, A forman

un conjunto vectores linealmente independientes.

Sin pérdida de generalidades supongamos que esos vectores son Ay, -+, 4,,. Denotar a

[A; A, -+ Ai] -por B y notar que B es invertible.
Asi que

0 = Ad = Bd + a;d; (2.2)
donde d es un vector de las m componentes de d.

- p— p— — _1 .
De la ecuacion (2.2) se tiene d = —d;B'a; y por tanto d = d; [ Be. af].
]

Ademés, comod >0y Jj > 0 tiene que B‘laj < 0, completando asi la prueba.
Teorema 2.2.5 (Bazaraa, 2006) (TEOREMA DE REPRESENTACION)

Sea un conjunto poliédrico no vaci6 de laforma S = {x € R™: Ax = b, x = 0}, donde A
es una matrizde m X nconrango my b € R™. Sean x4, -+, x; 10s puntos extremos de S
y dq,d,, -+, d; las direcciones extremas de S. Entonces x € S si y s6lo si x puede ser

escrito como

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO % \Josf Nacional del
Altiplano

FIGURA 8: Representacion de conjuntos poliédricos en términos de puntos extremos y direcciones
extremas

FUENTE: (Bazara & Jarvis)

Teorema 2.2.6 (EXISTENCIA DE DIRECCIONES EXTREMAS)

Sea un conjunto poliédrico no vaci6 de laforma S = {x € R™: Ax = b, x = 0}, donde A
es una matriz de m X n con rango my b € R™. Entonces S tiene al menos una direccién

extrema si y solo si S es no acotado.
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Prueba
=) Si S tiene al menos una direccion extrema. Probar que S no es acotado.
En efecto:
Por el absurdo, supongamos que S es acotado, entonces 3k > 0: ||x|| < k,Vx € S.

Sea d una direccidn extrema, entonces d es una direccién. Por tanto, para cualquier

x EStienex+ad €S, Va = 0.

Sea la sucesion (x,)neny € S tal que x = x + nd, para algin x € S. Como S es acotado,
entonces (x,)nen €S acotado. Entonces existe una sucesion (x,)nexcn de (X,)nen que es

convergente, entonces (X, )nexcn €S Una sucesion de Cauchy; es decir:
Ve>0,Ing EK c N: ||x,, — x5l < &, Vm,s = n,
en particular param =my >ngys=my+r, r = 1,s € K, entonces
Pemg = Xy, || < €
Por otro lado
Ftmoll = [tmo. + Xy = 2o || < [l = 2img, [l + tmo [l < &+ [l
entonces
e, [l < &+ [ltm (23)
Ademas
(mo +Dlldll = llx + (mg +r)d = xll + llxll < llx + (mo + P)all = [xm,..[| + 11l
entonces
(mo + Pl < [l [| + lx1 (2.4)

34
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Luego de las ecuaciones (2,4) y (2,3) se tiene:
(mo + Dl < [, | + 12l < &+ [lxm, ]| + %1
entonces
llxll > Gmo + Pl = (e + [|xm, 1)

como (mg + r)lldll — (€ + ||xm, || ) = o0, cuando r — oo entonces [|x|| - oo,

hecho que lleva a una contradiccion por haber supuesto que S es acotado. Por lo tanto, S

es no acotado.
<) Sea S tiene al menos una direccion extrema.
En efecto:

Por el absurdo, supongamos que S no posee direcciones extremas, entonces por el teorema

(2.2.5) se tiene que cualquier elemento de S se puede representar como:

k
X ==:E:ﬂ¢xi
i=1

Donde 4; € [0,1], x €S, Vi=1,2,---,k

Ai ==1

k
=1

Ahora, usando desigualdad triangular se tiene:

k k
> dex < D ilbal
i=1 i=1

Seat = mggf(llxill, entonces ||x;|| <t, Vi =1,2,-,k. Luego
sSis

llxIl =

35
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k k k
el =Y Allxll < ) A=) ai=t
i=1 i=1 1

i=

Asi [|x|] < t, Vx € S, entonces S es acotado. Contradiciendo asi la hipotesis. Por lo tanto

S posee al menos una direccion extrema.

1.2.7. Sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 2.2.14 (Kolman & Hill, 2006) Un sistema arbitrario de m ecuaciones lineales

con n incognitas se puede definir como:

—
A11X1 + X + o+ agx, = by
az1X1 + Ay2Xp + -+ AornXn = bz
—
(2.5)
Am1X1 + AmaXy + o+ QX = by
—
Donde tenemos:
ai; Q12 0 Qi
A1 Q22 =+ Q2 : -
A= . : . o es la matriz de los coeficientes
Am1 Amz2 " Amn/ ,un
X1
Xo . .
x=| . es la matriz de las variables
Xn nx1
by
b, . . .
B=|" es la matriz de los términos independientes
bm mx1
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aj; Q2 Q| by
a a oo a b . .
[4:B]=| % "2 . TR es la matriz ampliada
Am1 Amz " Amalb

m/ mx(n+1)
De modo que el sistema (2.5) se puede escribir también como Ax = b.
Observacion:

. Si Ax =0con b; =0, Vi =1,2,---,m del sistema anterior, se llama sistema de
ecuaciones lineales homogéneas.
o Si Ax = b, con b; # 0, Vi = 1,2,---,m del sistema anterior, se le llama sistemas

de ecuaciones lineales no homogéneas.

Definicion 2.2.15 (ELIMINACION GAUSSIANA) Es un procedimiento sistematico
para resolver sistemas de ecuaciones lineales. EI método consiste en reducir la matriz
aumentada a una forma suficientemente simple, para que el sistema se pueda resolver por

simple inspeccion.

Definicion 2.2.16 (Kolman & Hill, 2006) (DESCOMPOSICION O FACTORIZACION
LU) La descomposicion o factorizacion LU (también conocida como en la literatura
especializada como factorizacion triangular) la cual descompone una matriz como
producto de una matriz triangular inferior y una triangular superior. Esta descomposicion
conduce a un algoritmo para resolver un sistema lineal Ax = b, que es el més utilizado
en las computadoras para resolver sistemas lineales. La razén principal por la que este
método esta utilizado, radica en que proporciona la manera mas econdmica de resolver
un sistema lineal en el que tenemos que cambiar de manera repetida el lado derecho. Este

tipo de problema suele presentarse en problemas de aplicacion.
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1.2.8. Programacion lineal

Basicamente no es otra cosa que el estudio matematico, de cierta clase de optimizacién
que se aplica siempre en los hechos de una situacion econdémica, estudia la optimizacion

de una funcion lineal sujeta a desigualdades lineales.

1.2.8.1. Modelo matematico

Definicion 2.2.17 (Alvarez A., 2001).- La programacion lineal se ocupa del estudio de la
optimizacion (maximizar o minimizar) una funcion de varias variables, la cual esta sujeta
por un conjunto de inecuaciones lineales de varias variables. A la funcion que se debe
optimizar se le llama funcidn objetivo, mientras que a las inecuaciones se les llama

restricciones o limitaciones.
Maximizar 0 minimizar c;x; + cyx, + -+ + cpxp,
Sujeto a las condiciones o restricciones:
11X + Q%3 + 0+ Ay (S)(2)(E)by

Az1X1 + Ap2Xp + -+ + AxpXy (2)(2)(=)b,

Am1X1 + AmaXy + * + AympXn (S)(Z)(:)bm
Conxq, x5, ,x, =0

A la funcidon cix; + cyxy + -+ cpx,, se le llama “funcion objetivo”, al vector
(cq1, €2, 1, €y)" se le llama “vector de costos”, a las variables xq, x5, -+, x,, S€ les llama

“variables de decision”, la matiz de coeficientes de la matriz A es
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Am1 Amz2  *° Gmn

Se le llama “matriz de restricciones” y a sus coeficientes se les llama “coeficientes
tecnologicos”, al vector (bq,b,, -, b,y) se llama “vector de requerimientos”. En

términos mas compactos de notacion vectorial el PPL se plantea de la siguiente manera:
Max 0 min. c¢tx
s.a  Ax=b
x = 0.

Considere el sistema Ax = b, con x = 0, en donde A es una matrizde m xny b € R™.
Suponga que ran(4, b) = ran(A) = m. Después de un posible reordenamiento de las
columnas de A, se tiene A = [B N], en donde B es una matriz invertible de orden m X n

y N es una matriz de orden m(n — m).
Esta descomposicion de la matriz A genera una descomposicion de:
#= [
Asi Ax = b queda expresada como:
Bxg + Nxy =b (2.6)
Multiplicando a (2.6) por B~1, puesto que B es invertible, se obtiene

Xg = B_lb + B_leN (27)

. . X :
Entonces para cualquier xy y xg dado en (2.7) se tiene que x = [xf/] satisface Ax = b.

-1
Particularmente, si xy = 0y xz = B~ 1b se tiene que x = [B 0 b] también satisface
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2.2.8.2. Metodologia para obtener el modelo

Aunque existan varias técnicas para lograr el modelo matemaético de cada problema en

particular se recomienda lo siguiente para llegar al propdsito.

o Analizar el problema de decision. Describir la estructura de los valores que el
modelo debe calcular, junto con las limitaciones y el objeto esencial.

o Describir las variables de decision. Valores o respuestas que optimizan la
funcién objetivo y que se calcularan mediante la solucién del modelo matematico.

o Establecer la funcion objetivo. Esto es, construir el modelo que cuantifica el
objetivo del problema y definir el tipo de optimizacion.

o Establecer las limitaciones. Determinar aquellos items (recursos, subprocesos)
que resultan ser limitantes en el proceso para el que se elabora el modelo y

construir las expresiones que los cuantifican.

2.2.8.2. Solucién factible

Es cualquier conjunto de valores positivos para las variables {x;, x,, ---, x, }, que cumple
cada unay todas las restricciones del modelo matematico de programacién lineal. En caso
contrario, es decir, no cumplen la condicion de no negatividad o algunas de las

restricciones, se define como no factible.

Definicion 2.2.18 La solucion x = [xZ] del sistema Ax = b, en donde x; =B~ b y

xy = 0, se denomina solucidn basica del sistema.

-1
Sixg = B~1b = 0, entonces el vector x = [B 0 b] se denomina solucion basica factible.
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La matriz B se denomina matriz basica (o simplemente base) y N se denomina matriz no
basica. Las componentes xz se denominan variables basicas y las componentes de x, se

denominan variables no béasicas.

L : _ X . .
Definicion 2.2.19 Si xz = B~1b > 0, entonces x = [xfl] se denomina solucion basica
factible no degenerada.

Definicion 2.2.20 Si por lo menos una componente xz = B~1b es igual a cero entonces

_[B7' . L
X = 0 se denomina solucion bésica degenerada.

2.2.8.3. Solucién éptima

Es el conjunto de valores para las variables {x;, x,, -, x,}, que satisfacen el criterio de
factibilidad y optimizan la funcién objetivo del modelo matematico de programacion

lineal.
Teorema 2.2.6 (CONDICION DE OPTIMALIDAD DE LA PL)

Considere el siguiente problema de programacion lineal

Max. cTx
ssa Ax=b (2.8)
x=0

Donde ¢ € R", A es una matriz de m X n con rango m y b € R™. Supongamos que la
region factible {F = x € R™: Ax = b,x > 0} es no vacia y sean x4, X, ***, x; 10s puntos
extremosy d4, d,, -, d; las direcciones extremas de la region factible F. Una condicién

necesaria y suficiente para la existencia de una solucion optima finita es que c’d; < 0,
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problema.

Prueba
Por el teorema de la representacion se tiene que todo el elemento de F se puede expresar

como:

k l
i=1 j=1

W =0,vj=1,,1

Reemplazando (2.9) en el problema (2.8) se tiene

k l
Max. Z(CTXj)/lj + Z(CTd])ﬂ]
j=1

i=1

s.a /’lj=1

k
i=1
A =0,¥i=1,-k
w=0,vj=1,-,1

Observa que si chj > 0 para algun j, entonces u; puede elegirse arbitrariamente grande,

proporcionando una solucién no acotada. Esto demuestra que una condicion necesaria y

suficiente para solucion 6ptima finitaes ¢'d; < 0,vj = 1,---, L.
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Supongamos que c¢’d; < 0,Vj = 1,---,1 como queremos maximizar la funcién objetivo
elegimos p; = 0, V) con lo que el problema se reduce a

k
maximizar cT (Z ljxj>

i=1

Esta claro que la solucidn optima de este problema es finita y se encuentra haciendo
A; =1y A; =0paraj # i, donde el indice i viene dado por

c"x; = maxcTx;.
1<j<k

Observa que 4; = 1y 4; = 0 # i implica que la solucion del problema se alcanza en el

punto extremo i — ésimo, con lo que tenemos demostrado el teorema.

2.2.8.4. Teorema fundamental de la programacion lineal

En este apartado expondremos un teorema esencial para la estrategia de busqueda de la
solucién de un tipo muy importante de los puntos extremos del poliedro que definen las
condiciones del problema en la identificacion de las soluciones basicas factibles y del

optimo.

Definicion 2.2.21 (Luenberger , 2008) Sea k la region de factibilidad de un PPL en su

forma estandar entonces.

- x €k es una SOLUCION BASICA FACTIBLE si x tiene a lo mas “m”

componentes positivos.
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- x € k esuna SOLUCION FACTBLE OPTIMA si x optimiza la funcion objetivo.
Teorema 2.2.7 (FUNDAMENTAL DE LA PROGRAMACION LINEAL)
Dado un programa lineal en la forma estandar, donde A es una matriz m x n de rango m.

a) Si hay una solucion factible, hay una solucion factible basica.

b) Si hay una solucion factible optimal, hay una solucidn factible basica optimal.
Prueba

a) Si hay una solucion factible, hay una solucion factible basica.

En efecto:

Sea x = (xq,x;,**+,x,) una solucion factible y A = (a4, a,, -+, a,) las columnas de la

matriz A de m X n del sistema Ax = b se puede representar de la siguiente forma.
X101 + X205 + -+ xpay, = b

Donde a; es la i — ésima columna de A. Sin pérdida de generalidad supongamos que
solo p componentes de x son distintas de cero y que estas son las primeras, entonces se

tendria.
X1a1 + X0, + -+ xpa, = b (2.10)
y se dan dos casos:

Caso 1. Los vectores columna a,, a, -+, a,, son linealmente independientes. En este caso

puesto que r(A) = m, necesariamente se tiene p < m de donde se concluye que
X = (xl' xz, vee ,xp’ O' ee ’0)

Es una solucion basica factible.
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Caso 2. Los vectores columna a,, a,, *-, a, son linealmente dependientes lo cual implica

que existen escalares A4, 4,, -+, 4, no todos iguales a cero tales que:
Alal + Azaz + -+ /1pap = 0 (211)

Donde podemos suponer que al menos una de las A; con i = 1.2.---,p €S positivo

multiplicando (2.11) por B y restando de (2.10) se obtiene
(%1 = BA)ay + (x2 = BA2)ag + -+ (xp — BAp)a, = b (2.12)
Ahora tenemos que X = (x; — By, x; — BAy,*++, Xp — BA,, 0,0, 0)

Pero no necesariamente se satisface que x > 0. Si f > 0 para los A; negativas no hay

problema pues x; — BA; = 0 pero para las A4; = 0 necesitamos que
Xi — ,BAL >0

O lo que es lo mismo %2 B. Si tomamos 8 = min{% /A; > 0}. Entonces x es una
1 1

solucién factible y ademaés se tendré que x; — fA; = 0 paraal menos un indice i, entonces
la solucidn factible tendra p — 1 componentes pues una se anula. Este argumento se puede
repetir hasta obtener una solucion factible que tenga a lo mas m componentes positivas o
equivalentes hasta que se obtenga vectores linealmente independientes, con lo cual ya

serd una solucion factible basica.
b) Si hay una solucién factible optimal, hay una solucion factible basica optimal.
En efecto:

Sea x = (x4, x5, -+, x,) una solucion factible optima y que p variables son positivas al
igual que en a), si las p columnas correspondientes son L. | entonces se tendraque p < m

y la solucion factible optima es la solucion basica.
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Consideremos el caso_A = (ay,ay,**+,a,) son L.D. entonces como en a) podemos

encontrar p’ columnas L.I.

Sea x = (x; — BAy,x; — BAz, -+, %, — BA,,0,0,---0) la solucion factible con estas
caracteristicas, entonces también es factible basica y lo que hay que ver es que también

es optimo.

Probaremos por contradiccion. Para S suficientemente pequefio, X es una solucién

factible para valores positivos o negativos de S. El valor de la funcion objetivo es:
c"x = (c1x1 = C2BA1, €25 — o8 A5, -+, CpXp — Cpfay,0,0,---0)

Supongamos que c;A; # 0, para algin i = 1,---p, B de magnitud pequefia y signo
apropiado podria llegar a ser ¢”x mas pequefio que c”x lo cual contradice al hecho de

que cTx es solucidn 6ptima. Por lo tanto ¢;8A; = 0y ¢” x es solucion optima.

Observaciones: Sean x; y x, Optimos con x; # x, entonces cualquier combinacion

convexa de x; y x, es optima.

2.2.9. Método simplex
Ahora con todo lo anterior mencionado podemos mostrar el método simplex.

Por resultados de la programacion lineal sabemos que x es un punto extremo si y solo si
es una SBF, el método simplex, en lugar de probar cada punto extremo de la region
factible, empieza con cualquier punto extremo y mediante algunas operaciones
elementales pasa a otros puntos extremos garantizando paso a paso siempre decrecen o
siempre crecen los valores de la funcion objetivo segun sea el caso, es decir en direccion

del optimo.
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2.2.9.1. Mejora de una solucion basica factible

Obtener todas las soluciones bésicas factibles para evaluarlas en la funcion objetivo y
luego compararlas para determinar la solucién éptima, el problema es de maximizar, la
idea mas sencilla para reducir los costes computacionales es reducir el numero de
soluciones factibles basicas al calcular. Notemos que si el problema es acotado para
obtener la solucion bastara, partiendo de una solucion factible basica inicial. EI método

simplex proporciona una estrategia que permite mejorar.
Max o min f(x)

ssa Ax=b (2.13)

Donde A es una matriz con rango m.

-1
Supongamos que se tiene una solucion basica factible [B 0 b] cuyo valor objetivo z, esta

dado por
Zg=C [B_Olb] =[cg cpl [B;b] = cgB7b (2.14)

X . . . -
Sea [xz], donde xp y x denotan respectivamente, al conjunto de variables basicas y al

conjunto de variables no bésicas para la base dada. Entonces la factibilidad requiere que
xg=0,xy =0.
b = Ax = Bxg + Nxy (2.15)
Como B es invertible, entonces multiplicando (2.15) por B~ se tiene:

xg = B71b — B INxy
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JER

=b— ij]' (217)

donde R es el conjunto actual de indices de las variables basicas.

De las ecuaciones (2.14) y (2.15) y denotando como z al valor de la funcion objetivo, se

obtiene:

xB]

z=cTx =[cg cy] [xzv

= CpXp + CnXN

= cg(B™h — Z B~ta;b;) + cyxy

jER
=zy— Z(CBB‘laj —¢j)%;
JER
entonces
- _ -1, _
Z =2z Z(CBB a — ¢ )xj (2.18)
JER

donde z; = cgB~'a; para toda variable no basica y a z; — ¢; se le llama costo reducido
de Xj.
La ecuacion (2.18) sirve como guia para mejorar una solucién basica factible actual.
Debido a que como se desea minimizar z conviene aumentar el valor de x; desde su nivel
presente igual a cero, siempre que z; — ¢; > 0. Si z; — ¢; < 0,Vj € R, entonces x; = 0,
Vj €ER Y xz = b es 6ptimo para (2.13), puesto que, de (2.18) se tendria que z, < z.
Teniendo esto en cuenta se puede aplicar la siguiente regla:
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Se fijan todos los valores de las variables no basicas x;, cuyo coeficiente z, — cj, es el
mas positivo de todos los z; — ¢;. Por lo tanto de (2.18) se tiene que el nuevo valor de la

funcion objetivo estaria dada por
Z =Zy— (Zk - Ck)xk (219)

Debido a que z, — ¢, > 0 y si se desea minimizar z es conveniente aumentar el valor de
x), tanto como sea posible. Conforme x;, crece, las variables basicas deben modificarse

de acuerdo a la ecuacion (2.17) obteniéndose asi: xz = b — y,x, donde x, = B~ ta,

HEaNa
IX_BTI=IE_TI—Iy:rkI (2.20)
Ll 2] L

Si yy < 0, entonces xp, crece cuando x, crece y asi xp continda siendo negativo.

Si yy > 0, entonces xp, decrece cuando x; se incrementa hasta el primer punto en que

una variable basica xz_se hace cero. Al analizar la ecuacion (2.20), resulta entonces que
: . L. - b;

la primera variable basica que se vuelve cero corresponde al minimo de y—‘ para yix
ik

positivo. Con mas precision, es posible incrementar x;, hasta

X, =—= min {ﬁ:yik > 0} (2.21)

Yik 1<ism VYik

Cuando no hay degeneracion b, > 0 y entonces x;, = :—T > 0.por la ecuacion (2.19) y
Tk

con el hecho de que z, — ¢, > 0, se concluye que z < z, y la funcion objetivo mejora

estrictamente.

Cuando x; crece desde el nivel cero hasta y—‘ se obtiene una nueva solucion basica
rk

factible. Al sustituir x; = ;’—T en la ecuacién (2.20) se obtiene el siguiente punto.
Tk
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(2.22)

—
I
R OFIS
=~ &
Il
|w|
—_——

Con base en laecuacion (2.22), xg_ = 0y entonces cuando mas m variables son positivas.

Las columnas correspondientes en A son ag, ,ag,, ", ag,_,, A, ap,, , ", g

m"

Observe que estas columnas son linealmente independientes, ya que y,, # 0. Por

consiguiente, el punto dado por la ecuacion (2.22) es una solucion bésica factible.

En resumen, se ha descrito algebraicamente una iteracion; es decir, el proceso de
transformacion de una base a una base adyacente. Lo anterior se lleva acabo
incrementando el valor de una variable no basica x; entra a la base y x5 _sale de la base.
Cuando no hay degeneracion el valor de la funcién objetivo decrece estrictamente y asi
las soluciones basicas factibles generadas son distintas. Dado que solo existe un nimero
finito de soluciones basicas factibles, entonces el procedimiento debe terminar en un

numero finito de pasos.

2.2.9.2. Optimalidad y no acotamiento

El procedimiento de introducir una variable en la base y sacar otra variable de la base
conduce al proceso de cambio de una base adyacente. Los criterios para que una variable

pueda entrar y salir de la base son las siguientes:

1. Entrada: x; puede entrar si z, — ¢, > 0.

2. Salida: xg pueda salir si

Ahora surgen dos preguntas:
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. ¢Queé ocurre si todas las variables no basicas x; tienen z; — ¢; < 0 ? En este caso,
se ha obtenido el éptimo.
o ¢Que ocurre si z; — ¢; > 0, de modo que x; es elegible para entrar a la base, pero

no es posible encontrar componentes positivas y;,, i = 1,---,m; es decir y, < 0?

En este caso, el valor 6ptimo de la funcion es no acotado; es decir,
f(x) =mincTx = —0
Ahora veremos con mas detalle cada uno de los casos.

2.2.9.3. Terminacion con una solucion optima

Consideramos el siguiente problema en donde A es una matriz m X n con rango m.
minz = c’x
s.a:Ax < b

x=>0
-1
Supongan que x* es una solucién basica con base B, es decir x* = [B 0 b] y sea

z* = c¢Tx* = cgB~1b el valor de la funcion objetivo en x*.

Ademas suponga que z; — ¢; < 0, Vj € R, de modo que ninguna variable no basica es
elegible para entrar a la base. Sea x cualquier solucion basica factible con valor objetivo

z, entonces por la ecuacion (2.18) se tiene

zt—z= Z(zj — c]-)xj (2.23)

JER
Como z;—c;<0yx; =0,Vj €ER, entonces z* < z y por lo tanto x™ es una solucion

béasica factible 6ptima.
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2.2.9.4. Soluciones 6ptimas Unicas y alternativas

Es posible obtener més informacion de la ecuacion (2.23)

o Si zj — ¢; < 0,Vj € R, entonces la solucion optima actual es Unica. Para ver lo
anterior, sea x cualquier solucion factible distinta de x*. Luego, existe por lo
menos una componente no basica x; que es positiva, porque si todas las

componentes no basicas son ceros, entonces x no podria ser distinta de x*. Asi de
la ecuacion (2.23) se tiene que z* < z. Y por consiguiente, x* es la Gnica solucién
Optima.

o Siz;—c; <0,Vj €R, pero z, — ¢, = 0 para al menos una variable no basica
x; Al incrementar x;, (y suponiendo que no hay degeneracion), se obtienen puntos
distintos de x* pero que tienen el mismo valor objetivo. EI proceso se incrementar
x;, desde el nivel cero hasta que es bloqueada por una variable basica genera una

infinidad de soluciones optimas alternativas.
No acotamiento

Suponga que se tiene una solucion bésica factible del sistema Ax = b, x = 0 con valor

objetivo z,
Ahora se considerara el caso en que se encuentra una variable no basica x;, con
Zr —C >0y y, < 0.De laecuacion (2.18) se tiene:

z =20 — (2 — Cp) Xk

Como se desea minimizar el objetivo z y dado que z; — ¢; > 0, conviene incrementar
indefinidamente el valor de x;, lo cual hard que z se vaya a —oo. La razdn por la cual no

fue posible hacer esto antes es que el incremento en el valor de x;, estaba bloqueado por
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una variable bésica; es decir, le impone un topo a x;. Recordemos que de la ecuacion
(2.20) se tiene:

X = B_lb — VirXk
De modo que, como y, < 0 entonces x;, se puede incrementar indefinidamente sin que

ninguna variable basica se haga negativa.

En resumen, si se tiene una solucién basica con z, — ¢, > 0 para alguna variable no
bésica x;, y ademas y, < 0, entonces el valor éptimo de la funcion objetivo es no acotado;

es decir;
f(x) =mincTx = -

Este valor se obtiene al incrementar x; indefinidamente y ajustar los valores de las
variables basicas actuales; esto, a su vez, es equivalente a efectuar desplazamiento a lo

largo del rayo

o 197 )

: I _{[B7'b Yk
Wi rnd o fazop={F 0] +x[2] x=0)
NI

-1
Observemos que el vértice del rayo es la solucion basica factible actual [BO b] y la
direccion del rayo es d = [ e}:‘], y ademas es una direccion extrema.

Notar que:

5

T —

= —CgYk T Ck
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= _Zk+ck

Como z;, — ¢ > 0, entonces cTd < 0, que es la condicion necesaria y suficiente para no

acotamiento.

Definicion 2.2.22 Dadas una solucion basica factible y su base correspondiente, es
posible mejorar la solucion si z, — ¢, > 0 para alguna variable no basica x;, o bien, el
proceso se detiene en un punto optimo si z; — ¢; < 0 para todas variables no basicas. Si
7, — ¢, > 0y el vector y,, contiene por lo menos una componente positiva, entonces el
incremento de x;, sera blogueado por una de las variables béasicas presentes, la cual se

vuelve cero y sale de la base. Por otra parte, si z, — ¢, > 0 y Y, <0entonces x;, se puede

incrementar indefinidamente y la solucidn dptima es no acotada con valor (—oo).

Esto precisamente es lo que hace el método simplex.

2.2.9.5. El método simplex en formato de tableau

(Problema de minimizacion)
Paso inicial

Se encuentra una solucidn bésica factible inicial con base B y se forma la siguiente tabla

inicial.

z z Xg Xy LD
z 1 0 cgB™IN —cy cgb
Xg 0 I B7IN b

Paso principal

Sea zx — ¢, = max{z; — ¢;:j € R} Si z; — ¢, < 0 , entonces el proceso ha terminado;
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La solucion actual es Optima. En caso contrario, se analiza y,. Si y;, < 0, entonces el
proceso ha terminado; la solucion optima es no acotada. Si y, £ 0, entonces el indice r

se determina como sigue:

b ()
— = min {—/:y;
Yrk  1sism(Ypg Vik

La tabla se actualiza pivoteando sobre y,; se actualizan las variables basicas y no basicas,

en donde x; entra alabase y xp_sale de la base. Se repite el paso principal.

2.2.9.6. El método simplex para variables acotadas

En casi todos los problemas préacticos las variables suelen estas acotadas. Una variable
tipica x; esta acotada inferiormente por [; y superiormente u;, donde [; < u;. Si se denotan
por [ y u los vectores cota inferior y cota superior respectivamente, entonces se obtiene

el siguiente programa lineal con variables acotadas.

min c'x
(PLVA) <sa. Ax=b
I <x<u,

Definicion 2.2.23 Considere el sistema Ax = b y [ < x < u, en donde A es una matriz

de m X n con rango m. La solucion X de las ecuaciones Ax=Db es una solucion basica
de este sistema si A puede descomponerse en [B N, NZ], en donde la matriz (cuadrada)

B es de rango m de modo que con x descompuesto de manera correspondiente en
(xB,le,xNz) se tlene le = l_Nl' sz = uNz.

Y por consiguiente Xz = B~*b — B*bN, Ly, uy,. Ademés, si |y <Xz <Ug, entonces se
dice que x es una solucion basica factible. La matriz B se denomina base, Xz son las
variables basicas, y xy, ¥ xy,s0n las variables no basicas en sus limites inferior y
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superior, respectivamente. Se dice que la particion [B N, Nz] corresponde a una

solucion basica (factible) es una participacion basica (factible).

El vector ¢ también se descompone en [CB Cy, CNZJ.

Paso inicial

Se encuentra una solucion bésica inicial. Sea xg el vector de variables basicas, y sean xy
y X\, las variables no basicas en sus cotas inferior y superior, respectivamente. Luego se

forma la siguiente tabla en el que:

z=c,Bb+ (Cy,—CeB NI +(cy,—CgBNu

N2

y

b=B"—-B"bN,I —B*N,u_,

son los valores actuales de z y xp, respectivamente

XN LD

2

z 1 | 0 |B'N,—¢ | ¢,B'N,-c,

N>

xp | 0 BN, BN,

= >

Paso principal

Sean R, y R, los conjuntos de indices de variables no basicas en su cota inferior y
- - _1 -
superior, respectivamente. Sea Z; =C;B™a; , V] e R, UR,, donde a; es la columna no

basica de A correspondiente al indice j.
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1. Si z;—¢;<0,VjER yz;—; <0.Vj ER, entonces la solucion actual es
dptima. Caso contrario determinar indice k como el indice donde se alcanza el

siguiente maximo:
max{maxjeRl{zj - cj},maxjeRz{cj - zj}}.
Determinar Y, = B'lak , donde ay, es la columna de A correspondiente al indice k.
Si keR,, iral paso 2.
Si keR,, iral paso 3.

2. Si X =l incrementa hasta I, +A, donde A, =min(y,, 7, 1 —1,).

b, — I, b; — 1
min{l Bl:yik>0}=l Br,siyk$0

Y1 =isism( Yy Yik
00 it vt e e e e vn e e e e SLY S0
b - l31 } uB - ET
min <0 ——  si 20
- 1<l<m{ —Vik ik Yik Yk
WSiyr =0

Si A, =, entonces el proceso se detiene y el valor de la solucién éptima es no

acotado. En caso contrario, se actualiza el tableau que muestra la nueva solucién

basica factible.

Si A, =U, |, entonces no se hace ningtin cambio de la base de trabajo y X, sigue

siendo no basica, pero esta vez en su cota superior. Solo se cambia la columna LD
para reflejar el nuevo valor de la funcidn objetivo y los valores de las variables

bésicas Z. Se reemplaza por:

zZ=27— (Zk - Ck)Ak (224)
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b se reemplaza por:
xg = b — Vi Ay (2.25)

Por otra parte, si A, esta dado por y; 0 por y,, entonces x; entra a la base y xg,

sale de la base. El tabla, excepto la columna LD, se actualiza pivotando en y,.

La columna LD se actualiza por separado segun las ecuaciones (2.24) y (2.25),

excepto que la r — ésima componente del nuevo vector b se reemplaza por

|, +A, que es el valor de x, el cual acaba de entrar a la base.
Se repite el paso 1.

3. Si X, =U,, decrece hasta U, —A, donde A, =min(y,,, U, —1,).

Bi - lB' Bi - lB
min Ly, >0p = L siy, £0
Vi = 1Si5m{ Yik Yik } Vik Vi
oo R Y A Y/ A

b; —1 ug — b
min { : Bl:yik<0}=u,siyk 0
Yik
oo R PPN A Y/ A=

Si A, =, entonces el proceso se detiene y el valor de la solucién éptima es no

acotado. En caso contrario, se actualiza la tabla para que muestre la nueva solucion

basica factible.

Si A, =U, - |k entonces no se hace ningin cambio de la base de trabajo y x;, sigue

siendo no bésica, pero esta vez en su cota inferior. Solo se cambia la columna LD
para reflejar el nuevo valor de la funcién objetivo y los nuevos valores de las
variables basicas Z se reemplaza por:
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b se reemplaza por:
xg = b — Vi Ay (2.27)

Por otra parte, si A, esta dado por y; 0 por y;, entonces x, entra a la base y x, sale de
la base. La tabla, excepto la columna LD, se actualiza pivotendo y,.,. La columna LD se

actualiza por separado segun las ecuaciones (2.26) y (2.27), excepto que la 1 — é&sima
componente del nuevo vector b se reemplaza por U, —A, que es el valor de x; el cual

acaba de entrar a la base. Se repite el paso 1.

2.2.10. Método dual simplex

Planteamiento del problema dual

Por cada problema lineal que se resuelve existe asociado otro problema lineal que se

resuelve simultdneamente, denominado problema dual.
Forma candnica de dualidad

Suponga que el programa lineal primal esta dado en la forma:

min ¢'x
sa. Ax>Db (2.28)
x>0

Entonces el programa lineal dual se define como:
max b'w

sa. Alw>c (2.29)
w>0
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2.2.10.1. Método dual simplex en formato de tableau

(Problema de minimizacion)
Paso inicial

Encontrar una base B inicial del primal de modo que sea factible para el dual (condiciones
de Optimalidad primal) es decir: Z;,-C; = CBB‘laJ. -C; < 0 paratodo j. Luego se forma

la siguiente tabla:

VA 1 0 CBB_lN _CN CBb

Caso principal

1. Si b=B~'b > 0 el proceso termina; la solucion es Gptima. En caso contrario,
elegir el rengldn pivote r con b, < 0; por ejemplo, b, = min{h,}
2. Siy,; = 0 paratodo j , el proceso termina; el dual es no acotado y el primal es no

factible. En caso contrario, elegir la columna pivote k mediante la siguiente

prueba de la razon minima:

3. Pivotear en y,.,. y volver al paso 1.

2.2.10.2. Problema general de programacion lineal

Consideremos el problema de programacion lineal (PL) de la forma
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min z =c'X
sa. Ax=Db (2.30)
| <x<u,

donde A es una matriz de m X n con rango m , y m < n las coordenadas de los vectores

[ 'y u pueden ser menos o mas infinito, respectivamente. Sea J :{1,..., n} el conjunto
de los indices columna de A. Denotamos por J ' ={j\jeJ,Ij =—0 AU, =+oo} el conjunto
de las variables primales libres (VPL), por J'={j\jeJl; =—oAu;<+oo}y
J! ={j\je\],lj >—0 AU, =+oo} los conjuntos de las variables primales con una cota
finita y por J° ={j\je Jlj >—oAu; < +oo} el conjunto de variables acotadas inferior y

superiormente. Llamaremos a las variables en J? variables primales encajadas (VPE). Si

para alguna variable se tiene |j =U;=2a para algun a € R, entonces la llamaremos
variable primal fija (VPF).

Aplicando al problema (2.30) la definicion de problema dual, obtenemos lo siguiente:

max z =bt”+2je3'u3blivj +ZjeJ”uJbujo
sa. Alz+v+w=c
H f
v;=0,w; =0, Vjel
v;20,w; =0, Vjel' (2.31)
v, =0,w,; <0, VjeJ"
v;20,w; <0, Vjel®

T irrestricto,

donde meR™ , V,w € R™. Se denominaa V' y W como variables duales de holgura (VDH)
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Definicién 2.2.24 Una base 8={k,,...k,} es un subconjunto ordenado de J , tal que la
submatriz Aﬂ es no singular. El conjunto de indices de columnas no basicas es denotado
por n=J\p.

Una solucion primal basica (PBS) para una base g es construida fijando cada variable

primal no basica X; , j ez auna de sus cotas finitas (si es variable libre se fija en cero)

y calcular las variables primales basicas como:
_rl(h_
X, =B*(b—AX,) .

Definicion 2.2.25 Una base g es primal factible si todas las variables primales basicas

se encuentran dentro de sus respectivas cotas, es decir, |j <X;<U;, V€ .

Una solucion dual béasica (SDB) para una base g es construida calculando los

multiplicadores duales 7 = C/,B’1 y los costos reducidos d,l =C,— A‘/z y fijando las otras

variables de la siguiente forma:
v;=d;,w;=0,si jepconx; =1, yv;=0,w,=d;,si jenconx; =u;.

Si jen yJe€ J! (si las variables primarias asociadas son no bésicas y libres), entonces
v :dj,wj =0, sidj 20y v, =0w, :dj,sidj <0.

Definicién 2.2.26 Una base g es dual factible de las (VDH) V y W satisfacen sus

respectivas restricciones (sus cotas ceros) en el problema (2.31), es decir, si se cumple.
d]- =0,sij€lconx; = lj

di<0,sij€lconx;=uy
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d; = 0,si x; es variable libre

o La infactibilidad dual solo puede ocurrir en los indices de columnas asociadas con
variables primales no basicas, pues m es irrestricto y se obtiene a partir de las
variables primales bésicas.

o En particular las (VDH) asociadas con variables primales no béasicas libres
solamente son factibles cuando su correspondiente costo reducido d j vale cero.

o Las (VDH) asociadas con variables primales no basicas fijas siempre son factibles.
o La infactibilidad dual de (VDH) asociadas con variables primales no bésicas

encajadas x; puede convertirse en factibilidad cambiando x; a su otra cota finita.

De este modo si se realiza tal cambio entonces las variables primales basicas

deben se actualizadas.

2.2.10.3. Algoritmo dual simplex para problemas generales

El algoritmo dual-simplex se mueve en cada iteracion, desde una solucion dual basica,
para una base dual factible, hacia una solucion que mejore la funcion objetivo, hasta
alcanzar la factibilidad, es decir hasta que se logre obtener también una base primal

factible, o bien concluir que el problema dual es no acotado y que el primal es no factible.
El algoritmo es el siguiente:
1. Calcular la representacién factorizada (LU) de ,371 , y caleular: X,, 7y d,7 (de

la forma antes vista)

2. Determinar pe g con P= kr y X, infactible (primal infactible).
si X, <l , hacer 6=x -1 .

Si X, <U, , hacer 6 =X, —U,.
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Si X, es factible, entonces ir al paso (9).

tp-1 ¢ = S
3. Calcular p, =€,B™. Donde €, esel r-ésima vector candnico.

4, Calcular a" = p, A, .
5. Si X, < |p, hacer Ot_r =—(Zr, caso contrario Ot_r =a' .

Sea F :{j en:(j SNANY ¢O)v(xj =l na >O)v(xj =U; AQ| <O)}.

Si F =< , entonces el problema dual es no acotado. Ir al paso (9); caso contrario,
i

d _ { d
=Mmin
a, a’

H q
determinar ( tal que |— >
] aq

:jeF} y hacer ¢9D=d—“.

6. Calcular &, = B’laq.

7. Actualizar Z:Z =+6°s.

. . o
Actualizar X: Calcular 8° =—, Yy hacer:

a

q

X

vy _pP " P
=X =0,y X, =X +0.

Actualizar d, :d; =60"a] para jenyd, =-0".

Actualizar gy n:B=(p\{p})Ufa} y n=(n\{a})U{p} . Actualizar la

representacion factorizada (LU) de B™.
8. Ir al paso (1).

9. Finalizar.

2.2.11. Andlisis de sensibilidad

Una vez obtenida la solucion 6ptima del problema de programacion lineal, es conveniente
realizar un analisis de sensibilidad. Esto consiste en evaluar el impacto en la solucién

derivado de cambios discretos en algunos de los parametros del problema. Las

64

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO . Nacional del
Altiplano

magnitudes de estos cambios no siempre son arbitrarios, si no que obedecen a la necesidad
de establecer si es importante evaluar o determinar con precision un cierto coeficiente, o
si por el contrario una mayor certeza en su valor no introduce mayores cambios en la
solucién obtenida. Esto significa que hay méas en la programacion lineal y en el método

simplex que el solo hecho de obtener la solucion optima.
Observacion:

En un problema de produccidn, el costo de una o varias materias primas podra variar de
mes en mes y es, por ende importante saber que ocurre con la solucion que se esta
aplicando, para saber si permanece optima o se deben realizar ajustes para llevarla de

nuevo a la condicion de optimalidad.

Definicion de términos

" Algoritmos: un algoritmo es un conjunto finito bien definido de instrucciones
para llevar a cabo una determinada tarea que dado un estado inicial, terminara en
un estado final definido.

" Desigualdades.- Las desigualdades utilizadas para representar las restricciones
deben ser cerradas o flexibles, es decir, menor igual (<) o mayor igual (=). No
se permiten desigualdades de los tipos menor estrictamente o mayor
estrictamente, o abiertas.

" Funcion Objetivo: El objetivo es lo que se quiere maximizar o minimizar, en el
caso de la programacion lineal esta expresado como una funcion lineal.

" Método Simplex: es un método analitico de solucién de problemas de
programacion lineal capaz de resolver modelos mas complejos que los resueltos

mediante el método grafico sin restriccion en el nimero de variables.
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. Optimizacion: La optimizacion o programacion matematica intenta dar respuesta
a un tipo general de problemas donde se desea elegir el mejor entre un conjunto
de elementos.

" Programacion lineal: Procedimiento o algoritmo matematico mediante el cual se
resuelve un problema indeterminado, formulado a través de ecuaciones lineales,
optimizando la funcién, también lineal.

. Region factible: Es un conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen las
restricciones del problema, la region esta determinada por los ejes cartesianos y
las rectas

" Soluciones factibles: Cualquier punto dentro de la region factible determina
valores numéricos para las variables que satisfacen las restricciones.

" Variable de Holgura: Diferencia entre el lado izquierdo y el lado derecho de una
restriccion menor que o igual. Con frecuencia es la cantidad de un recurso que no
se esta utilizando.

" Variables de decision.- Es lo que se trata de determinar, y para lo cual se requiere

una decision.
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CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1. UBICACION GEOGRAFICA

El presente estudio de investigacion se realizo en la hacienda Tiracomilla situado en el
distrito de vilque, provincia y departamento de Puno la misma que se encuentra 3.870

msnm de altura ubicado a unos 11 km del distrito de Vilque.

3.2. PERIODO DE DURACION DEL ESTUDIO

ACTIVIDADES OIN|D|E|F|IM|A|M|J|J|A|S|O[N|D
REVISION BIBLIOGRAFICA X | X
EJECUCION DEL PROYECTO X | X
PRESENTACION DEL
PROYECTO X
REVISION Y APROBACION DEL
PROYECTO X
EJECUCION DEL BORRADOR
DE TESIS XX [ X[ X|IX|X|X|X]|X]|X
SUSTENTACION X

3.3. TIPO Y DISENO DE INVESTIGACION

3.3.1. Tipo de investigacion

El tipo de investigacion del presente trabajo es de tipo descriptivo, ya que toda
investigacion se basa en profundizar los resultados del tema apropiado, también
incrementa los conocimientos que existen en las aplicacion del método simplex en el
modelo matematico para la produccidn de leche y sus derivados en pequefios y medianos

productores. (Mufioz Raso, 2015)
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3.3.2. Disefio de investigacion

El disefio de la investigacion es de tipo no experimental, ya que no hubo manipulacién de
variables independientes. De disefio transeccional debido a que se describieron relaciones
entre dos o mas variables los datos fueron recogidos en un momento determinado.

(Hernandez Sampieri, 2017)

3.4. METODOSY TECNICAS

3.4.1. Método

El método que se utiliza es deductivo y aplicativo, porque se analiza las definiciones,
propiedades, teoremas de programacion lineal, el método simplex y la aplicacion del
modelo matematico en la produccién de leche y sus derivados en pequefios y medianos

productores.

3.4.2. Técnicas

Lectura y analisis de las definiciones, propiedades, teoremas y el método simplex de la
programacion lineal también los gastos e ingresos del productor para la asimilacion y

aplicacion apropiada en la investigacion.

3.5. OPERACIONALIZACION DE VARIABLES

3.5.1. Variable independiente (X)

Meétodo simplex en la aplicacion del modelo matematico

3.5.2. Variable dependiente (Y)

Produccién de leche y sus derivados en pequefios y medianos productores
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CAPITULO IV

ANALISIS DE RESULTADOS

Para optimizar las ganancias del productor en la produccion de leche usaremos el modelo

matematico aplicando el método simplex.

41. EL ALGORITMO SIMPLEX PARA EL MODELAMIENTO

MATEMATICO

El método simplex para el modelamiento matematico se resume en el siguiente algoritmo

simplex.

Este algoritmo trabaja sobre un problema de programacion lineal en la forma estandar, en

el cual se conoce una base factible inicial B:

Maximizar cTx

Donde b € R™,c € R", A € R™" es de rango m, m<n. el vector columna «;

representara la columna la 1-columna de Ay ag; la columna de B.

4.1.1. Algoritmo
-1
Elegir una matriz bésica B tal que x = [B 0 b].sea un sistema base factible (SBF).

Paso 1: Calcular xg = B~*b = b, hacer xy = 0 y calcular z = cz"xp .

. _ . Tp-1 —
Paso 2: Calcular w = cg" B™*, y hallar z;, — ¢}, = ngx{zf - ¢}

donde z, — ¢, = wa; — ¢;
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1. Si z, — ¢, < 0, detenerse. La SBF es dptima es x = [ 0 ]
2. Caso contrario, ir al paso 3.

Paso 3: Calcular y, = B~
1. Si y;, < 0, detenerse. Existe solucion optima ilimitada.

2. Caso contrario, ir al paso 4.

o b,
Paso 4: Calcular x;, = — = max {_l:Yik > 0}
Vrk 1<j<k Wik ’

1. Actualizar de la base B, cambiado ag, por ay.
2. Actualizar R cambiando k, por B,.
3. Volver al paso 1

42. EL MODELAMIENTO MATEMATICO PARA OPTIMIZAR LAS
GANANCIAS EN LA PRODUCCION DE LECHE Y SUS DERIVADOS EN

PEQUENOS Y MEDIANOS PRODUCTORES

4.2.1. Formulacién del modelamiento

Con el fin de desarrollar un modelo, fue muy atil visualizar la hacienda Tiracomilla, como
se muestra en la figura 8, la progresion del ganado vacuno a través de los primeros dos
grupos requieren un afio, mientras que la progresion del grupo 3 hacia el grupo 4, grupo
productor de leche, toma un afio mas. En cada etapa de tiempo, la hacienda debe de
cultivar y comprar suficientes cosechas para cumplir los requerimientos de alimentacion
al rebafo entero. Desarrollaremos ahora un conjunto de relaciones que describen el sector
ganado; el sector cosecha es modelado después e incluye la interaccion con el sector

ganado.
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4.2.2. El subsistema ganado

Cuando fijamos la atencidn sobre la progresion de ganado vacuno a través del tiempo, las
relaciones del nimero de vacas productoras de leche (ganado del grupo 4) al ganado de
otros grupos dependen del nimero y tipo de ganado conservado y vendido durante cada

periodo. En particular, las relaciones pueden ser representadas como en la figura 8.

H Ao t : Afio t+1 L Afio t+2
Y3 Yq
_Y1_‘ Y4 Y7 Y10
GRUPO 1 Y GRUPO 2 v GRUPO 3 GRUPO 4 Yo
_ Y2 5 8 —
Ye Yi1

FIGURA 9: Representacion grafica del subsistema de ganado.

FUENTE: Elaboracion propia.

Donde las variables estan definidas como sigue:

Y:: El nimero de vaquillas nacidas del grupo 1.

Y,: El nimero de toros nacidos del grupo 1.

Y5: El nimero de vaquillas vendidas en el nacimiento.

Y,: El nimero de vaquillas no vendidas en el nacimiento.

Ys: El nimero de toros no vendidos en el nacimiento.

Ys: El nimero de toros vendidos en el nacimiento.

Y. El nimero de vaquillas del grupo 2.

Yg: El numero de toros del grupo 2.

Yo: El nimero de vaquillas vendidas del grupo 3.
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Yi0: El nmero de vaquillas no vendidas del grupo 3.
Y11: El nUmero de toros del grupo 3.

Y:,: El tamafio del rebafio de ganado del grupo 4 (es decir, el tamafio de produccién de

leche).

Las relaciones entre estas variables como se conceptualiza en la figura 8, son
dependientes del periodo particular de tiempo t, bajo consideracion. Durante cada periodo
de tiempo (afio), cada productora de leche (ganado del grupo 4) tiene terneros y
aproximadamente la mitad de todos los terneros seran toros y la otra mitad vaquillas.
Consecuentemente, las siguientes relaciones son verdaderas para cada periodo t

(1 periodo = un aho):
Y3,t + Y4,t = 0'5Y12,t (41)
Y5,t + Y6,t = O.SY]_Z'LL (42)

Las crias no seran vendidas mientras estén en edad del grupo 2. También debe recordarse
que la progresion del grupo 1 al grupo 2 es hecha en el mismo afio. Por lo tanto, para

cada t, tenemos las siguientes ecuaciones.
Y70 =Yy, (4.3)
Yor =Ys; (4.4)

El ganado del grupo 2 se convertira en ganado del grupo 3 en el proximo periodo. Puesto
que todos los toros de esta edad deberan ser vendidas, para cada t tenemos las siguientes

igualdades:

Yiot+1 + Yore1 = Y7 (4.5)

Y11,t+1 = Y8,t (4-6)
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Finalmente, el ganado del grupo 4, sufre aproximadamente una tasa de mortalidad del
30% cada afio, pero al mismo tiempo la poblacion del grupo 4 es aumentada por la
infusion de wvaquillas del grupo 3 del periodo anterior que se conservaron.

Consecuentemente
Yiote1 = Yior + 0.7Y15 (4.7)

Las ecuaciones del (4.1) al (4.7), involucran todas las relaciones necesarias para describir
el subsistema ganado del rebafio con la excepcion de algunas condiciones iniciales
indicando el numero de ganado que existe actualmente dentro de cada grupo. Ahora

describiremos el subsistema cosecha juntamente con las interacciones cosecha — ganado.
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GRUPO 1
AVENA
(0-3 MESES)

COSECHA
VENTAS AL NACER

GRUPO 2
(3-12 MESES)

|

GRUPO 3
(12-24 MESES)

ALFAALF
VENTAS

GRUPO 4
(24+ MESES)

ﬂ NACIMIENTO
AGOTAMIENTO

ENSILAJE

HENO

HENO VIEJO

FIGURA 10: Re presentacion conceptual del rebafio.

FUENTE: Elaboracién propia.

4.2.3. Subsistema cosecha

Una gran parte del subsistema cosecha puede ser representada adecuadamente por una
serie de ecuaciones, cada una de las cuales iguala a la cantidad de un cierto cultivo de la
cosecha durante un periodo particular mas la cantidad disponible en almacén, a la
cantidad que deberdn consumirse en ese periodo mas la cantidad que permanecera en el
almacena para usarse en periodos subsecuentes. Esquematicamente este balance de

materia se exhibe en la (figura 10).
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ENTRADA = SALE
CANTIDAD
COMPRAD,
CANTIDAD
GRUPO 1 CONSUMIDA
CANTIDAD
AVENA GRUPO2 CONSUMIDA
CANTIDAD ENSILAJE
CULTIVADA
HENO VIEJO CANTIDAD
GRUPO 3 CONSUMIDA
HENO
CANTIDAD
CANTIDAD DE GRUPO 4 CONSUMIDA

ALMACENAMIENT!

FIGURA 11: Esquemas de ecuaciones de balance de materia para el subsistema de cosecha.

FUENTE: Elaboracién propia.

Ademas de las ecuaciones de balance de materia, es también necesario incorporar las
relaciones que describen las limitaciones que existen de la cantidad de cada cosecha que

puede ser almacenado debido a la capacidad del silo o granero.

Variables del subsistema cosecha

Sea la variable, bajo el control del duefio, definidas como sigue:

X1 ¢ El nimero de hectareas dedicadas para producir ensilaje en el afio t.

X, ¢ El nlmero de hectareas dedicadas para producir forraje de avena en el afio t.
X3¢ El'nimero de hectareas dedicadas para producir heno viejo en el afio t.

X4+ El nimero de hectareas dedicadas para producir heno en el afio t.

Xs ¢+ El nimero de quintales de semilla de avena comprada en el afio t.

Xe ¢ El nimero de pacas de heno compradas en el afio t.

75
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Z1 ;. El nlmero de toneladas de ensilaje en almacenamiento al final del afio t.
Z, .. El nlmero de toneladas de heno viejo en almacenamiento al final del afio t.
Z3,: El nmero de toneladas de heno en almacenamiento al final del afio t.

W; ¢ El total de consumo de cultivo i en afio ¢t para todos los grupos de ganado,
Vi=12,34.

Los W;, (i = 1,2,3,4) son variables las cuales relacionan las variables del subsistema

ganado a las variables subsistema cosecha.
Entonces la ecuacién que describe el balance de materia para ensilaje esta dada por:
Z1e+ 15Xy =Wy — 21441 =0 (4.8)
donde
Wy =06(Ys,+ Yge) +1.3(Yor + Yige + Yige) + 6Yine (4.9)

El coeficiente X;,, 15, indica que cada hectarea produce 15 toneladas de ensilaje, la
cantidad W, . representa el consumo anual de ensilaje por los diversos grupos de ganado
y los coeficientes en (4.9) representan el consumo por ganado de ensilaje en toneladas

por cada grupo del rebafio, menos el ganado del grupo 1 no consume ensilaje.

El limite de almacenamiento para el ensilaje es igual a la capacidad del silo, la cual es de

56 toneladas.
Zi¢ <56 (4.10)

Similarmente podemos definir las restricciones de otras cosechas como se muestran

abajo.
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Xs; 436X, — Wy, (4.11)
donde

Wye =05V, + Ysr) +24(Yor + Vo) + 41(Yo, + Yigr + Yire) + 243V, (4.12)

36X, < 479 (4.13)
Para heno viejo:
Zyr +12.7X5, —Wsy —Zp 001 =0 (4.14)
Wi =Yz (4.15)
Zye =196 (4.16)
Para heno
Z3e+ 31Xy + Xor — Wyt —Z3441 =0 (4.17)
Wye = 0.5(Y,, + Ys) + 2.2, (4.18)
73, < 463 (4.19)

Ademas de las relaciones anteriores, ciertas condiciones de operaciones debieron ser
satisfechas. En particular fue necesario para la granja cultivar continuamente en todas las
95 hectareas disponibles para el cultivo, dado que cualquier tierra para cultivar no usada
durante un afio se convierte en inservible para cultivar por un cierto tiempo después de
eso. Como una alternativa para extender la capacidad de cultivo, el duefio puede decidir
rentar hasta 16 hectareas en cualquier instante en el tiempo. Por lo tanto su capacidad
disponible incluyendo las restricciones de su uso continuo por 95 hectareas, puede ser

expresada por.
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Xl,t + XZ,t + X3,t + X4-,t + Vt = 111 (420)
v, <16 (4.21)

Donde V, representa el nimero de hectareas no rentadas en el periodo t (note que cuando
las todas las 16 hectareas son rentados V; = 0, mientras que si ninguno se renta V; = 16).
Finalmente, como una condicidn operacional, el propietario desea dedicar por lo menos
44 hectéreas para el cultivo de alfaalfa (ambos; heno y heno viejo son cosechas de

alfaalfa), esta condicion nos da:

Xy + Xy, = 44 (4.22)

4.2.4. Tipo de investigacion

Una asignacion de valores para las variables definidas en el subsistema ganado y cosecha,
los cuales satisfacen las relaciones de la ecuacion (4.1) hasta la ecuacion (4.22) asi como
las necesarias condiciones iniciales y requisitos de no negatividad, constituyen una
politica de operacion factible para la granja lechera de la hacienda. Ya que es muy
probable que existan mas de un conjunto de valores para las variables de decision que
satisfagan todas las relaciones derivadas hasta aqui, es necesario desarrollar un criterio, 0

medida de efectividad.

Después de una reflexiéon cuidadosa, el duefio planteo, que un criterio aceptable para
elegir una politica viable de operaciones para la granja seria las ganancias resultantes, los
cuales el deseaba maximizar. Para el propoésito del estudio, fue apropiado definir
ganancias como la diferencia entre la suma de ingresos y la suma de todos los costos
asociados con las variables de decision. La cantidad de ingresos o costos asociados con
cada variable de decision se exhiben en la tabla 1, en el anexo 1. Estos valores fueron

obtenidos del libro de registro del productor, en el cual enlistan todos los gastos de la
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granja y redactan sobre la experiencia y conocimiento practico del propietario y
empleados. Los costos al almacenamiento de cosechas, son derivados considerando el
costo de cultivar una hectarea de cosecha, dividiendo el costo por el tonelaje o pacas
producidas por una hectarea y multiplicando este costo por la tasa de interés que hubiera
sido aplicada si este dinero hubiera sido depositado al banco. Por lo tanto este costo
simplemente representa saldos inevitables de la inversion por la utilizacion del dinero
para cultivar la tierra en vez de depositarlo en un banco. La utilidad por afio t, U, esta
dada entonces por la suma de los productos de las variables de tiempo por sus

correspondientes costos e ingresos apropiados

La funcion objetivo para utilidad maxima es:

Unaxt = 200(Ys; + Ys ) + 700y, + 1000y, ; + 700Y;5 . — 820(Y, . + Ys.)
—240(Y,; + Yg,) — 150Y;9, — 1310X; ; — 1010X,, — 1993X;5, — 1853X,,
—100X,, — 100Xs , — 4Xg; — 239.16Z,, — 17727, — 222.36Z3,;

4.3. RESULTADOS DE LA INVESTIGACION

La hoja de calculo Excel de Microsoft office tiene incorporado una poderosa herramienta
Ilamada solver, que me permite optimizar y como resultado del trabajo se tiene en la

siguiente figura.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

Al terminar el trabajo de investigacion, se llego a las siguientes conclusiones:

" Las descripciones para aplicar las definiciones, propiedades y teoremas de
programacion lineal y el método simplex en la aplicacion del modelo matematico
para la produccion de leche y sus derivados en pequefios y medianos productores,
el Teorema 2.2.7, otras teoremas de programacion lineal, método simplex y
algoritmo del método simplex, para formular el modelo matematico en la

produccion de leche y sus derivados en pequefios y medianos productores.

. El analisis de la teoria de programacion lineal, método simplex, criterios de
optimizacion, teoria de dualidad y de analisis de sensibilidad, Se desarrollo un

modelo matematico basado en la produccion de leche.

" Se disefid el algoritmo para optimizar las ganancias de los productores, formulado
la funcidn objetivo con sus respectivas restricciones que se obtuvo para optimizar

las ganancias.

. Con la utilizacion de la programacion lineal (método simplex), se determino el
modelo matematico, cuya solucion se obtuvo mediante la aplicacion del software
Microsoft Excel y su poderosa herramienta Solver que permite la simulacion del
modelo para produccion de leche y sus derivados en pequefios y medianos

productores.
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CAPITULO VI
RECOMENDACIONES
. A los productores de leche, con caracteristicas similares a las estudiadas, se

sugiere aplicar el modelo para mejorar la produccién de leche de esta forma se

optimiza la economia.

" Se recomienda tener en cuenta la teoria de Programacion Lineal para trabajos de
investigacién para el modelamiento, para problemas reales en pequefias y
medianas empresas de la region Puno para optimizar sus ganancias y minimizar

sus gatos.

" Se recomienda utilizar el método simplex en los proximos trabajos de
investigacion en el area de economia, biologia, contabilidad y administracion de
empresas ver el modelamiento en temas especificos en dicha areas ya que es de

mucha utilidad para la sociedad.
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ANEXO

Tabla de informacion de ingresos y costos para el modelo

_ MONTO DE INGRESOS Y COSTOS ~ Monto de
Variables ingresos o costos
(S/)
Yoo Yoo Ganado grupo 1 puede ser vendida a precio de +200
mercado.
You Una vaquilla del grupo 3 puede ser vendida a precio +700
de mercado.
Yiig Un toro del grupo 3 puede ser vendida +10000
Yooy Una vaca produce ingresos por su leche. +700
Y, Y5, Cuidados y otros gastos del ganado grupo 1 -820
Yoo Yo Cuidados y otros gastos del ganado grupo 2 -240
Yiox Cuidados y otros gastos de vaquillas grupo 3 -150
X1, Costo de cultivar una hectaria de ensilado -1310
X, Costo de cultivar una hectaria de avena -1010
X3y Costo de cultivar una hectaria de heno viejo -1993
Xy Costo de cultivar una hectaria de heno -853
Xy Costo de comprar un quintal de avena -100
X Costo de comprar un paca de alfaalfa -4
Z, Costo de almacenar una tonelada de ensilaje en un -177.2
afo.
Z,, Costo de almacenar una tonelada de heno viejo en un -239.16
afio.
Z,, Costo de almacenar una paca de heno en un afio. -222.36

FUENTE: Datos del productor
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DATOS DEL GANADO DIVIDO EN GRUPQOS

CANTIDAD DEL GANADO
GRUPQO 1 | Terneros 0 - 3 meses 20
GRUPO 2 | Terneros 3 - 12 meses 15

Vaquillas 15
GRUPO 3 | Toros 12 - 29 meses 5
GRUPO 4 | Productoras 24 + meses 50

DATOS DEL GANADO

H GRUPO 1
H GRUPO 2
H GRUPO 3
(5]
® GRUPO 4
FIGURA 13: Cantidad de ganado en la hacienda
ALIMENTACION DEL GANADO
ALIMENTOS CONSUMIDOS DURANTE EL DIA POR LOS
GRUPOS DE GANADO
GRUPO1 | GRUPO2 | GRUPO3 | GRUPO 4
ENSILAJE 0 22.5 kg 70 kg 59.8 kg
AVENA 0 150 kg 340 kg 1000 kg
HENO 30 kg 26 kg 360 kg 1000 kg
HENO VIEJO 0 45 kg 80 kg 261 kg
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