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RESUMEN
El presente trabajo de investigacion denominado “APLICACION DE

TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA LA RESOLUCION DE CIRCUITOS
ELECTRICOS EN ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES CON
COFICIENTES CONSTANTES”, presenta la solucion de problemas con condiciones
iniciales derivados de circuitos eléctricos, debido a que la Transformada de Laplace en
pregrado de las escuelas profesionales de ingenierias no se desarrolla con profundidad,
menos aun las aplicaciones relacionada a la formacion profesional en el area de
ingenierias. En ese entender es necesario profundizar la teoria de la transformada de
Laplace y buscar las aplicaciones para cada area de la ingenieria como por ejemplo en
ingenieria Mecanica Eléctrica e ingenieria Electronica. EI OBJETIVO de la investigacion
es aplicar la transformada de Laplace para la resolucion de problemas de circuitos
eléctricos (red eléctrica) en ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes
con condiciones iniciales. EI METODO es deductivo y aplicativo; porque se han
analizado las definiciones y teoremas de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes
constantes, las definiciones, propiedades y teoremas de la Transformada de Laplace y sus
inversas, ademas los conceptos basicos de circuitos eléctricos o redes, para aplicarlos en
la resolucion de circuitos eléctricos con ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes
constantes y condiciones iniciales. Finalmente se concluye gque con la aplicacién de la
teoria de transformada de Laplace se puede encontrar la solucién del sistema de
ecuaciones diferenciales lineales de problemas de circuitos eléctricos, convirtiéndose asi

en problemas algebraicos simples, que pueden ser resueltos de manera sencilla.

Palabras Claves: Ecuaciones diferenciales lineales, Aplicacion, Transformada de

Laplace, Problemas, Circuitos eléctricos.
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ABSTRACT

This research work called "LAPLACE TRANSFORMATION APPLICATION FOR
THE RESOLUTION OF ELECTRICAL CIRCUITS IN LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH CONSTANT COFICIENTS", presents the solution of problems
with initial conditions derived from electrical circuits, because the Laplace Transform in
undergraduate The professional engineering schools do not develop in depth, much less
the applications related to professional training in the area of engineering. In this
understanding, it is necessary to deepen the theory of the Laplace transform and look for
the applications for each area of engineering such as, for example, Electrical Mechanical
Engineering and Electronic Engineering. The OBJECTIVE of the research is to apply the
Laplace transform for solving electrical circuit problems (electrical network) in linear
differential equations of constant coefficients with initial conditions. The METHOD is
deductive and applicative; because we have analyzed the definitions and theorems of
linear differential equations of constant coefficients, the definitions, properties and
theorems of the Laplace Transformation and its inverses, as well as the basic concepts of
electrical circuits or networks, to apply them in the resolution of electrical circuits with
linear differential equations of constant coefficients and initial conditions. Finally, it is
concluded that with the application of the Laplace transform theory one can find the
solution of the system of linear differential equations of electrical circuit problems, thus
becoming simple algebraic problems, which can be solved in a simple way.

Keywords: Linear differential equations, Application, Laplace transform, Problems,

Electrical circuits.
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CAPITULO |
INTRODUCCION

Por el desarrollo poco profundo de la Transformada de Laplace en el area de
ingenierias, el presente trabajo de investigacion estudia la teoria de la Transformada de
Laplace y lo aplica a la resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes, en el contexto de los circuitos eléctricos, estas

ecuaciones surgen de manera natural.

Consideremos por ejemplo el tipico circuito LRC en el Grafico N° 01

Grafico N° 01: Circuito Eléctrico RLC
Fuente: José Salvador Canovas Pefia.

Donde la inductancia L, la resistencia R y la capacidad de condensador C se consideran
constantes. Se tiene entonces que la carga q(t) que circula por el circuito esta dada por
la ecuacion

di(t) _ Li(t)ds
LT-I- Ri(t) +.[0 - V(t)

O equivalentemente con la ecuacion diferencial

d?i(t)
dt?

i) _ av(y)

L
c de

di(t)
+ R R +

En el caso en que V(t) sea una funcién derivable.
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De forma similar, si tenemos un circuito con varias ramas y mas elementos en el Grafico

N° 02, como por Ejemplo

L@
R

1

]+

(1)

-

KRG

——
+

Grafico N° 02: Circuito Eléctrico de varias Ramas
Fuente: José Salvador Canovas Pefa

Se deduce a partir de las leyes de Kirchhoff que las intensidades que circulan por los hilos

eléctricos del circuito vienen dadas por:

( i1 (t) = ip(0) —i3(t) = 0
di; (t) di(t)  4L(t) _dv(t)

R
Lodt 2 dt C dt
d?iy (t) di,(t) i3(t)
L - —
dt2 2"ar T ¢ 0

Si suponemos que los elementos del circuito son constantes, el voltaje V(t), que
supondremos una funcién derivable, tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales

lineales con coeficientes constantes.

La Transformada de Laplace es una herramienta que permite resolver la ecuacion
diferencial lineal de coeficientes constantes con condiciones iniciales que es el modelo

matematico del circuito eléctrico propuesto, transformandolo a expresiones algebraicas.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA, OBJETIVOS Y

JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

1.1 PROBLEMA DE LA INVESTIGACION

1.1.1. Descripcion del Problema

La Transformada de Laplace es un caso especial de lo que se denomina
Transformada Integral. Su utilidad para resolver problemas fisicos hace que sea, junto

con la Transformada de Fourier, una de las herramientas mas Utiles para estos efectos.

La Transformada de Laplace en el siglo XX se ha convertido en una herramienta util y
poderosa para resolver problemas con condiciones iniciales en la economia, medio

ambiente, electrénica, quimica y otras areas.

La Transformada de Laplace en pregrado de las escuelas profesionales de ingenierias no
se desarrolla con profundidad, tampoco las aplicaciones relacionadas a la formacion
profesional en area de ingenierias. En ese entender es necesario profundizar la teoria de
la Transformada de Laplace y buscar aplicaciones para cada area de ingenierias. En

particular para ingenieria Mecanica Eléctrica e ingenieria Electronica.

¢Es posible aplicar la teoria de la transformada de Laplace en la resolucion de problemas

de circuitos eléctricos con condiciones iniciales?

El objetivo de este trabajo es presentar la aplicacion de la Transformada de Laplace en la
resolucion de circuitos eléctricos con condiciones iniciales cuyo comportamiento se

describe a través de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes.

Por tanto, en este trabajo analizaremos las definiciones, propiedades y teoremas de

Transformada de Laplace, conceptos basicos de circuitos eléctricos y ecuaciones

13
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diferenciales lineales de coeficientes constantes, como una herramienta fundamental para
la aplicacion de la Transformada de Laplace en resolucion de circuitos eléctricos con

condiciones iniciales.

La metodologia usada en este trabajo es el método deductivo, basada en la investigacion
bibliografica y documental y el resultado logrado es la aplicacién de la Transformada de

Laplace para resolucion de circuitos eléctricos con condiciones iniciales.
1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA
1.2.1. Problema General

En la presente investigacion se plantea, responder la siguiente interrogante:
¢Es posible aplicar la teoria de Transformada de Laplace para la resolucion de circuitos
eléctricos con condiciones iniciales en ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes

constantes?

1.2.2. Problema Especifico

= Es posible analizar la teoria de la Transformada de Laplace y la teoria de
ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes con condiciones
iniciales, para resolver problemas de circuitos eléctricos mediante la
Transformada de Laplace?

= ;Es posible analizar conceptos basicos de circuitos eléctricos, para aplicar la teoria

de la Transformada de Laplace en circuitos eléctricos?
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1.3. HIPOTESIS

1.3.1. Hipotesis General

= Con la aplicacion de la teoria de la Transformada de Laplace y conceptos basicos
de circuitos eléctricos es posible determinar la solucion de problemas de circuitos

eléctricos de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes.

1.3.2. Hipotesis Especificos

» Analizando la teoria de la Transformada de Laplace es posible aplicar en la
solucidn de problemas de circuitos eléctricos de ecuaciones diferenciales lineales
de coeficientes constantes con condiciones iniciales, mediante la Transformada
de Laplace.

» Analizando los conceptos basicos de circuitos eléctricos es posible aplicar en la
solucidén de problemas de circuitos eléctricos de ecuaciones diferenciales lineales
de coeficientes constantes con condiciones iniciales, mediantes la Transformada

de Laplace.

1.4. JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

El presente trabajo de investigacion servira para encontrar la solucion de circuitos
eléctricos de dos mallas en sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales.
Mediante la Transformada de Laplace.
Ademas, toda persona interesada en las aplicaciones de la Transformada de Laplace en
diferentes campos de la ingenieria serd beneficiada. Ya que sera Util para consultas de
estudiantes o profesionales que se planteen problemas de circuitos eléctricos con objeto
de aplicar la Trasformada de Laplace en sistema de ecuaciones diferenciales de

coeficientes constantes con condiciones iniciales.
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1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo General

= Aplicar la Transformada de Laplace en la resolucion de problemas de circuitos
eléctricos de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes y sistema

de ecuaciones diferenciales lineales con condiciones iniciales.

1.5.2. Objetivos Especificos
» Analizar la teoria de la Transformada de Laplace y de ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes constantes con condiciones iniciales, para resolver
problemas de circuitos eléctricos mediante la Transformada de Laplace.
» Analizar conceptos bésicos de circuitos eléctricos, para aplicar la teoria de la

Transformada de Laplace en circuito eléctrico.
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CAPITULO II
REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Los antecedentes relacionados al trabajo de investigacion son:

= MADRIGAL ESPINOZA, Sergio David - CANTU CUELLAR, Ramon
(2013). En su articulo de investigacion titulada “Transformadas de Laplace con
Maxima” realizado en Nuevo ledn-México, en el cual aplica tres programas
computacionales para la ensefianza de la asignatura de Transformada de Laplace.
A saber: Maple, Mathematica y Méxima, relacionadas con la asignatura y se dan
ejemplos de solucién. Debido a sus caracteristicas, es esta ultima opcion la que
resulta mas recomendable para la ensefianza de esta materia. Llegando a la
CONCLUSION de que las Transformadas de Laplace son la mejor alternativa
para la solucion de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes
y condiciones iniciales, Maxima es el programa ideal para la implementacién de
esta técnica.

= LOMELI HECTOR - RUMBOS BEATRIZ (2011). En su articulo de
investigacion titulada “La transformada de Laplace en economia”, en este articulo
de investigacion utilizan en las técnicas y métodos matematicos para representar
las funciones continuas, con lo cual las funciones de impulso son de gran ayuda
para la modelacion de ciertos fendmenos econémicos, que nos permite manipular
los flujos discontinuos, convirtiéndolos en conjuntos continuos con la
Transformada de Laplace es una herramienta muy importante en la
interpretacion natural que tiene como el valor presente de un flujo de

efectivo. Y resolucion de algunos problemas en economia. En general, que los

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L5T Nacional del
| Attiplano

economistas ignoran la existencia de esta Transformada y los usuarios principales
de la misma desconocen los conceptos econémicos.

= IGNACIO HUIRCAN, Juan (2006). En su articulo de investigacion titulada
“Aplicando la Transformada de Laplace a Redes Eléctricas” realizada en
Universidad de La Frontera -Chile. En este articulo aplica la Transformada de
Laplace a distintas redes eléctricas, primero excitaciones béasicas conocidas,
luego, excitaciones tipo exponencial y sinusoidal. La parte mas compleja resulta
al determinar la Transformada de Laplace permite convertir las ecuaciones
diferenciales en ecuaciones algebraicas en el plano. Se puede despejar méas
facilmente la variable buscada, luego aplicando Transformada de Laplace y
determinar la variable en el dominio del tiempo. Si existen componentes con
condiciones iniciales es mas facil pasar el circuito al plano, e incorporar la
condicion inicial.

= ALBARRAN ZAVALA, Erik (2013). En su articulo de investigacion titulada
“Algunas aplicaciones de la transformada de Laplace en Cinética Quimica,
Circuitos Eléctricos y Transferencia de Calor” realizada en la Universidad
Nacional Auténoma de México, En este articulo muestra algunos ejemplos
simples de ecuaciones diferenciales resueltos utilizando la Transformada de
Laplace. Llegando a la CONCLUSION: La Transformada de Laplace es una
poderosa herramienta matematica para resolver problemas sobre circuitos
eléctricos, la Cinética Quimica o la Transferencia de Calor, y estos problemas
pueden ayudar al alumno a entender la utilidad de ecuaciones diferenciales en

problemas concretos.
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2.2. MARCO TEORICO

2.2.1. ECUACIONES DIFERENCIALES

Definicion 2.2.1. Una ecuacion diferencial ordinaria es la que establece una relacién entre
una variable independiente x, y la funcion buscada f(x) y una o varias derivadas de esta
funcion f'(x), f" (x), ..., f™(x), y se representa por F(x,y,y',y",...,y") =006 y" =

fe,y,y,y" ., y" 1) (W.E &R.C, 1996)

2.2.2. SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Definicion 2.2.2. Una solucion de una ecuacion diferencial es toda funcidn que sustituida
en la ecuacion diferencial la reduce a la identidad.

Observacion:

La solucién general para una diferencial es toda funcion que satisface las siguientes
condiciones:

a) Es independiente de las derivadas.

b) Tiene tantas constantes arbitrarias como el orden de la ecuacién diferencial.

C) Verifica o satisface la ecuacion diferencial.

2.2.3. PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

Definicion 2.2.3. Se llama problemas de valor inicial:

{ Resolver y™ = f(x,v,y",y", .,y" 1)
Sujetas a : y(xg) = y0, ¥(x0) = Y1, 0, V(X0) = Yn_1

Donde v, 1, ---» Yn—1, SON constantes reales llamados condiciones iniciales
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2.2.4. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE COEFICIENTES
CONSTANTES
Definicion 2.2.4. Una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes de orden n

esta expresado por:

n n-1

d
an(x)d—xil +a,_1(x) = + -4+ a;(x) % + ay(x)y = h(x). (2.1)

Donde a;; 1 < i < n, son constantes arbitrarios reales. (Braun, 1993)
Observacion:

» Si h(x) =0, la ecuacion (2.1), se denomina ecuacion diferencial lineal
homogeénea de coeficientes constantes.
=  Sih(x) # 0, laecuacion (2.1), se llama ecuacion diferencial lineal no homogénea

de coeficientes constantes.

2.2.5. SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES.
Definicidon 2.2.5: Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, es un

sistema de la siguiente forma:

dx,
E = aq11X1 + A12Xo + ai3X3 + -+ AinXn + fl(t)
dx,
dr Ap1X3 + AppXy + Ap3X3 + -+ + AgnXy + fo(1) (2.2)
dxs
_dt = az1X3 + a3rXy + a33X3 + -+ A3nXn + f3 (t)
dx,
E = aq1X, + AyXp + ag3x3 + -+ apxy + f1(0)
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El sistema de la ecuacion (2.2) se puede escribir de manera matricial de la siguiente

forma:
X' =AX+F
Observacion:

= si las funciones f;(t) =0,Vi=1,2,..,n, en la ecuacion (2.2) se llama
homogénea.

» si las funciones f;(t) #0,vi=1,2,..,n, en la ecuacion (2.2) se llama

homogénea.
TEOREMA 2.25.1:
X11 X12 X1in
sean X, = [ *2 || *22 ), .. x, = 2
Xn1 Xn2 Xnn

Soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas, entonces los

vectores son linealmente independientes en un intervalo I si solo si es Wronskiano.

X11 X12 = X1n

X X t Xon
w=|" 722 0

Xn1 Xn2 o Xnn

Definicion 2.2.5.2: Sean X;,X,,..,X,; un conjunto linealmente independiente de
soluciones (llamado también conjunto fundamental de soluciones). Entonces la solucién

general del sistema es:
Xg = C1X1 + C2X2 + -+ Can

Donde ¢y, ¢y, c3, ..., €, SON CONStantes arbitrarias.
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TEOREMA 2.25.2:
Sean 44, 4,, ..., A,, valores propios reales y distintos de la matriz A, y sean kq, k,, ..., k,
los vectores propios correspondientes. Entonces la solucion general del sistema lineal

homogéneo X' = AX en (—oo, +0) es:
X, = cikie™t + cpkyetet 4 -+ ket
Donde ¢, c,, c3, ..., ¢, SON constantes arbitrarias.

TEOREMA 2.2.5.3:

Sean X,, una solucion dada del sistema X' = AX + F no homogeénea en un intervalo
I, ysea X, =cikie™t + cokye?2t + -+ c ket la solucion general, en el mismo
intervalo del sistema X' = AX + F. Entonces la solucién del sistema no homogéneo en

el intervalo (—oo, +o0) es: X = X, + X,

2.2.6. FUNCIONES CONTINUAS A TROZOS

Dado los numeros reales a < b, se dice que la funcién f: [a, b] - C es continua a
trozos si existe una particion de [a, b], a =t, < t; < -+ < t, = b, de manera que f es
continuaen (t;, t;+1), 0 < i < n,yexisten y son finitos los limites laterales de f en cada

uno de los puntos t;, 0 < i < n. (Kreiszig, 1996)

Definicion 2.2.6.1: Una funcion f: [a, b] — C se dice que es continua por tramos, si para
cada intervalo compacto f: [a, b] = [0, +) se verifica que f:[a, b] - C es continua a

trozos.

2.2.7. FUNCIONES DE HEAVISIDE
Definicion 2.2.7.1: Una funcidén continua a trozos es h,: [0, +c0) — C, donde a es un

namero real mayor o igual que cero. (Ignacio Gracia Rivas, 2008)

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L5T Nacional del
Altiplano

Esta funcion esta definida por:

O,sit<a
he(t) = {1,si t=>a

Y se conoce como de Heaviside.

Fisicamente, la funcién de Heaviside realiza la funcion de interruptor, de manera que si

f:[a, b] = C es una funcién continua se tiene que h, * f es la funcion

O,sit<a

(ha * (1) = {f(t),si t=>a

Lo que representa que la funcion h, “enciende” a la funcion o sefial f en el instante de

tiempo t = a. Adicionalmente, si consideramos 0 < a < b y la funcién
hg — hy:[0,+) — C, esta tiene la forma

0,sit & [a,b)

(ha = hp)(t) = {1,51‘ t € [a,b)

Asi, si tomamos ahora la funcion h, * f — hy, = f, la funcién h,, tiene el efecto fisico de

“apagar” la funcion f, ya que:

O,sit<a

(ha*f—hb*f):{f(t),siaSt<b

0,sib<t

Ademaés de estas interpretaciones fisicas, la funcion de Heaviside es Gtil para descubrir
funciones continuas a trozos que a su vez sean continuas por la derecha. Por ejemplo, la

funcién:

t,sio<t<l1
f®)=4t—1,si1<t<3
sent,si3 <t

Puede escribirse como
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f(@©) =t [h () — by (O] + (£ + 1) * [y (1) — h3(D)]] + sent = h(¢)

Esta forma de describir funciones continuas a trozos serd util en los siguientes apartados
del tema debido a las propiedades de la Transformada de Laplace que posteriormente

desarrollaremos.

2.2.8. TRANSFORMADA DE LAPLACE
Definicion 2.2.8.1: Sea f:[a,b] = C, una funcién localmente integrable, existe la
integral de Riemann de f en todo intervalo compacto [0, a] c [0, +). Se define la

Transformada de Laplace de f en z € C como (Pefia, 2008)

+00

L{F}(2) =f e 2t f(t)dt (2.3)

0
Siempre que tal integral impropia exista. Como se debe conocer, la convergencia de la
integral
+00

Mm@=j e~ £ (0)dt
0

Implica la convergencia de la integral (2.3). Denotaremos por Dy el dominio de L{f}, es

decir, el subconjunto del plano complejo donde (2.3) tiene sentido.

A continuacion veamos ejemplos de la Transformada de Laplace de algunas funciones

elementos.
Sea a > 0y consideremos la funcion de Heaviside a definida anteriomente.

Entonces para todo z € C tal que Rez > 0 se verifica

+ oo

LhalG) = |

e Zth, (t)dt =f e ?tdt
0 a
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x -za -za -za
e

. ot . e e
= lim e #dt = lim ( - ) =
x—-to Jo x—->+o00 Z VA VA

En particular, a = 0, cuando obtenemos L[hy]| = %

Seaw € Cy consideremos la funcion exponencial f(t) = e"*. Se verifica entonces para

todo z € Ctal que Rez > Rew

+ oo —00
L[f1(z) =f e ZteWtdt =f o—(@-Wt gt
a

0

x 1 e—(z—w)x 1
= lim | e @& 9tgt = lim < - >= )
X—+o00 a x>+ \Z — W Z— W Z— W

En particular, si w = 0 se verifica que f(t) = 1, con lo que nuevamente
L[h.](2) = i , paratodo z € Ctal que Rez > 0

Sea n un numero natural y consideremos la funcion f,(t) =t™ Vamos ver la

Transformada de Laplace de f,, viene dada por la expresion

n!

LIfi1(2) = f, —r Para todoz € Ctal que Rez > 0.

Para ver esto procedemos por induccion calculando en primer lugar la Transformada de

f1- Integrando por las partes obtenemos

+00

LIf1(2) =f e tdt = lim e “tdt
0

xX—+00

] xe X 1—e™* 1
= hm( . + >=_

X—+o00
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n!
Zn+l

A continuacion, por la hipétesis de induccion supongamos que L[f,](z) =

calculemos la Transformada de f,,,1

Consideremos

+ oo + oo

Llfoud](2) = f e~P e idr = lim | e~#tentl g (2.4)

0 x=+ Jo

Tomando por partes para la expresion anterior

n+1e—xz

X
f e—Zttn'l'ldt —
0 —Z

x X

+—f e Zttndt (2.5)
ZJo

Combinando (2.4) y (2.5) concluimos que

n+1 (n+ 1)!
7 L{fx1(2) =z

Llfu1l(2) =

Las funciones periodicas son bastante importantes en ingenieria debido a que su

periodicidad las hace controlables.

Sea f: [a, b] — C una funcidn periddica con periodo T . Entonces

nT n-l G+Dr n-1 _ T
f e ?tf(t)dt = Z f e Ztf(t)dt = Z e‘JZTf e Ztf(t)dt
0 =0T = 0

Realizando cambios de variable en las integrales y usando que la funcion es periddica de

periodo T. Tomando limites cuando n — +oo, se verifica para todo z € C tal que

Rez > 0. La relacién

1 T
L@ = j e~ F(2)dt.
0
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2.2.9. DOMINIO DE LA DEFINICION DETRANSFORMADA DE LAPLACE
Las Transformada de Laplace de algunas funciones elementos que anteriormente hemos
explicado ponen de manifiesto que la funcion Transformada de Laplace de una funcién
f:la,b] = C no tiene por que estar definida en todo el plano complejo. Vamos a
estudiar con precisién como es el dominio de funcion de estas funciones, pero
consideremos una clase especial de funciones que tienen lo que llamaremos orden

exponencial.

2.2.10. FUNCION DE ORDEN EXPONENCIAL
Definicion 2.2.10: Una funcioén f: [a, b] — C se dice que tiene orden exponencial si
existen constantes A > 0 y B € R de manera que para todo t > 0 se satisface la
condicion

[f(t)] < Ae'B. (2.6)
Denotaremos por E el conjunto de funciones continuas a trozos con orden exponencial,
que seran las funciones con las que trabajaremos a partir de ahora. El siguiente resultado

ofrece una primera aproximacion sobre el dominio de definicion de la Transformada de

Laplace de funciones con orden exponencial.

Proposicion 2.2.10.1: Sea f:[a, b] - Cuna funcién continua a trozos cumpliendo la

condicion (2.6). Entonces L[ f ](z) esta definida para todo numero complejo z tal que

Rez>B

Demostracion.

Vamos a ver que la funcion e f (t) es absolutamente integrable para todo complejo z

tal que Rez > B. Para ello consideramos
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Jo e e[

e R ()t

<A el

— lim A Oxe’(Rez’B)‘dt

X—>+0

1 e—x(Rez—B) 1
=Alim - = ,
x»o| B—Rez B-Rez B-Rez

Con lo que la Transformada de Laplace existe en el subconjunto {z € C: Rez > B}.c

Este resultado pruebaque {z € C:Rez > B} c Dy .

Si definimos por: p = inf{BeR:34 > 0con |f(t)|<Ac™ paratodo t>0},
Y denotamos por: Df ={z € C:Rez > p}

La preposicion 2.2.10.1, nos asegura que D; < D,

Nota: todo elemento tiene su imagen, toda imagen de todo elemento es Unica.

2.2.11. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Una vez estudiada la definicion de Transformada de Laplace y caracterizadas algunas
condiciones para que una funcion f tenga Transformada de Laplace L[f] definida en un
dominio del plan complejo Dy, pasamos a estudiar algunas propiedades basicas de esta

Transformada de Laplace.

2.2.11.1. Propiedades de linealidad

Teorema 2.2.11.1: Sean f,g € E'y a,b € C entonces paratodo ze D; nD, se verifica

que L[af +bg](z)=aL[f](z)+bL[g](z) (2.7)
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Demostracion.

La demostracion se sigue inmediatamente de la linealidad de la integral. Consideremos
L[af +bg](z)=[ e ™[af (t)+bg (t)kt

=a lim 0e‘Z‘f (t)dt+b lim 0e‘“g(t)dt

aL[f1(z) + bL[gl(z)o
A partir de la linealidad de la Transformada de Laplace podemos obtener nuevas

Transformadas de funciones elementales, como muestran los siguientes ejemplos.

* Funcion seno: Seaw € R Yy consideremos la funcion

ot L-iot
f(t)=sin(a)t):%

Entonces

L[f](z):%(L[e“”](z)—L[e‘“‘"}(z))

=1( 1. - 1_ j= 2(0 >, Siempre que Rez >0
22—l z+iw

"+
* Funcidén coseno: Sea w € Ry consideramos la funcién
ot _e—iwt

f (t)=cos(awt)= 5

De forma analoga a la anterior se obtiene que
z .
L(f|(z)=———, Siempre que Rez>0
[f1(z)= 27— Siempreg

» Funcidn seno hiperbolico: Sea w € Ry consideremos la funcion

Wt _ gt

£() = sinh(wt) = < >

Entonces
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(Zl -2 )= 2 Si Rez > |w|.

z2—2"’

» Funcion coseno hiperbolico. Sea w € R y consideremos la funcién

ea)t + e—a)t

f(t) = cosh(wt) = 3

De forma analoga a la anterior
L[f1(z) = sz—wz siempre que Rez > |w.
2.2.11.2. Primera Propiedades de Traslacion
Fijemos un ndmero complejo a y consideramos f e E . El primer teorema de
desplazamiento hace referencia a la transformada de la funcion e* f(t) vy afirma lo

siguiente

Teorema 2.2.11.2. Bajo las condiciones anteriores
Lle*f(®O)] = LIfl(z— a) (2.8)

, Paratodo Z e D, +Rea = {a)+ Rea:we Df}
Demostracion.
Seaf0+°° e Zte f(t)dt = Jim f;‘ e~ DtF()dt = f0+°° e~Z=D £ (t)dt, de donde se
deduce inmediatamente (2.8).
A partir de este resultado podemos obtener las Transformadas de las funciones siguientes:

" f(t) =esin(wt),w e R Cuya Transformada de Laplace para todo nimero

complejo Z Tal que Rez>Reaes
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w

LI f|(z)=————

[1]@ (z—-a)’ + o’

" f(t) = e* cos(wt),w € Rcuya Transformada de Laplace para todo numero
complejo z tal que Rez >Rea es

@
(z-a)* -’

L[f](2) =

" f(t) = e® cosh(wt),w € R. Si Rez>|w|+Rea, entonces

Z—a
(Z — a)n+1

LifI(2) =

Siempre que Rez > Rea.

2.2.11.3. Segunda Propiedades de Traslacion

Seaahora a > 0 un nimero real y supongamos que f € E esta definida por f(t) = 0 para
todo t < 0. Recordemos que h,, es la funcidn de Heaviside. Entonces tenemos el siguiente

resultado.

Teorema 2.2.11.3. Bajo las anteriores condiciones se verifican para todo z € Dy

Llha(Of (t — &)](2) = e *L[f](2) (2.9)

Demostracion.

Tomamos

jo”‘%a-atha (t) f (t—a)dt = lim joxea‘ha (t)f (t—a)dt

= lim :eatf(t—a)dt

X—>+00
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—lim[ e f(s)ds

X—>+00 o0

I
19

jo“" e f (1) f (s)ds

Haciendo el cambio de variable s = t — a. De aqui se obtiene inmediatamente (2.9). o

Este resultado es Util para obtener la Transformada de Laplace de funciones continuas a

trozo. Por ejemplo consideremos la funcion

t,si0<t<1
f(t)‘{ 0,sit>1

Esta funcién puede describirse como
f(t) =tlh, () -, (D)] .

Entonces

Lf1(2) = LTho()t](2) — LR (O)t](2) = L[t](2) — e “L[t + 1](2)

=—-—e
72

=——e
72 72

1 (1 1) 1 z+1
-z -z

72 z
Para todo z € C tal que Rez > 0.

2.2.11.4. Transformada de la Derivada.
Se dice que la funcion f € E es derivable a trozos si es continua, existen las derivadas
laterales de f en cada punto de [0, +) y en cada sub intervalo [a, b] < [0, +0) existen

a lo sumo una cantidad finita de puntos donde f no es derivable. Si f es derivable a trozos,

definimos f':[0,+00) - C como f'(x)= f/(x) para todo x € [0,+00). Es claro
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entonces que f' es una funcion continua a trozos, que coincidira en casi todos los puntos
con la derivada ordinaria. Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.11.4: Bajo las condiciones anteriores se verifica para todo z € Dy

LIf'I(z) = zL[f1(2) - f(0) (2.10)

Demostracion.

Sean z€ Dfyx >0 y consideremos 0 <x; < x, < <x,_q <x los puntos de

discontinuidad de f' en el intervalo (0,x) y fijemos x, = 0y x,, = x. Entonces,

dividiendo el intervalo de integracion y utilizando la formula de integracién por partes.

[Cet(t)dt =21: ettt
= Zn:[e’zxi f(x)—e™*f (xi_l)] + zznlj': e ™ f (t)dt
= iy,
=e ™f(x)-f(0)+ zjoxe‘“f (t)dt.
Tomando limites cuando X — +o0 y teniendo en cuenta que zeD; y que por tanto
existen A,B € R,A > 0,Rez > B tales que

|f(x)e‘ZX < Ae® R 50 si X —> 400,

Obtenemos inmediatamente (2.10).o
Procediendo por induccién a partir de la formula (2.10) se prueba una formula general
para la derivada k — esima de la funcion f en el caso de que f*~ sea derivable a trozos

para k € N. Esta formula viene dada para todo z € Dy por

LIf*1(2) = z*LIf1(2) — 271 f(0) — - — zf*72(0) — f*~1(0) (2.11)

Donde las derivadas sucesivas de f en 0 y entienden como derivadas por la derecha. Las

formulas (2.10) y (2.11) seran claves para resolver ecuaciones y sistemas diferenciales
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lineales con coeficientes constantes, como veremos en el apartado de aplicacion de este

tema.

2.2.11.5. Transformada de la Integral

Sea f € E ydefinamos la funcion g(t)= J‘; f (s)ds que obviamente esta bien definida y

es continua para todo te[O, +00) . La relacion entre las Transformadas de Laplace de

ambas funciones viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 2.2.11.5: En las condiciones anteriores, paratodo z € Df N {z € C: Re > 0} se

verifica
L[g](z)= L[f]( ) 2.12)

Demostracion.
Sea x>0y consideramos

0=XO+<X1"'<Xn—l<Xn=X

De manera que f no es continua en x, para 1<i<nObviamente g es derivable en

(%, X,,) para 1<i<n.entonces

[le"g(vat= j [ T‘”e-“g(t)dt

X

=, [g(xi)e:i—g 1) J Zj e f (t)dt}

Zi57%

1ex
+;j0 e f (t)dt
Teniendo en cuenta la continuidad de g yg (O) . Vamos a comprobar que

—x __

I|m gxX)e
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Para ello y dado que f € E, existirareales B y A>0 de manera que ‘f (t)‘ < Ae® para

todo t>0 Sea.

|g(x)e‘ZX

< j:e-zx f(t)dt<A j:eBHR“

Bx

— Ae—XReZ (e_

1 .
—— | > 0SsI X—> +oo.
B Bj

Entonces tomando limites en la expresion anterior obtenemos o

2.2.11.6. Transformada de la Convolucion

Sean f,gee ydefinimos f(t)=g(t)=0 paratodo t<0. Se define la convolucion de

f y g.como lafuncion (f*g)(t) = jo”’ f(t—s)g(s)ds = jot f (t—s)g(s) ds.
Puede verse con el cambio de variable y=t—s que f*g=g*f.

El principal interés de la convolucion respecto a la transformada de Laplace se concreta
en el siguiente resultado.

Teorema de Fubini 2.2.11.6. Sea A = [a, b]x[c, d] un rectangulo de R?, y sea

f:A - R, una funcidn integrable, tal que las funciones f;: [c,d] = R, definidas por

() = f(x,y), son integrables en [c, d], para todo x € [a, b]. Entonces, la funcion

x = fcdf(x,y)dy, es integrable en [a, b], y

[r=] b( | df(x)(y)dy> dx
)=l

O, con una notacién mas practica

[r- f b ( f df(x,y)dy) dx
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Anéalogamente, si se supone que f: f(x,y)dx, existe para caday € [c, d], se obtiene que

ff=fd(fbf(x,y)dx)dy

Teorema 2.2.11.7.

En las condiciones anteriores, para todo z e D,” nD; se verifica la formula

L[f*g](z)=L[f](z)L[9](2). (2.13)

Demostracion.

En primer lugar, existen numeros reales B y A >0,i=1,2,de manera que para
todo t >0se verifica
£ 0] < Ae™ylo(t)] < Ae™
Entonces para todo t >0
(f *g)(t)|=‘j; f(t—s)g(s)ds‘s_[;|f(t—s)||g(s)|ds
<AAge™ j; ds = AAte™
Con lo que se ve facilmente que e™ (f *g)(t) es absolutamente integrable para

Rez > B todo con lo que L[f *g](z) existe paratodo z con. Rez > B) . Por otra parte,

como las funciones e f (t) y e™g(t) también son absolutamente integrables para todo

Rez>B por el Teorema de Fubini, se tiene que
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LLf*gl@) = [, e L[, ft-s)a(s)dslot

- L**ﬁe“”) f(t-s)e™g (s)ds}dt
e f (t-s)e g (s)dt]ds
[Tt (t—s)dt}e‘zsg (s)ds

+

. e‘“‘f(u)du}e‘zsg(s)ds

Con lo que termina la primera prueba o

2.2.12. PROPIEDADES DE LA FUNCION DE TRANSFORMADA DE LAPLACE

En esta seccidn estudiamos la propiedad de la funcion Transformada de Laplace
considerandola como una funcion de variable compleja definida en un semiplano
{z € C: Rez > x},x € R. Dividimos la seccion en tres subsecciones.

2.2.12.1. Funcién Holomorfa

Las funciones holomorfas son el principal objeto de estudio de analisis complejo; son
funciones que se definen sobre un subconjunto abierto del plano complejo C y con valores
En C, que ademas son complejo-diferenciables en cada punto. Una funcién que sea

holmorfa sobre todo el plano complejo se dice funcién entera.

Definicion 2.2.12.1.Sea Q abierto de C. Sea f: 2 — Cy sea z, € (. Diremos que f es

derivable en z, si existe

im L&) — f(Z0)
im ——

z=20  Z — Z

= f'(20) € C
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Al valor de dicho limite f'(z,) lo llamaremos derivada de f en z,.

2.2.12.2. Derivabilidad de la Transformada de Laplace.

Consideremos una funcién f  E'y su Transformada de Laplace
Lfl:{z€ C:Rez > p} > C
Teorema 2.2.12.1 Bajo la notacion anterior, la funcién L[ f ]es Holomorfa para todo

z € C, qué Rez > p y ademas se verifica
_ o
EL[f](z)_—j0 te™ f (t)dt

En las condiciones del resultado anterior, podemos generalizar por induccion la formula

para la derivada n- ésima de la Transformada de Laplace

;’Z"n L[F)(2)= (0" [t £ (1)t

A continuacion daremos algunos ejemplos, calculando las Transformadas de las
siguientes funciones.

= f(t):t"sin(at),n € Ny a € Rse tiene siempre que Rez >0 la relacion

L[f](z):(—l)n:;n L[sin(at)](Z)I(—l)n:Znn( . j

22 +a?

= f(t):t"cos(at),n € Nya € R. Se tiene analogamente siempre que Rez >0

L(f)(Z)=(—1)”%L[C°S(at)](z):(_l)ngzn“( : j

2 +a’®

De forma similar se obtienen formulas equivalentes para el coseno y seno hiperbdlicos.
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2.2.12.3. Teoremas del valor inicial
Estos resultados hacen alusion a aspectos cualitativos de la Transformada de

Laplace de funciones de la clase E.

Teorema 2.2.12.3. Sea f e E Entonces

lim L[](z)=0 (2.14)

Rez—>+w0

Demostracion.

Sea z e D; . Existen nimeros reales A>0 y B de manera que|f (t)| < Ae® para todo
t>0 Entonces.

IL[f](z)|<lim e f (t)dt < Alim ["e® " dt

a—wn 0 a—0

A(etz(B—Bez) _ 1) A
= lim = -
a>+  B-Rez Rez-B

De donde claramente obtenemos (1.10) al hacer Rez —+o0.o
Continuamos esta seccion con otro resultado que estudia cuestiones cualitativas de la
Transformada de Laplace.

Teorema 2.2.12.4. Asumamos que f €E .es derivable a trozos y que F' < E Entonces

M ZLLFJ(2) = F(0) oot (2.15)

Demostracion.

Sea z € D; . Por el Teorema 2.2.11.4 tenemos que

ZLIFIZ) = F(O) 4 LITT(Z) oo veeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessesssssssessesssssessesessesesensnesessnnennees (2.16)

Aplicando el Teorema 2.2.12.2 a (2.16) se tiene que Jim L[f1](2) =0, de donde se

deduce inmediatamente (2.16).o
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Los resultados anteriores muestran que no todas las funciones de variable compleja

pueden ser Transformadas de Laplace de funciones de E. Por ejemplo, la funcion 1/+/z

no puede serlo al tenerse que

z
ReZ—>+oo$ =%

2.2.12.4.Teorema del valor final.

Al igual que los resultados de la seccion anterior el Teorema del valor final aporta
informacidn cualitativa de la Transformada de Laplace en conexion directa con la funcion
de la cuales transformada.

Teorema 2.2.12.4. Sea f € E una funcién derivable a trozos tal que f'e E
Supongamos que

0e D}, yque existe y es tlir+n f(t) finito Entonces

Iim0 sz)(z):tIim f(t) .

Demostracion.

Por el Teorema 2.2.11.3,
2L[f](z)— f(0)=L[f](2) = j:"ezt f/(t)dt .
Por el Teorema 2.2.12.1, L[f](z) es derivable y por lo tanto continua. Entonces
IELnO L[ fl(z) = L[f](0) = J'OM f'(t)dt = Itﬂ]w f(t)—f(0)

Lo cual concluye la demostracion. o
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2.2.13. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

2.2.13.1. Inyectividad de Transformada Inversa de Laplace

Al intervenir en la definicion de Transformada de Laplace la integracion, esta claro
que puede haber infinitas funciones en E teniendo la misma Transformada, por lo que la
ésta no serd inyectiva. Sin embargo este problema puede paliarse en parte para asi poder
hablar de la Transformada inversa de una funcion holomorfa definida en un semiplano

complejo. Como veremos en las aplicaciones del tema, este punto sera de vital importancia

Consideremos f: [0, +oo] — C una funcién localmente integrable. Diremos que f es

nula o nula casi por todas partes si para todo xe(0+o0) se verifica que

[ f(@®]dt=0

Dos funciones f, g: [0, +o0] — Clocalmente integrables se diran iguales casi por todas

partessi f —ges nula. Se tiene entonces el siguiente resultado.
Proposicion 2.2.13.2 Sean f,geEiguales casi por todas partes. Entonces
L[f](z)=L[g](z) paratodo ze D; "D,

Demostracién.

Sea x>0yze D; nD, Por el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral existe

p<(0,x) tal que
[0 g™t (t)—e™g(t)dt=e™[" |f(t)-g(t)dt=0
Asi

IL[f](z)-L[g](z)|=lim

X—0

[l f(t)dt-[ e (t)dt‘
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H —pRez [*
<lime ™™ IO | (t)-g(t)[dt=0
Lo que termina la demostracion.o

El siguiente resultado establece una especie de reciproco para el resultado anterior.

Teorema 2.2.13.2 ( Lerch)

Sean f,gectalesque  L[f](z)=L[g](z)para todoze D, nD,,
Entonces f y g son igual es salvo a lo mejor en los puntos de discontinuidad de

ambas, con lo que ademas D, =D,
2.2.13.2. Transformada Inversa de Laplace

Consideremos la funcion L E — L(E)

El Teorema 2.2.13.1permite definir clases de equivalencia en E del siguiente modo. Dadas

f,g e E se dird que ambas estan relacionadas, f~g si y s6lo si son iguales salvo a lo
sumo en los puntos de discontinuidad de ambas. Podemos definir entonces la Transformada
de Laplace inversa.

L YV L(E) > E/~
ParaF e L(E),como L™[F]=[f]donde [ f |denota la clase de manera queL[f]=F

. En general identificaremos clases con funciones que normalmente podran ser calculadas.

Asi diremos que dada Fe L(E)su Transformada inversa es una funcion
L*[F](t)= f (t)de formaque L[ f]=F, aunque esta perfectamente claro que tal f no

es Unica.

En este contexto, destacamos las siguientes propiedades de Transformada inversa que

seran especialmente interesantes a la hora de las aplicaciones.
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= Linealidad. Dadas F,C eL(E)y a, 8 € C severifica

L*[aF + AC](t) = oL [F](t)+ AL [C] (1)

= Traslacion. Dada F e L(E) y a>0se cumple la relacion

L‘l[e‘aZF (z)](t) =h, (t)L*[F](t-a)

= Convolucion. Dadas F,C e L(E)se cumple

L [FG]() = (L [FI*L[C)()

2.2.14. CONCEPTOS BASICOS DE CIRCUITOS ELECTRICOS.

2.2.14.1. Circuito Eléctrico.

Es la interconexion de elementos eléctricos simples de tal manera que formen una

trayectoria cerrada a través de cual pueda fluir una corriente eléctrica.

El andlisis de circuitos eléctricos, es un estudio matematico de alguna interconexion util,
de dispositivos eléctricos simples, en la cual existe por lo menos una trayectoria cerrada

por la cual pueda fluir la corriente eléctrica (Hayt Jr, 2012)

Grafico N°03: Circuito Eléctrico simple
Fuente: Ing. Javier Villagran
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2.2.14.2. Parametro Fundamentales de un Circuito Eléctrico.

2.2.14.2.1. Circuito Eléctrico.

La carga eléctrica al igual que la masa, son propiedades intrinsecas de la materia,
acorde a la teoria aprobada bajo reiteradas pruebas, confirman que la materia esta
constituida por &tomos, los cuales dentro de su estructura conformada por el ndcleo y sus
capas. Se ha comprobado que el nlcleo del atomo contiene dos tipos de particulas
elementales, los protones (cargas positivas) y los neutrones (carga eléctrica neutra). En
las capas de los &tomos encontramos a los electrones (cargas negativas), las cuales
balancean al atomo haciendo que este tenga sea eléctricamente neutro. La unidad con la

que se mide la carga eléctrica es el Coulomb (C). (Irwin, 2001).

2.2.14.2.2. Intensidad de Corriente.

La intensidad de corriente, es considerada como el movimiento de las cargas
eléctricas positivas, convenio propuesto por Benjamin Franklin (1706-1790).“El
proposito principal de un circuito eléctrico es el de hacer fluir las cargas eléctricas a
través de una trayectoria cerrada. Formalmente, la corriente eléctrica es la razon de

cambio que experimente la carga con respecto al tiempo”. (Jhonson & Hilburn).

La unidad de medida de la intensidad eléctrica es el amperio (A).

2.2.14.2.3. Voltaje Eléctrico o Diferencial Potencial.

El voltaje eléctrico o diferencia de potencial para (Hayt Jr, 2012) “Es una medida
de trabajo, requerida para mover carga eléctrica a través de un elemento, especificamente
se define el voltaje entre los extremos de un elemento, como el trabajo necesario para
mover una carga de 1C de una terminal a la otra a través del dispositivo”. La unidad de

medida del voltaje eléctrico es el voltio (V).
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2.2.14.2.4. Leyes Circuitales (Criterio de Kirchhoff)
Ley de la Corriente de Kirchhoff (LCK)
Esta ley establece aproximadamente que la suma algebraica de las corrientes que

entran y salen de un nodo es cero. (Hayt Jr, 2012).

Gréafico N° 04: Ley de Corriente de Kirchhoff

Fuente: Ing. Javier Villagran

De la figura N° 04. La ecuacidn de la ley de corriente de Kirchhoff es:
L+, +1,-1,=0
2.2.14.2.4.1. Ley de los Voltajes de Kirchhoff (LVK)
La ley de voltaje, también es considerada como la ley axiomatica, a pesar de lo
demostrado en la teoria electromagnética, en la cual se establece que la suma algebraica
de los voltajes alrededor de cualquier trayectoria cerrada en un circuito es cero. (Hayt Jr,

2012)

Grafico N° 05: Ley de Voltaje de Kirchhoff

Fuente: Ing. Javier Villagran
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De la figura N° 05 Ley de voltaje de Kirchhoff es:
V,-V,-V,-V,=0
2.2.14.2.4.2. Divisor de Voltaje
La caida de voltaje se utiliza, para calcular el voltaje que hay en uno de los tantos

elementos en serie en términos de voltaje de la combinacion.

Rl
NN\
=+ + —

Vv, 4
Vv, V3§R2
. _ V. +

R

Gréafico N° 06: Divisor de Voltaje

Fuente: Ing. Javier Villagran
De la figura N° 06 el divisor de voltaje es:

I+R,
12 =
R +R,

2.2.14.2.4.3. Transformacion de Fuente.

Una de las técnicas mas simples y gran potencialidad para la resolucion de circuitos
eléctricos es la transformacidn de fuentes, en donde una fuente real de voltaje puede ser
reemplazada por una real de corriente y viceversa. Este tipo de transformacion permite

simplificar circuitos de manera dptica.

R

col v <,\:>| v §R

Gréfico N° 07 Transformacion de fuente
Fuente: Ing. Javier Villagran
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Gréafico N° 08 El divisor de corriente es:
V=I1xR, | :\i.
R

2.2.14.2.5. Linealidad y Ley de Ohm.
Una linealidad resistencia es un elemento lineal, debido a que su relacién corriente
— voltaje tiene una curva caracteristica lineal, es decir
Vo (t) =R=*I(t)

Pero si por ésta resistencia se hace pasar una corriente 11 y luego una corriente I, su una
relacion seria

V() =R=1.(t), para I,

V,(t)=R=*1,(t), para I,
Sin embargo si, se aplica I,(t)+1,(t), el voltaje de la

resistencia es
V(EU)=R=L[{t)+1,(t) =R=1(t)+R*1,(t) =V, (t) +V,(t)
Lo cual demuestra la propiedad aditiva. Si la corriente es incrementada K veces su
magnitud original, entonces se obtiene que
R(K () =K=R=1,(t) = K=V (t)

Lo cual demuestra la homogeniedad, con lo que se puede demostrar que un circuito
eléctrico cumple con la linealidad.
2.2.14.2.5.1. Teoremas de Thevenin y Norton.

Las herramientas de mayor utilidad en el analisis de circuitos y electrénicos son el
teorema de Thevenin, nos dice que podemos remplazar toda la red, excluyendo la carga,
por un circuito equivalente, que contenga solamente una fuente de voltaje

independiente en serie con una resistencia de tal forma que la relacién corriente-voltaje
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se mantenga sin cambios. El teorema de Norton es semejante al anterior, con la diferencia
que el circuito equivalente contendréa una fuente de corriente independiente en paralelo,
de tal forma que la relacién corriente voltaje se mantenga sin cambios. (Irwin, 2001)

La forma de hallar el equivalente de Thevenin puede resumirse de la siguiente
manera: para hallar la resistencia equivalente, en primera instancia debemos reemplazar
por un corto circuito a cada fuente de voltaje independiente. Las fuentes de corriente
independientes serdn reemplazadas por un circuito abierto. Una vez realizado este
proceso mediante los criterios de reduccion de resistores se obtendran la resistencia
equivalente, entre los terminales de la porcion del circuito que estemos realizando.

Para determinar el voltaje de Thevenin entre los terminales de la porcion del circuito
elegido para su analisis, procedemos a incluir nuevamente todas las fuentes de voltaje y
corriente independientes, de tal forma que aplicando los criterios circuitales
anteriormente mencionados, podemos calcular el voltaje entre los terminales indicados.
Si la situacién problemaética que estemos resolviendo requiere de la utilizacion del
teorema de Norton, procedemos con la transformacion de fuentes, que nos permitira

calcular en equivalente de Norton correspondiente.

+ Circuito ircui
cD C—)V” B I D ng S

Gréfico N° 09: Circuitos equivalentes de Thevenin y Northon.

Fuente: Ing. Javier Villagran
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Del grafico N° 09. El divisor de corriente es:

<

— _ 'Th
VTh_IN*RTh’ IN -

I N

2.2.14.2.6. Capacitor.

Es un dispositivo pasivo, capaz de almacenar energia en forma de campo eléctrico.
A la vez también sirve como u dispositivo de produccion, ya que se opone a los cambios
bruscos de voltaje (Irwin, 2001), considera: “Un capacitor es un elemento de circuito,
formato por dos capas conductoras, separadas por un material dieléctrico, que aumenta
la capacidad de almacenamiento original”. Los capacitores o condensadores comerciales
pueden ser cerdmicos u electroliticos. Su unidad de medida es el Coulomb por voltio,
también conocida como faradio (F) en honor al fisico Michael Faraday. Los
condensadores son fijos o variables, dependiendo de su aplicacion. Se los puede
encontrar en el rango de los micro faradios ( xF ) hasta unos cuantos pico faradios (pF)
La carga en el condensador es directamente proporcional al voltaje a través del
dispositivo

g=C=V

Como el interés de este analisis es observar el comportamiento de la corriente entonces

podemos escribir una nueva ecuacion a partir de la definicion de corriente

,_da
dt
Por lo tanto
1, _cadVe V, =1jlcdt
dt C

Su representacidn y simbolo eléctrico se presenta en el siguiente grafico:
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Dieléctrico | )' l :l-‘
0

Gréfico N°10: Inductor o Bobina y su simbolo eléctrico

Fuente: Irwin, 2001

2.2.14.2.7. Inductor.

Un inductor es un dispositivo, pasivo similar que le capacitor y la resistencia, tiene
la capacidad de almacenar energia en forma de campo magnético, a la vez que
analogamente que un condensador puede ser utilizado como un dispositivo de proteccion,
ya que se opone a los cambios bruscos de corriente. Al igual que la seccién anterior
(Irwin, 2001), afirma: “Un inductor o bobina es un elemento de circuito que consiste en
un alambre conductor usualmente en forma de rollo o carrete. Las bobinas se suelen
caracterizar segin el nicleo en el que estan enrollados”.

Las bobinas con nicleo hecho de materiales no magnéticas se utilizan en
aplicaciones de television, radio y filtro. Las bobinas con nudcleo de hierro se suelen
utilizar en el suministro de potencia y en filtros. Las bobinas con nucleo de ferrita se

utilizan en aplicaciones de alta frecuencia.
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Gréfico N° 11: Inductor o Bobina y su simbolo eléctrico

Fuente: Irwin, 2001

2.1. DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

» Capacitancia: Razon de la carga almacenada a la diferencia de voltaje entre
dos placas o alambres conductores.

» Capacitor: Elemento de dos terminales cuya funcion béasica es introducir
capacitancia en un circuito eléctrico.

= Carga: Propiedad fundamental de la materia responsable de los fendmenos
eléctricos.

= Coeficiente: Es el nimero que va situado a la izquierda de una letra o literal.

= Constante: Valor de tipo permanente

= Corriente eléctrica: Es una medida de la facilidad con la que se mueven los
electrones a través de cierto material.

= Expresion Algebraica: Se llama asi a la expresion que tiene por lo menos una
literal.

» Flujograma: Se denomina a la representacion grafica de distintos
procedimientos l6gicos que tiene que seguir para resolver un problema.

= Funcion de transferencia: Cociente entre la transformada de Laplace de la

salida de un sistema y la transformada de Laplace de la entrada.
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= Funcién: Usada en matematicas para modelar situaciones de la dependencia
de una variable sobre otra.

= Intervalo: Conjunto de nimeros reales comprendidos entre otros dos numeros
reales.

» Incognita: Es el nombre que recibe el elemento desconocido en una ecuacion.

» Ley de Kirchhoff de voltaje: La suma algebraica de las tensiones alrededor
de cualquier trayectoria cerrada es cero.

» Ley de Kirchhoff de corriente: La suma de las corrientes que entran a un
nodo, debe ser igual a la suma de las corrientes que salen de dicho nodo.

= Ley de Ohm: Establece que la tension en los extremos de materiales
conductores es directamente proporcional a la corriente que fluye a través del
material

» Periodo: Espacio de tiempo, T, en el que una onda se repite a si misma.

» Potencia: Energia por unidad de tiempo.

= Potencial eléctrico: Es el trabajo realizado al desplazar una carga de un punto
a otro dentro de un campo eléctrico.

» Resistencia: Parte real de la impedancia, denotada por R. Sus unidades son
[Q]. Propiedad fisica de un elemento que impide el flujo de corriente.

= Sistema de ecuaciones: Conjunto de ecuaciones que presentan soluciones
comunes.

» Transformacion: atil para modelar, analizar y disefiar sistemas de control, asi
como para resolver ecuaciones diferenciales lineales.

» Transformada de Laplace: transformacion que asocia a cada funcién real

f (t) una funcion compleja F(z). (z: namero complejo.
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CAPITULO Il

METODOLOGIA

En el presente trabajo de investigacion se utilizd los métodos deductivo y
aplicativo; porque se han analizado las definiciones y teoremas de ecuaciones
diferenciales lineales de coeficientes constantes, las definiciones, propiedades y teoremas
de la Transformada de Laplace y su inversa, ademas los conceptos basicos de circuitos

eléctricos o redes, para aplicarlos en la resolucion de circuitos eléctricos.

a) Tipo de Investigacion.

El tipo de investigacion es bésica, tedrica y aplicativa, ya que toda investigacion se
basa en profundizar los resultados del tema propuesto, también incrementa los
conocimientos que existen en las aplicaciones de problemas de circuitos eléctricos cuyo
sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes,

correspondientes se puede, resolver mediante la Transformada de Laplace.

b) Disefio de Investigacion.
El disefio de la investigacion bajo el cual se realiz el presente trabajo de
investigacion es inductivo-deductivo y aplicativo que consiste en aplicar la Transformada

de Laplace en la resolucion de problemas de circuitos eléctricos.

c) Técnicas.

Lectura y analisis de definiciones, propiedades y teoremas de la Transformada de
Laplace y su inversa, ademés de los conceptos bésicos de circuitos eléctricos o redes,
utilizarlos en la investigacion, como materiales de consulta para la asimilacion y

aplicacion apropiada en la investigacion.
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d) Estrategias.

Revision bibliografica y basqueda en el internet informaciones necesarias para la

aplicacion en la investigacion.

3.1. Ubicacion Geografica del Estudio

Universidad Nacional del Altiplano — Puno.
Facultad de Ingenieria Civil y Arquitectura.
E.P: Ciencias Fisico- Matematicas

3.2. Periodo de Duracion del Estudio

Trimestres
Oct | Nov | Dic | Ene | Feb | Mar | Abr | May | Jun | Jul | Ago | Set | Oct | Nov | Dic

Actividad

Revision
bibliogréfica.
Redaccion de
proyecto

Presentacion
del proyecto

Revision y
aprobacién X | X
del proyecto

Ejecucion
del proyecto

Presentacion
de borrador X [ XX [ X|X [X
de tesis

Sustentacién
de tesis

3.3. Procedimiento.
El flujograma de procesos para la resolucion de problemas de circuitos eléctricos

mediante la Transformada de Laplace:
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Problemas de circuitos eléctricos

’

Ecuacién de leyes de Kirchhoff

’

Ecuaciones diferenciales

@

Transformada de Laplace

¢

Transformada inversa de Laplace

’

Solucion en funcién de tiempo

3.4. Variables
3.4.1. Variable Independiente (X)

Teoria de la Transformada de Laplace y conceptos basicos de circuitos eléctricos.

3.4.2. Variable Dependiente (Y)
Solucién de problemas de circuitos eléctricos de ecuaciones diferenciales lineales

de coeficientes contantes con condiciones iniciales

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad
Nacional del
Altiplano

TESIS UNA - PUNO

3.4.3. Cuadro de Operacionalizacion de Variables.

VARIABLES

DIMENSIONES

INDICADORES

Variable independiente (X)

] Teorfa de la Transformada

de Laplace y conceptos

Identifica teoremas de
Transformadas de
Laplace y sus inversas.

Analiza conceptos
bésicos de circuito

= Teorema de la transformada de

Laplace.

=  Teorema de derivada de

Laplace.

Variable dependiente (Y)

= Solucion de problemas de

circuitos  eléctricos  de
ecuaciones  diferenciales
lineales de coeficientes
constantes con condiciones

iniciales.

diferenciales lineales de
coeficientes constantes
con condiciones
iniciales.

Sistema de Ecuaciones
diferenciales lineales
con condiciones
iniciales.

bésicos de circuitos eléctricos. = Teoremade la transformada
eléctricos. inversa de Laplace
Ecuaciones = Solucién de la Ecuacion diferencial

que representa al circuito eléctrico,
problema de estudio, mediante
Transformadas de Laplace.

Solucidn del sistema de ecuaciones
diferenciales que representa al
circuito eléctrico, problema de
estudio, mediante Transformadas
de Laplace.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN
CIRCUITOS ELECTRICOS.

En las anteriores secciones se han estudiado conceptos teoricos referentes a la
Transformada de Laplace, sin embargo, nuestro objetivo fundamental, es tomar ésta teoria
y aplicarla en la resolucion de problemas de ingenieria de mas especificamente en el

analisis de circuitos eléctricos.

4.2. EL PARAMETRO RESISTIVO.
La Transformada de Laplace, en un circuito exclusivamente resistivo, no tiene

efecto sino en las funciones de voltaje y corriente:

v(t) = Ri(t)

Cuya Transformada es: V(s) = RI(s)

Estos resultados se pueden observar en el grafico N°12

i(t) R(Q) 1(s) R(Q)
A T’ A
n v(t) -4 N V(s) )

Grafico N° 12: Circuito Eléctrico de Transformada de pardmetro resistivo

4.3. EL PARAMETRO INDUCTIVO

Observe en el grafico N° 13. Y detalle que para una inductancia L en Henrios, que

posee una corriente inicial de i(0™) A en la direccion de la corriente i(t) , se transforma

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO Jis5 Nacional del
: Altiplano

en el dominio de S como una impedancia sL en omhios en serie con una fuente de voltaje

cuyo valor en s es Li(t) y que va en la direccion de la corriente I(s).

i’Q> L(h) F’ sL(h) /'-i\()*)
Lyoov() -0 O+ ve) -

Gréfico N° 13: Circuito Eléctrico de Transformada de pardmetro Inductivo

La ecuacion que describe el comportamiento del inductor en el dominio del tiempo es:

di(t)

v(t) =L T

Cuya respectiva transformada es: V(s) = sLI(s) — Li(0%)
4.4. PARAMETRO CAPACITIVO

En el gréfico N° 14, se observa en esta seccion muestra una capacitancia de C faradios
en el dominio del tiempo; en el dominio de S, ésta se transforma en una impedancia y una
fuente de voltaje en serie oponiéndose a la corriente i(t), cuyos valores se observan también

en siguiente gréafico.

1 v(0")
i(t) o(F 1(s) S 2
\(\ ) A |_>5 an
i | &,
Loov() ] N 0) -
i o VO
0
4 v(t) _

Grafico N° 14: Circuito eléctrico de transformada de parametro capacitivo

En el dominio del tiempo se tiene:
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v(t) = % f i(t)dt (@)

Transformamos esta ecuacion («) y obtenemos:

V) = = 15) + 28

Como segunda instancia, se aprenderan a resolver circuitos que contengan los anteriores

parametros, e involucren corrientes, voltajes y condiciones iniciales:

45. CIRCUITOS ELECTRICOS RLC EN SERIE CON CONDICIONES
INICIALES
Considere el circuito del grafico, donde la corriente inicial del inductor es i(0")

amperes, y el voltaje inicial en ele condensador es v,(0*) voltios, con la polaridad

indicada.
I R  L(h) cE
VWA
v (1)
+ v(t) -0

Gréafico N° 15: Circuito Eléctrico RLC en Serie

Si aplicamos la Ley de voltaje de Kirchhoff (LVK), obtenemos la ecuacion integro-
diferencial.

dit)

Ri(t) + L= >+

J' (t)dt =V (t)
Aplicando la Transformada de Laplace se obtiene:

RI(s) +sLI(s) — L|(O*)+ I(t)+ ( ) =V (s)

Realizado las operaciones algebraicas se obtiene
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I(s) = ;1 V(s)+ Li(o+)—@

R+sL+—
sC

El primer factor de esta ecuacion corresponde a la funcion del sistema, mientras que el
segundo factor corresponde a la funcién de excitacion.

De acuerdo a lo anterior, el primer factor puede ser expresado de la siguiente forma:

z(s)=| —1t

R+sL+—

Y dada la relacion entre admitancia e impedancia: z(s) = [%}
S

Podemos deducir que: z(s) = R +sL + % ()
S

2
Ahora, dejamos todo en una sola fraccién: z(s) = S L€ FSRE+1 (5

sC

Si detallamos la Gltima ecuacion escrita, y la relacionamos con la ecuacion donde esta

despejada 1(s), veremos que los ceros de Z(s) son los que en Gltimas determinan el

comportamiento del circuito.
Lo anterior, escrito en una ecuacion seria:

+Rsy 1 g
L LC

Después de tener en cuenta todas estas consideraciones, lo Unico que resta es
encontrar la respuesta en el dominio del tiempo; sin embargo, no se puede generalizar
una respuesta debido a que, dependiendo de las funciones de excitacion y de las
condiciones iniciales, la respuesta en el tiempo cambia. Lo que haremos entonces es

plantear la ecuacion de transformada inversa de Laplace:

60
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V (s) + Li(0+)—V°(SO+)

i(t)y=(*{I(s)} = 0

4.6. CIRCUITOS RLC PARALELO CON CONDICIONES INICIALES.
La fuente de corriente i(t) del gréfico, es la que excita el circuito. El inductor lleva
una corriente inicial i,(0%). En la misma direccion de i,(t). El voltaje inicial del

condensador es v,(0%) con la polaridad opuesto al sentido de la corriente i5(t).

* l i (t) i X0) l iy ()
+

i(t)(D v(t) §G s L(h) g cA)—— V.(t)

Grafico N° 16: Circuitos Eléctricos RLC en Paralelo

Aplicando la Ley del capacitor de Kirchhoff (LCK):

(@) = iy (8) +i(6) + i3(t)

Hallamos el equivalente de cada una de estas corrientes, para el caso del resistor en

siemens:
I (t) =Gv(D)
, _ _ 1
Para el inductor: i, (t) = EIV(t) dt
Y para el condensador: i,(t)=C d\éit)

Reemplazamos estas tres expresiones en la primera ecuacion:

i 1 dv(t
i(t) ZGV(t)+EIv(t)dt+C \(/j(t)
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Aplicando Transformada de Laplace, y el resultado es:
1 i,(0%) )
1(s) = GV(s)+EV (s)+3T+sCV (s)—cv(0Y)

Arreglando esta ecuacion, de tal forma que se pueda ver de forma mas clara:

i,(0"
V) =| —— [I (s)+Cv(O*)—Q}
G+SC+— S

sL
El primer factor de esta ecuacion corresponde a la funcién del sistema, mientras que el
segundo factor corresponde a la funcion de excitacion, de acuerdo a lo anterior, el primer

factor es una impedancia que puede ser expresada de la siguiente forma:

2(s) = ————— ()

G+sC+—
sL

O una admitancia cuyo valor es: Y(s) = ZL —G+sC+ 1
s

sL

En Siemens los polos de Z(s) o los ceros de Y(s), determinan el comportamiento

transitorio de la funcion respuesta V (s) .

La funcion respuesta en el dominio del tiempo es:

s)+cvo) -2 (?)
Y(s)

v(t) =V (s)} =0
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a) Aplicaciones de la Transformada de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes.

1. Un circuito RLC conectado en serie tiene una fuente de voltaje dada por
E(t) =50 voltios, un resistor de 2 Q, un inductor de 1 Hy un capacitor de 0.5 F
las condiciones iniciales con el circuito abierto son g(0) =0 y i(0) = 0, determinar

la corriente en el circuito para t>0.

RESOLUCION

Sea i (t): la corriente que circula en el circuito RLC en cualquier momento t.

Datos del problema: W
E(t) =50 v Voltios.
> |+
R=20 i@ it) L=1}—§
LTJ’ -
L=1H
— -+
C=05F 1
C=05F

Gréafico N° 17: Circuitos Eléctricos RLC en serie

Condiciones iniciales son i(0)=0 e q(0)=0

De acuerdo a la Ley de Ohm. Para el circuito eléctrico RLC se tiene:

02 0 10
RiM)+L= P+ =d® =E®) (1.1)
Sabemos que: q(t) = [ictydt (1.2)

Remplazando (1.2) en (1.1) se tiene:

R i(t)+L%+éj.i(t)dt= E(t) (1.3)
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Remplazando los valores R, L, C y E(t) en (1.3), se tiene:
) dit) 1 .
2i(t)+1—=+—|i(t)dt =50 1.4
i) +1= 4+ =i (1.4)
Aplicando la transformada de Laplace en (1.4)

2€{|(t)}+({d:j(tt)}+Ef“i(t)dt} ~500{1} (1.5)

Aplicando la transformada de la derivada, la integral de Laplace y condiciones iniciales

en (1.5)

. . . 1. 1
Zf{l(t)}+[sﬁ{|(t)}—|(0)]+ﬁf{|(t)}+ﬁq(0) ==

K{i(t)}(s+2+g) _50
s s

f{ (t)}(s +2$+2) 5_30

Despejando ({i(t)} se tiene:

o{i(e)} _—0 (1.6)

s+ 2s+2

Luego aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuacion (1.6) se tiene:

() 1 L =500 #
el = {sz+25+2}_50€ {(S+1)2+1}

i(t) =50e 'sent (1.7)

Finalmente la ecuacién (1.7) es la solucién del circuito RLC
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2. Uncircuito RLC conectado en serie tiene una fuente de voltaje dada por

E(t) = 100sen3t Voltios, un resistor de 1642, un inductor de 2H y un capacitor de
0.02F; si la corriente y la circuito y la carga iniciales en el capacitor son iguales a cero,

determinar la corriente en el circuito para t > 0.

SOLUCION
Sea i, (t): la corriente que circula en el circuito RLC en cualquier momento t.

Datos del problema: R=16 Q

E(t) =100sen3t Voltios.

+
R=16 Q2 E® ”\) i(t) L=2»—§
L=2H
-
C=002F ||
C=0.02F

Gréfico N° 18: Circuitos Eléctricos RLC en serie

Condiciones iniciales son i(0)=0 e i '(0)=0
De acuerdo a la Ley de Kirchhoff.

Para el circuito de la izquierda, se tiene:

L) | pdi®) 1, dEQ

dt? dt C dt

dzi(t)+5di(t)+ii(t)=ldE(t) (2.1)
dt?> L dt LC L dt

Remplazando los valores R, L, C y E(t) en(2.1), se tiene:

2. -
d |(2t)+§ dl(t)+ 1 i(t)zld(loosenSt)
dt 2 dt  2(0.02) 2 dt
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Aplicando la transformada de Laplace en (2.2)

dZi(t di(t :
ﬁ{ d't(z)}+8€{%}+25£{l(t)} =150({cos3t}

(2.3)
Aplicando la transformada de las derivadas y condiciones iniciales en (2.3)
s?{i(t)} —si(0)—i'(0) +8[ sc{i(t)} —i(0) |+ 25¢{i(t)} =150¢{cos3t}
s?0{i(t)} +8sc{i(t)} +25¢{i(t)} =150({cos3t}

150s

0{i(t)} (s* +8s+25) = 79

. 150s
O = o 185 1 25) (2:4)

Luego aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuacion (2.4) se tiene:

()¢ e 150s
f {ﬁ{ll(t)}}_ﬁ {(52+9)(52+83+25)} 29

Por fracciones parciales

150s _As+B N Cs+D  (As+B)(s”+8s+25)+(Cs+D)(s*+9)
(s> +9)(s*+8s+25) s°+9 s*+8s+25 (s* +9)(s* +8s+25)
150s = As*+8As? + 25As + Bs® + 8Bs + 25B + Cs®++9Cs + Ds? + 9D (2.6)

Formando sistema de ecuaciones de (2.6):

A+C=0
8A+B+D=0
25A+8B+9C =150
25B+9D =0

(2.7)

Resolviendo la ecuacion (2.7) se tiene:
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O S P =S
(s +9)(s” +8s+25) S°+9 s°+8s+25

25 75 -25 625 25 75 25 625

—S+— —S+—— ——S+— ——S+——

i(t)Zﬁ_l 9 . 6 + 92 18 =f_1 9 . 6 —f_l 9 18

s°+9 $°+8s+25 s°+9 s?+8s+25

it) =22 E L 75,1 21 25, s 625, 2 1
9 s°+9) 6 s°+9) 9 s°+8s+25) 18 s? +8s+25

o5 75 S 625
|(t)——c08(3t) —sen(3t)—3 {(s+4)2+9} {s+4) +9}

il(t):§C°5(3t)+ﬁsen(3t)_§€—1 S+42—4 6251,
9 6 9 (s+4)"+9] 18 3 (s+4) +9

i (t) = 25 cos(3t) + Esen(3t) 5 ' cos3t + 100 e *'sen3t — 625 e*'sen3t (2.8)
9 6 9 27 54

Finalmente la ecuacién (2.8) es la solucién del circuito RLC

b) Aplicaciones de la Transformada de Laplace para resolver sistema de

ecuaciones diferencias lineales con coeficientes constantes.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales son aquellos que contiene méas de una funcion
incognita. Estos aparecen de modo natural en diversidad de problemas; por ejemplo,

consideran circuitos eléctricos con mas de una malla circuito, como se muestra en el

grafico N° 19.
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Grafico N° 0 19: Sistema de Circuitos Eléctricos

En el grafico N° 19,i,(t) es la corriente que atraviesa el conductor en la direccion
indicada e i,(t) es la que atraviesa la resistencia R . Obsérvese que la corriente que pasa

por la resistencia R es i (t) =i, (t) —i,(t) en la direccion indicada en el grafico.

De acuerdo a la Ley de Kirchhoff.
Para el circuito de la izquierda, se tiene:

d'd(t) LR, () = E(t) (@)

Para el circuito de la derecha, se tiene:

R0}
dt

+i,(t)—i(t)=0 (B)

Como las corrientes en el circuito estan relacionadas, las ecuaciones (@) y () formas un
sistema de ecuaciones diferenciales, esto es, si se requiere determinar la intensidad de

corriente a través del circuito eléctrico se debe determinar las funciones i, (t) e i, (t) que

satisface simultaneamente el sistema.

d'd(t) +R(, ) = E(t)

)

RC it +|2(t) L (t)=0

68
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3. Determinar la intensidad de corriente en cada uno de los circuitos de la red

eléctrica descrita por sistema:

() i:(t)

T
R=50 Q§ C=10"F

=60v
¥ at:
"

E(t)

Grafico N° 20: Circuito Eléctrico con mallas

Supongamos que, en el instante en el cual se conecta la bateria (t =0), no hay corriente

fluyendo por la red.

RESOLUCION

Recuerde gue el sistema es:

dt

+i,(1) i (1) =0

+Ri, (t) = E(t)
(3.1)

dt
Remplazando losvaloresde L=1H, R=50Q,C =10" F y E=60 v, ademas, como

inicialmente no hay corriente fluyendo por la red, entonces las condiciones iniciales son

L(0)=0 e i,(0)=0.
Remplazando estos valores en (3.1) se obtiene el siguiente problema de valores iniciales:

dit) ..
B 50i (1) =60

. (3.2)
50107 % +i,(t)—i,(t) =0
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Coni, (0)=0e i,(0)=0

Aplicando la transformada de Laplace en (3.2) se obtiene:

( {M} +500{i,(t)} =60/{1}
dt
. (3.3)
50x10-4e{$}+ 0{i, ()} - ¢ {iy ()} = £{0}

Aplicando la transformada de Laplace y las condiciones iniciales en (3.3), se obtiene:

st{i,(0) ~i0) +50¢ [, 0} =

1 (3.4)
200 st {i, (1)} —i,(0) |+ ¢{i,(t)} —¢{i,()} =0
Aplicando las condiciones iniciales en (3.4) y simplificando se obtiene:
: . 60
sC{i, (t)} +50({i,(t)} = (3.5)

— 2000 {i,(t)} +(s +200) ({i, (t)} = 0

Resolviendo la ecuacion (3.5) del sistema por el método de Cramer para ﬁ{il(t)}se tiene:

60

— 50
S 60s +12000
. 0 s+200 60s +12000
o{iy (b)) = = S = 3.6
() S 50 s?+200s+10000  s(s+100)* (36)
—-200 s+200

Aplicando la transformada inversa de Laplace en (3.6) se obtiene:

1 . — 1 M
iy =1 {s(s+100)2}
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0= { ] D

Aplicando fracciones parciales en (3.7)

6Os+12000_é+ B . C  A(s+100)*+Bs(s+100)+Cs
s(s+100)> s s+100 (s+100)° s(s +100)?

60s +12000 = As® + 200As +10000A + Bs* +100Bs + Cs

Formando sistema de ecuaciones
A+B=0
200A+100B+ C =60,
10000A =12000

Resolviendo el sistema, los valores son:
Azl B8y c-e0
5 5

Remplazando los valores de A, B y C en la ecuacion (3.7) se tiene:

)= 60s+12000| _ . [A B~ C
! s(s+100)° s s+100 (s+100)2

L= 6/5 6/5 60
' s s+100 (s+100)

il(t)=§f-l{1}_§f—l{ L }—606‘1{—1 2}
5 s] 5 s+100 (s+100)

i, (t) = gt - g e % —60te ™™ (3.8)

Luego la solucion dei,(t) es la ecuacion (3.8).

Resolviendo la ecuacidn (3.5) del sistema por el método de Cramer para ( {iz(t)} se tiene:
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60
S -
S 12000
) -200 O 12000
0{i, () = = S =
0] 50 s*+200s+10000 s(s+100)
—200 s+200 (3.9)
Aplicando la transformada inversa de Laplace en (3.9) se obtiene:
. 12000
i,V =0t ——
RO} {s(s+100)2}
. 12000
()= —s 3.10
) {s(s+100)2} (3.10)

Aplicando fracciones parciales en (3.10) se tiene:

12000 A B C  A(s+100)*+Bs(s+100)+Cs

et AN + =
s(s+100)> s s+100 (s+100)° s(s +100)?

12000 = As® +200As +10000A + Bs* +100Bs +Cs

Formando sistema de ecuaciones
A+B=0

200A+100B+ C =0
10000A =12000

Resolviendo el sistema, los valores son:

A=8 B-_8 y c-a
5 5

Luego remplazando los valores de A, B y C en la ecuacion (3.10) se tiene:

0= 60s+12000| _ ,JA B C
? s(s+100)? s s+100 (s+100)2

i(t)—£‘1{6/5 6/5 120 }
(1) = _

s s+100 (5+100)
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LM)=20 {1}—96‘1{ : }—1206‘1 {%}
5 s] 5 s+100 (s+100)
H 6 6 —100t -100t
(1) =g t-ge ™™ ~120t (3.11)

Luego la solucion dei, (t) es la ecuacion (3.11).

Finalmente de ecuacion la (3.8) y (3.11) es la solucion del sistema del circuito eléctrico

en funcion del tiempo.

H 6 6 —100t —100t
i(t)==t- —60te
()=pt-ce

: 6. 6 o loot ~100t
L({t)==t— —-120te
() =t-ce

4. Determinar la intensidad de corriente en cada uno de los circuitos de la red

eléctrica descrita por sistema:

L=2H C=8x10°F

A [
1=

i, (1)

+ :
E(t)@@v. R <5 lei ) i, (t) %2:250

Grafico N° 21: Circuito Eléctrico con mallas

Supongamos que, en el instante en el cual se conecta la bateria (t =0), no hay corriente
fluyendo por la red

Resolucion

Recuerde que el sistema es:
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dl (t)+R1[(I (t)—1i, (t)] E(t)

R d (t) dlz(t)

+[R, +R ] 2(t) 0

Remplazando L=2H, R =50Q, R,=25Q,C=8x10°F y E=100v, ademas,
como inicialmente no hay corriente fluyendo por la red, entonces las condiciones iniciales
son i,(0)=0e i,(0)=0.

Remplazando estos valores en el sistema y simplificando se obtiene el siguiente problema

de valores iniciales:

O o5 (1y- 251, (1) =50
’ a 4.1)
2 Il(t)_3 dlz(t)_S |2(t):0
dt dt

Con i;(0)=0 e i,(0)=0
Aplicando la transformada de Laplace, la derivada de transformada y las condiciones

iniciales en (4.1), se obtiene:

(s+25)({i, (1)} - 25¢{i, (1)} ==

4.2)
2s ({i,(t)} —(3s+5)({i,(t)} =0
Resolviendo el sistema por el método de Cramer se tiene:
s-25 =25
=—(3s* +30s +125)
2s —-3s-5
Por tanto:
EL
S
. 0 -3s-5 150s + 250
g{ll(t)} = 2 = 2 (4.3)
—(3s°+30s+125) s(3s°+30s+125)
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S+25 =0
S
) 2s 0 100
E{IZ (t)} = 2 = a2 (4.4)
—(3s°+30s+125) (3s“+30s+125)
Luego aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuacion (4.3) se tiene:
et B (2] ] _terso )
s(3s” +30s +125) S 3s°+30s+125
. 2 —6s5+90
()=t = b+ 0 4.5
() {s} {3sz+303+125} (4.9)
—6s5+90 -25+30 5 (s+5)+40 N 40
2
37 +305+125 s +10$+12—5 (5452 +20  (s45) +20
3 3 3
_ (s+5)+40 N 40
2
(s+5)? +(5\/_} (s+5)2+(5\3/§]
56
. 2—6?,?0+90125=_2 (s+5)+40 NG 3 (4.6)
s +30s+
(s+5)° J{S\/_J (s+5)° J{S\/_j
Luego remplazando la ecuacion (4.6) en (4.5) se tiene:
56
il(t):ﬂ‘l{g}ﬂ"l S Ch ) SN 3 .
S 5.6 5.6
(s+5)° +| —— (s+5)°+| ——
3 3
i,(t)=2-2e cos(g J6t) + 466 sen(g J6t) 4.7

Luego aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuacion (4.4) se tiene:

75
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56
Kl{f{iz(t)}}zﬁl{ 35° égo 125 }:Kl %\/6 ° 2
R I NN Y
5
56
=020 3 . :gﬁe‘s‘sen(gﬁt)
(s+5)2+(2\/€)
5.~ 5
'2(t):§\/€e Sen(g\/gt) (4.8)

Finalmente de la ecuacion (4.8) y (4.8) es la solucion del sistema del circuito eléctrico en

funcién del tiempo.

L (t)=2-2¢" cos(g J6t) + 4/6e™ sen(g J6t)

i, (t) = gx/ée“ sen(g J6t)
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

Al terminar el trabajo de investigacion, se llego a las siguientes conclusiones:

= Para aplicar la Transformada de Laplace en la resolucion de problemas de circuitos
eléctricos de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes con
condiciones iniciales mediante la transformada de Laplace se utiliz6 principalmente
criterios de las leyes de Kirchhoff, el Teorema 2.2.11.4, las propiedades de
transformada y la transformada inversas de Laplace, ademas siguiendo el flujograma
de procesos para la resolucién de problemas de circuitos eléctricos mediante la
Transformada de Laplace

= El andlisis de la teoria de Transformada de Laplace y sus inversas, facilitan en la
resolucion de problemas de circuitos eléctricos con condiciones iniciales en sistema

de ecuaciones diferenciales lineales.

= Se ha analizado los conceptos basicos de circuitos eléctricos como los criterios de
Kirchhoff, para la Transformada de Laplace en circuito eléctrico RLC en Serie y
circuito eléctrico en RLC en Paralelo.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L5T Nacional del
Altiplano

CAPITULO VI

RECOMENDACIONES:

=  Se recomienda tener en cuenta la teoria de la Trasformada de Laplace y su inversa
para trabajos de investigacion en el area de ingenieria quimica en el tema de

modelamiento para problemas mezcla de salmueras de dos o mas tanques.

=  Se recomienda utilizar la teoria de la Trasformada de Laplace y su inversa en los
préximos trabajos de investigacion en el area de economia y biologia, para que pueda

ver el modelamiento en temas especificos en dichas areas.
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ANEXOS
(a) Tabla de Transformadas de Laplace de Funciones Bésicas.

Funcion f(t) Transformada Observaciones
f (1) £{f(t)=F(s)=[ e f(t)dt
1 1/s s>0
t 1/s? s>0
t",conn=1,2,3,... [nYs"? s>0
et 1(s—-a) s>a
(e —€")/(a-b) 1/(s—a)(s—h) (a=h)
(ae™ —be™)/(a=b) |s/(s—a)(s—h) (a=h)
sen ot o/(s? +@?) $>0
coswt s/(s% + w? $s>0
senhwt a)/(s2 —a)z) s> |a)|
coshwt s/(s? - ?) s>
e sen ot o/|s-af +v?| s>a
e cosmt (s—a)/[(s—a)2 +a)2J s>a
te® 1/(s-a) s>a
t'e” nY/(s—a)", n=12,.. s>a
tsenwt zws/(52+a)2)2 s>0
tcoswt (s~ 0?)/(s? + 0?f $>0
(1-cosat)/ o’ 1/(s* + @) s>0
y'(t) sY —y(0) Y =2{y(t)}
y"(t) s°Y —sy(0) - y'(0) Y =2{y(t))
n=123,...
y"(t) s"Y —s"*y(0) —---— y"¥(0) Y =Liy(t)
e f(t) F(s—a) s>a
t"f(t) (=)" f M(s) n=123,...
t F5)-<110)
jo f (u)g(t —u)du F(s)-G(s) 6(s)- 2{g ()}
.Lt f (u)du F(s)/s F(s)=£{y(t)}
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