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RESUMEN

Este trabajo de investigacion fue motivado con la idea de presentar una demostracién mas
detallada y comprensible del teorema de la Categoria de Baire y mostrar sus aplicaciones.
Primeramente demostraremos el Teorema de la Categoria de Baire, el cual afirma que el
complemento de cualquier unién numerable de subconjuntos nada densos de un espacio
métrico completo X, es denso en X. Este teorema implica, en particular, que un espacio
métrico completo no puede ser dado como una unién numerable de conjuntos nada den-
sos. En otras palabras, si en un espacio métrico completo es igual a la unién numerable
de conjuntos, entonces no todos aquellos conjuntos pueden ser nada densos, esto es, al
menos uno de ellos tiene clausura con su interior distinto del vacio. Como una primera
aplicacion del Teorema de la Categoria de Baire, consideramos el Teorema de Banach-
Steinhaus, también llamado el Principio de la Acotacién Uniforme por obvias razones.
Otra aplicacidn del Principio de la Acotacion Uniforme, por consiguiente una aplicacion
del Teorema de la Categoria de Baire, es el estudio de la continuidad conjunta de las
aplicaciones bilineales. Seguidamente pasamos a considerar el Teorema de la Aplicacién
Abierta como una consecuencia del Teorema de la Categoria de Baire. Como un corolario
del Teorema de la Aplicacion Abierta tenemos el Teorema de la Aplicacién Inversa, el
cual afirma que cualquier aplicacién lineal acotada y biyectiva entre espacio de Banach
tiene inversa acotada. Finalmente, probamos el Teorema del Grafico Cerrado como una
consecuencia del Teorema de la Categoria de Baire. Todos estos resultados desarrollan
un papel importante en el estudio de los espacios de Banach. Finalizamos el trabajo de

investigacion considerando algunos ejemplos y consecuencias de los resultados tratados.

Palabras Clave: Baire, Banach-Steinhaus, Nada-denso, Abierto, Cerrado.
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ABSTRACT

This research work was motivated with the idea of presenting a more detailed and un-
derstandable demonstration of the Baire Category Theorem, we will first demonstrate the
Baire Category Theorem, which states that the complement of any countable union of
non-dense subsets of a complete metric space X is dense in X.

This theorem implies, in particular, that a complete metric space can not be given as a
denumerable union of non-dense sets. In other words, if in a complete metric space it is
equal to the numerable union of sets, then not all those sets can be dense, that is, at least
one of them has a closure with its interior different from the emptyset.

As a first application of Baire’s Category Theorem, we consider the Banach-Steinhaus
Theorem, also called the Principle of Uniform Dimension for obvious reasons.

Another application of the Principle of Uniform Dimension, consequently an application
of Baire’s Category Theorem, is the study of the joint continuity of bilinear applications.
Next we turn to consider the Open Application Theorem as a consequence of Baire’s Ca-
tegory Theorem.

As a corollary of the Open Application Theorem we have the Reverse Application Theo-
rem, which states that any bounded and bijective linear application between Banach space
has a bounded inverse. Finally, we tested the Closed Graph Theorem as a consequence of
the Baire Category Theorem.

All these results play an important role in the study of Banach spaces.

We finish the research work considering some examples and consequences of the results.

Key Words: Baire, Banach-Steinhaus, nowhere dense, open, closed.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

Presentamos el Teorema de la Categoria de Baire que es una herramienta fundamental en
el andlisis funcional. Empez6 a usarse los llamados métodos de categoria, que permitian
discernir de forma provechosa entre subconjuntos grandes y pequefios de un espacio to-
polégico. Dos afios después, R. Baire observa que el mismo resultado es cierto en R" y
lo aprovecha en su estudio de las funciones que se obtienen como limites puntuales de
sucesiones de funciones continuas (llamadas funciones de la primera clase de Baire). Una
caracterizacion de las propiedades de continuidad que tienen tales funciones se conoce
como el Gran Teorema de Baire y los métodos de categoria juegan un papel clave en su
demostracion. S. Banach observé que el mencionado resultado de Osgood y Baire no sélo
es cierto en R” sino también, con la misma demostracion de Baire, en cualquier espacio
métrico completo y en cualquier espacio topoldgico localmente compacto, dando asi for-
ma definitiva a lo que hoy dia conocemos como Teorema de Baire, o con mds propiedad,
Teorema de la Categoria de Baire. Al mismo tiempo, Banach observé que usando este
lema se podian simplificar y clarificar enormemente los resultados basados en el método
de condensacién de singularidades, dejando asi establecida la utilidad de los métodos de
categoria en el Anélisis Funcional. En particular dio una demostracién muy sencilla de un
teorema probado previamente por H. Steinhaus, llamado Teorema de cierre de Steinhaus,
que desde entonces ha quedado como una ficil consecuencia del Teorema de Banach-

Steinhaus.
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1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Las aplicaciones clasicas del Teorema de Categoria de Baire sustentan la idea de que
dicho teorema es uno de los tantos resultados importantes en matematicas. Que ello sea
verdad no afiade nada nuevo, sin embargo, dicho resultado va mas alla del simple hecho de
considerarlo como un teorema importante. Aunque su demostracion es simple es amplio
su campo de aplicaciones. Por ejemplo, su drea de influencia en la demostracién de un
nimero significativo de resultados importantes e interesantes se hace notar en el Anélisis
Real, en Topologia, en Ecuaciones Diferenciales, en la Teoria de Numeros, en el Anélisis
Convexo, en Probabilidades, en Andlisis Armonico y principalmente en el Andlisis Fun-
cional. Constituye, de hecho, un método poderoso para probar, no sélo la existencia de
ciertos objetos cuyas construcciones son, en muchas casos, tremendamente dificiles, sino

la abundancia de tales objetos.

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

En la matemética actual, las soluciones de un problema de Cauchy son a menudo obtenido
por medio de la aplicacién de varios teoremas. Comparado con estas otras técnicas para
probar la existencia o solucién de dichos problemas, el teorema de la Categoria de Baire
llega a una conclusién mucho maés sélida: el conjunto de soluciones no solo es no vacio,

sino que también es denso en todas partes.

1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

El Teorema de la Categoria de Baire
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1.4. JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

El presente trabajo se basa en la prueba del Teorema de la Categoria de Baire, la finalidad
es presentar la importancia que posee uno de los resultados mas significativos estudiados
por R. Baire, asi como la importancia que pueden llegar a tener las numerosas aplicacio-
nes de sus propiedades en distintas dreas de la matematica como por ejemplo el Anélisis
Funcional. Ente las aplicaciones que se estudiaran figuran los resultados fundamentales
del Anilisis Funcional: el Teorema de la Acotacién Uniforme, el Teorema de la Aplica-

cion Abierta y el Teorema del Gréfico Cerrado.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Objetivo General

Demostrar y aplicar el Teorema de la Categoria de Baire.

Objetivos Especificos

1. Usar el Teorema de la Categoria de Baire para probar el Principio de la Acotacion

Uniforme.

2. Usar el Teorema de la Categoria de Baire para probar el Teorema de la Aplicacién

Abierta, el Teorema de la Aplicacion Inversa y el Teorema del Gréfico Cerrado.
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CAPITULO 11

REVISION DE LITERATURA

En este capitulo presentaremos un resumen de los resultados basicos necesarios para el
desarrollo de los capitulos siguientes, abordaremos algunos conceptos a cerca de espacios
métricos, sucesion de Cauchy, espacios métricos completos, aplicaciones continuas, es-
pacios de Banach, operadores lineales acotadoss, diferenciabilidad, punto fijo de Banach,
contraccién. Tales conceptos son imprescindibles para el entendimiento de la demostra-

cién de los resultados que son consecuencia del Teorema de la Categoria de Baire.

2.1. ESPACIOS METRICOS

Definicion 2.1.1 (Espacio Métrico). Un espacio métrico es un par (X,d), donde X es un

conjunto no vacio y d es una métrica sobre X, es decir, una funcién definida por:

dXxX—R

(%,y) — d(x,y)
tal que para todo x,y,z € X, tenemos:
(M1) d(x,y) =0
M2) d(x,y) =0<=x=y
(M3) d(x,y) =d(y,x)

(M4) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)
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De (M4) obtenemos por induccion la generalizacion de la desigualdad triangular
d(x1,x,) <d(x1,x2) +d(x2,x3)+ - +d(xp—1%) (2.1)

Un subespacio (Y,d) de (X,d) se obtiene si tomamos un subconjunto Y C X y restringi-

mos d aY x Y, asi la métrica sobre Y es la restriccion:
d=dlyxy
d es llamada métrica inducida sobre ¥ por d.

Ejemplo 2.1.1.1 (El espacio Euclideano R"). El espacio métrico R", es obtenido to-

mando el conjunto de todas las n — uplas ordenadas de nimeros reales,

x=(~§1,"'771n) y:(nlv"'vnn)

y la métrica Euclideana, definida por:

d(ry) = /& — M+ () 22)

Ejemplo 2.1.1.2 (Espacio Métrico Discreto). Tomamos cualquier conjunto X y sobre el

la llamada métrica discreta para X, definida por:

d(x,y) =0, x=y
2.3)

dlx,y) =1, x#y

El espacio (X,d) es llamado un espacio métrico discreto.

Ejemplo 2.1.1.3 (Espacio [”). Sea p > 1 una nimero real fijo. Por definicién cada ele-
mento en el espacio [ es una sucesion x = (5 j) = (&1,&,--+) de ndmeros reales tal que,

la serie:

21}5,11’ < oo (2.4)
=

15
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y la métrica es definida por:

oo 1/p
d(x,y) = (Z Iéj—nj}p> (2.5)

donde y = (1;) y }_[m;|" < o=.

Entonces [ es un espacio métrico.

Definicién 2.1.2 (Desigualdad de Holder). Seanx= (;) €’ yy=(7;) €1, entonces:

oo o p s 1/q
Zl &m;| < (Z !§k|p> (Z \nmlq> (2.6)
j= 1

k= m=1

1 1
dondep>1ly—+-=1.
P q

En particular, si p = 2, entonces ¢ = 2 y la desigualdad (2.6) nos da la Desigualdad de

Cauchy-Schwarz para sumas:

Y émil < \/Z SRV LMk @2.7)
J=1 k=1 m=1

Definicién 2.1.3 (Desigualdad de Minkowski). Consideramos x = (5 j) ellyy= (n j) €

/4, entonces:

oo 1/p . 1/p - 1/p
(Z \€j+m|p) < (Z \@I”) + (Z !M”) 2.8)

j=1 k=1 m=1

2.2. CONJUNTO ABIERTO, CONJUNTO CERRADO Y VECINDAD

Consideremos algunos importantes subconjuntos de un espacio métrico X = (X,d).

Definicion 2.2.1 (Bolas y Esfera). Dado un punto x, € X y un nimero real r > 0, defi-

nimos tres tipos de conjuntos:

(@) B(xop,r) ={x € X|d(x,xp) < r} (bola abierta)

16
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(b) B(x,,r) ={x € X|d(x,x0) < r} (bola cerrada)
(c) S(xo,r) ={x € X|d(x,xp) =r} (esfera)
donde xg es el centro y r el radio.

De la Definicién 2.2.1 se sigue:

S(x0,7) = B(xo,7) — B(xo,7) (2.9)

Definicion 2.2.2 (Conjunto abierto, Conjunto Cerrado). Un subconjunto M de un es-
pacio métrico X es llamado abierto si contiene una bola abierta alrededor de cada uno de
sus puntos.

Un subconjunto K de X es llamado cerrado si su complemento (en X) es abierto, es decir,

K€ =X — K es abierto.
Una bola abierta B(xg, €) de radio € es llamado una g-vecindad de xo

Definicién 2.2.3 (Vecindad). Una vecindad de un punto xo € X, es cualquier conjunto

abierto que lo contenga.
El conjunto de todos los puntos interiores de M es denotado por Int(M)

Definicion 2.2.4 (Espacio Topologico). Un espacio topoldgico es un par (X,.7 ) forma-
do por un conjunto X y una topologia .7 sobre X, donde .7 es una coleccién de subcon-

juntos de X tal que .7 satisface:
(T 0e 7,Xe 7.
(T2) La uni6n arbitraria de miembros de .7 pertenece a .7

(T3) La interseccion finita de miembros de .7 pertenece a .7
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De esta definicién tenemos que:
Todo espacio métrico es un espacio topoldgico, donde la topologia .7 estd constituida por

los conjuntos abiertos del espacio métrico.

Definicién 2.2.5 (Aplicaciones Continuas). Sean (X,d)y (Y,d) espacios métricos. Una
aplicacion 7' : X — Y es llamada continua en un punto xy € X, si para todo € > 0 existe

un 0 > 0 tal que para todo x € X.
d(x,x0) <8 = d(Tx,Txg) < €
Diremos que T es continua si es continua para todo punto de X.

Teorema 2.2.6 (Aplicacion Continua). Sean X y Y espacios métricos. La aplicacion
T : X — Y es continua si, y solamente si, la imagen inversa de cualquier subconjunto

abierto de Y es un subconjunto abierto de X.
Prueba.

(=) Supongamos que T es continua. Sea § C Y abierto y Sp la imagen inversa de S.
Si Sy # . Para cualquier xo € Sp sea yg = Txp. Puesto que S es abierto, entonces
existe una €-vecindad N de yg
Como T es continua, xo tiene una 0 vecindad Ny que es aplicado en N. Ya que

N C S, tenemos Ny C Sy asi que S es abierto porque xg € So fue arbitrario.

(<) Reciprocamente, asumimos que la imagen inversa de todo conjunto abierto en Y
es un abierto en X. Entonces para cada xo € X y cualquier €-vecindad N de Tx,
la imagen inversa Ny de N es abierta, ya que N es abierto, y Ny contiene xq. Por
tanto Ny también contiene una J-vecindad de xy que es contenido en N porque Ny
es aplicado en N. Consecuentemente, por definicién, 7 es continua en xy. Como

xo € X fue elegido arbitrariamente, 7" es continua.

18
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Definicién 2.2.7 (Clausura). Sea M un subconjunto de un espacio métrico X. Entonces
el punto xg de X (que puede o no ser un punto de M) es llamado punto de acumulacion de
M, si toda vecindad de x( contiene al menos un punto y € M distinto de xg.

El conjunto formado por todos los puntos de M y los puntos de acumulaciéon de M es

llamado clausura de M y es denotado por M.

Definicion 2.2.8 (Conjunto Denso). Un subconjunto M de un espacio métrico X es lla-
mado denso en X si

M=X

Definicion 2.2.9 (Espacio Separable). El espacio métrico X es llamado separable si

tiene un subconjunto numerable que es denso en X.

Por tanto si M es denso en X, entonces cada bola en X, no importando que tan pequefia

sea, contendrd puntos de M.

2.3. CONVERGENCIA, SUCESION DE CAUCHY, COMPLETITUD

Definicién 2.3.1 (Convergencia). Una sucesion (x,) en un espacio métrico X = (X,d)

es llamada convergente si existe un x € X tal que

lim d(x,,x) =0

n—soo

el punto x es llamado el limite de (x,) y es denotado por:

limx,=x 6 x, —x
n—oo

Por lo tanto si x,, — x, entonces:

Dadoe >0,aN=N(g) /n>N = d(xp,x) < €

19
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Lema 2.3.2 (Acotacion y Limite). Sea X un espacio métrico, entonces:

(a) Una sucesion convergente en X es acotada y su limite es tinico.

(b) Six, —> xyy, — yenX, entonces d(x,,y,) — d(x,y).

Prueba.

(a) Supongamos que x,, — x. Entonces, tomamos € = 1, podemos encontrar un N tal que
d(x,,x) < 1 para todo n > N. Por la desigualdad triangular (M4), para todo n tenemos
d(xn,x) < 1+a, donde

a =max{d(xy,x), - ,d(xn,x)}
Esto muestra que (x,) es acotada. Asumiendo que x, — x y x, — z obtenemos de (M4)
0 <d(x,z) <d(x,xn) +d(xp,z) — 040

y la unicidad x = z del limite se sigue de (M2).

(b) Por (2.1), tenemos:

d(%Xn,yn) < d(xn,x) +d(x,y) +d(y,yn)

Por lo tanto, obtenemos

d(xnvyn) _d(xay) < d(xmx) +d(yn7y)

y una desigualdad similar por intercambio x, y x asi como y, y y, multiplicando por —1,

entonces
’d(xnayn) —d(x,y)| < d(xn,x) +d()’n7)’) —0

cuando n — 0. O]

Definicion 2.3.3 (Sucesién de Cauchy). Una sucesion (x,) en un espacio métrico X =

(X,d) se dice que es de Cauchy si para todo € > 0 existe un N = N(¢€) tal que

d(xm,xn) < €, paratodo m,n> N. (2.10)
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Definicion 2.3.4 (Completitud). El espacio métrico X es llamado completo si cada su-

cesion de Cauchy en X converge (es decir, tiene un limite que es un elemento de X).
Ejemplo 2.3.4.1. Los espacios R y C son espacios métricos completos.

Teorema 2.3.5 (Sucesion Convergente). Toda sucesion convergente en un espacio mé-

trico es una sucesion de Cauchy.

Prueba.

Si x,, — x, entonces para todo € > 0 existe un N = N(¢) tal que
£
d(xn,x) < 5+ Para todo n > N
Entonces por la desigualdad triangular obtenemos para m,n > N

€ E
d (5 x) < d (o) +d(x20) < 5+ 5 =€

Esto muestra que (x,) es de Cauchy. O

Teorema 2.3.6 (Clausura, Conjunto cerrado). Sea M un subconjunto no vacio de un

espacio métrico (X,d) y M su clausura, entonces:
(@) x € M si, y solo si, existe una sucesion (x,) en M tal que x, — Xx.
(b) M es cerrado si, y solo si, el hecho que x,, € M, x, — x implica que x € M.

Prueba.

(a) Sea x € M. Si x € M, una sucesion de ese tipo es (x,x,---). Si x ¢ M, este es un
punto de acumulacién de M. Por lo tanto para cadan = 1,2,--- labola B(x, 1 /n) contiene
Xn €M,y x, —> x porque 1 /n — 0 cuando n — oo.

Reciprocamente, si (x,) estd en M y x, —> x, entonces x € M o toda vencindad de x

contiene puntos x, # x, asi que x es un punto de acumulacién de M. Por lo tanto x € M,
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por la definicion de clausura.

(b) M es cerrado si y solo si M = M, asi que (b) se sigue facilmente de (a). ]

Teorema 2.3.7 (Subespacio Completo). Un subespacio M de un espacio métrico com-

pleto X es completo si, y solo si, el conjunto M es cerrado en X.

Teorema 2.3.8 (Aplicacion Continua). Una aplicacion T : X — Y de un espacio mé-

trico (X,d) en un espacio métrico (Y,d) es continua en un punto xo € X si y solo si

Xn —> xo implica Tx, — Txg

Prueba.
(=) Asumimos que T es continua en xy, entonces para un € > 0 dado, existe un 6 > 0 tal
que

d(x,x0) < 6 implica d(Tx,Txy) < €

Sea x,, — xp, entonces existe un N tal que para todo n > N tenemos

d(xp,x0) < O

Por lo tanto para todon > N,

d(Tx,, Txg) < €

Por definicién esto significa que Tx, — Txp.

(<) Reciprocamente, asumimos que

Xp — X implica Tx, — Txg

y probaremos entonces que 7 es continua en xo. Supongamos que es falso. Entonces existe

un € > 0 tal que para todo & > 0 existe un x # x( que satisface

d(x,xp) < 6 pero d(Tx,Txg) > €
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En particular, para 6 = 1/n existe un x,, que satisface

1
d(xn,x0) < — pero d(Txn,Txp) > €
n

Claramente x,, — xg pero (T'x,) no converge a Txy. Esto contradice Tx, — Tx( enton-

ces queda probado el teorema. [

2.4. ESPACIO VECTORIAL

Definicion 2.4.1 (Espacio Vectorial). Un espacio vectorial sobre un campo K es un con-
junto no vacio X provisto de dos operaciones algebrdicas llamadas adicion de vectores y
multiplicacion por escalares, donde para todo x,y,z € X y &, B € K cumplen los siguien-

tes axiomas:
(VD) x+(y+z2) = (x+y)+z
(V2) Existe un vector nulo 0 € X, tal que: x+0=x
(V3) Paracadax € X, existe —x € X tal que: x+ (—x) =0
(V4 x+y=y+=x
(V5) (af)x = a(Bx)
(V6) (oe+B)x=ox+Px
(V7)) a(x+y)=oax+ay
(V8) Existe 1 € Ktalque: l.x=x
La adicién sobre X es una aplicacion:

+ X xX—X

(x,y) —x+y
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La multiplicacién por escalares es una aplicacion:

KX X —X

(a,x) — a.x

Ejemplo 2.4.1.1 (Espacio R"). SeaR" ={(&;,---,&,) /&1, , & € R}, se definen sobre

R" 1a adicién y multiplicacién por escalares mediante:

x+y:(§1+n17"'7§n+nn)

ox=(a&+, -, &)

donde x = (&1,---,&,),y=(N1,---,Mn) € R"y a € R. Entonces R" es un espacio vecto-

rial.

Ejemplo 2.4.1.2 (Espacio C [a,b]). El conjunto de todas las funciones reales continuas

sobre [a, b, forma un espacio vectorial sobre R con las operaciones algebrdicas definidas:

(x4 y)(1) = x(1) +y(¢)

(ax)(t) = ox(1)

donde x,y € Cla,b]y ¢ € R

Un subespacio de un espacio vectorial X es un subconjunto no vacio ¥ de X tal que para
todo y1,y2 € Y y los escalares a, B € R tenemos que ay; + By, € Y. Notar que Y es a su
vez un espacio vectorial.

Una combinacién lineal de vectores x1, - - - , x,, de un espacio vectorial X es una expresion
de la forma

ohqxy+ Ooxy+ -+ Ohpxi,

donde los coeficientes ¢, - - - , &y, son cualquiera escalares en RR.
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Para cualquier subconjunto no vacio M C X el conjunto de todas las combinaciones linea-
les de vectores de M es un subespacio de X denominado el espacio generado por M y es
denotado por:

spanM

2.5. ESPACIOS NORMADOS, ESPACIOS DE BANACH

Definicion 2.5.1 (Espacio Normado). Un espacio normado es un par (X, ||-||), formado
por un espacio vectorial X y una aplicacion ||-|| : X — R llamada norma, que satisface
los siguientes axiomas

(ND) |lx] >0

(N2) ||x]|=0<=x=0

(N3) [Joux|| = |ex][|x]]

(N4 |Ix+y| < lxll+ [yl (Desigualdad Triangular)

donde x y y son vectores arbitrarios en X y o € R.

Observacion 2.5.1.1. Una norma ||-|| sobre X define una métrica d en X, la cual es dada
por

d(x,y) = [lx—yll (2.11)

y es llamada la métrica inducida por la norma.

Definicion 2.5.2 (Espacios de Banach). Un espacio de Banach es un espacio normado

completo X, completo en la métrica definida (inducida) por la norma.

Observacion 2.5.2.1 . Notemos que (N4) implica

I = lel] <y — ] (2.12)
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Ejemplo 2.5.2.2 (Espacio Euclideano R"). El espacio R" es un espacio de Banach, con

la norma definida por

. 1/2
Ix]| = (leé‘jlz> = \/|£§1|2+---+|é§n|2 (2.13)
=

donde x = (c‘j j) En efecto, R" es completo con respecto a la métrica inducida:

d(x,y) = =y = /(& =)+ + (G )

donde x = (&;) y y = (n;)

Ejemplo 2.5.2.3 (Espacio C|a,b]). El espacio de todas la funciones continuas definidas

sobre [a,b] es un espacio de Banach, con la norma definida por
= max |x(¢ 2.14
[x[ = mdx |x(z)] (2.14)
donde J = [a, D]

Lema 2.5.3 (Invarianza de la traslacion). Una métrica d inducida por una norma sobre

un espacio normado X satisface

dix+a,y+a) = d(x,y) (2.15)
dlax,ay) = |ot|d(x,y) (2.16)
para todox,y c X y a € R.
Prueba.
Tenemos
dx+a,y+a)=|x+a—(y+a)l = x—yl|l=d(x,y) (2.17)
también,

d(ox, ay) = |lox —ayl| = || d(x,y)
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2.6. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS DE BANACH

Por definicién, un subespacio Y de un espacio normado X es un subespacio de X consi-
derado como un espacio vectorial, con la norma obtenida por la restriccion de la norma
de X sobre el subconjunto Y.

Por definicién, un subespacio Y de un espacio de Banach X es un subespacio de X consi-

derado como un espacio normado, donde Y no requiere ser completo.

Teorema 2.6.1 (Subespacio de un Espacio de Banach). Un subespacio Y de un espacio

de Banach X es completo siy solo si el conjunto Y es cerrado en X.

Definicion 2.6.2 (Convergencia de sucesiones). Una sucesién (x,) en un espacio nor-

mado X es convergente en X, si X contiene un x tal que
lim ||x, —x|| =0
n—oo
En este caso, escribimos x, — x y llamamos a x el limite de (x;,).

Definicion 2.6.3 (Sucesiones de Cauchy). Una sucesion (x,) en un espacio normado X

es de Cauchy si

Ve >0, INtalque simn >N = ||x, — x| < €

2.7. ESPACIOS NORMADOS DE DIMENSION FINITA

Lema 2.7.1 (Combinacion Lineal). Sea {xi,--- ,x,} un conjunto de vectores linealmen-

te independiente en un espacio normado X de cualquier dimension. Entonces existe un

nvmero ¢ > 0 tal que para cualquier seleccion de escalares o, - - , 0, tenemos
ot + -+ + opxn|| = e (Jou |+ +[0]) (2.18)
27

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L5T Nacional del
i Altiplano

Teorema 2.7.2 (Completitud). Todo subespacio de dimension finita Y de un espacio
normado X es completo. En particular, todo espacio normado finito dimensional es com-

pleto.

Prueba.

Consideremos una sucesién de Cauchy (yy,) arbitrario en Y y mostremos que es conver-
gente en Y, el limite serd denotado por y.

SeadimY =ny {ej, -+ ,e,} una base en Y. Entonces cada y,, tiene una tnica represen-
tacion de la forma

ym =i+ 4 o"e,

Como (y;,) es una sucesién de Cauchy, para todo € > 0 existe un N tal que ||y, — y.|| < €

donde m,r > N. Del Lema 2.7.1 tenemos para algtin ¢ > 0

" (o™ 1) " [ o) )
&> ym—yll = | L(&" = e7)ej|| > ¥ |0 —
j=1 j=1
donde m,r > N.
Dividiendo por ¢ > 0 tenemos
’ m) o] < 3 [ o] ~ €
o —a; | < o —o | < —
J ,;1 J J c
Esto muestra que cada una de las n sucesiones
) (2
(") = (5" 057 )
para j = 1,--- ,n; es de Cauchy en R.
Por lo tanto (x](.m) converge a o/ que denota el limite. Usando estos n limites o, -, 0%,

definimos

y=0oe;+- -+ ey
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Claramente, y € Y ademds

n
< X%\“T—“j\ e
fe

lym =3Il = || L (™ — y)e;
j=1

En la derecha, o (m)

i — aj. Porlo tanto ||y, — y|| — 0, es decir, y, — y.

Esto muestra que (y,,) es convergente en Y. Como (y,,) fue una sucesién de Cauchy en Y,

esto prueba que Y es completo. [

Teorema 2.7.3 (Cerradura). Todo subespacio finito dimensional Y de un espacio nor-

mado X es cerrado en X.

2.8. COMPACIDAD Y DIMENSION FINITA

Definicién 2.8.1 (Compacidad). Un espacio métrico X es llamado compacto, si cada
sucesion en X tiene una subsucesion convergente. Un subconjunto M de X es llamado
compacto si M es compacto considerado como un subespacio de X, es decir, si toda suce-

sién en M tiene una subsucesion convergente en M.
Una propiedad general de conjuntos compactos es expresada en el siguiente resultado.

Lema 2.8.2 (Compacidad). Un subconjunto compacto M de un espacio métrico es ce-

rrado y acotado.

Prueba.

Para cada x € M existe una sucesion (x,) en M tal que x, — x. Como M es compacto,
x € M. Por lo tanto M es cerrado porque x € M fue arbitrario.

Probaremos que M es acotada. Si M no fuera acotado, contendria un sucesién no acotada
(yn) tal que d(yy,,b) > n, donde b es cualquier elemento fijo. Esta sucesion puede contener

una subsucesion convergente ya que una subsucesion convergente debe ser acotada. [
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Teorema 2.8.3 (Compacidad). En un espacio normado de dimension finita X, cualquier

subconjunto M C X es compacto si'y solo si M es cerrado y acotado.

Lema 2.8.4 (F. Riesz). Sean Y y Z subespacios de un espacio normado X de cualquier
dimension, y supongamos que Y es cerrado y es un subconjunto propio de Z. Entonces

para cada niimero real k € (0, 1) existe un z € Z tal que

lzll =1, |lz—vy|| > kparatodoy €Y

Teorema 2.8.5 (Aplicacion Continua). Sean X y Y espacios métricos y T : X — Y una
aplicacion continua. Entonces la imagen de un subconjunto compacto M de X bajo T es

compacto.

2.9. OPERADORES LINEALES

Definicion 2.9.1 (Operador Lineal). Sean X y Y espacios vectoriales sobre el campo de
los niimeros reales R. Decimos que 7' : X — Y es un operador lineal, si para todo x,y € X

yaeR

T(x+y) = Tx+Ty (2.19)

T(ox) = aTx (2.20)

Claramente (2.19) y (2.20) es equivalente a

T(ax+ By) = aTx+ BTy 2.21)

Definicién 2.9.2 (Espacio Nulo). Sea T : X — Y un operador lineal El espacio nulo de

T es el conjunto de todos los x € X tal que Tx =0
Tomando o = 0 en (2.20) obtenemos que:

T0=0
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Ejemplo 2.9.2.1 (Operador Identidad). Sea X un espacio normado, entonces el opera-

dor identidad Iy : X — X es definido por Ix = x para todo x € X. Entonces I, es lineal.

Ejemplo 2.9.2.2 (Operador Cero). Sean X y Y espacios vectoriales El operador cero

0:X — Y es definido por Ox = 0 para todo x € X. Entonces 0 es lineal.

Teorema 2.9.3 (Operador Inverso). Sean los espacios vectoriales X yY. Sea T : X —

Y un operador lineal con rango %(T) C Y, entonces
(@) La inversa T~': Z(T) — X existe si, y solo si,

Tx=0 — x=0

(b) Si T~ existe, es un operador lineal.

(c) SidimX =n < ooy T ! existe, entonces dim%(T) = dimX.

2.10. OPERADORES LINEALES ACOTADOS Y CONTINUOS

Definicion 2.10.1 (Operador Lineal Acotado). Sean X y Y espacios normados, y T :
X — Y un operador lineal. El operador T es llamado acotado si existe un nimero real ¢

tal que para todo x € X

ITx][ < x| (2.22)
donde la norma de T es definido por
T
17| = sup 17| (2.23)
wex x|
x#£0

Lema 2.10.2 (Norma). Sea T un operador lineal acotado, entonces

(a) Una formula equivalente para la norma de T es

IT1[ = sup [|Tx]] (2.24)

xeX
[lx]|I=1
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(b) La norma definida en (2.23) satisface (N1) a (N4)

Prueba.
(a) Escribimos ||x|| =a y seay = (1/a), donde x # 0. Entonces ||y|| = ||x|| /a =1, y como
T es lineal
1 1
|T|| = sup—~||Tx|| =sup ||T { —x ] || = sup |[Ty]| (2.25)
xeX xeX a yeX
x#0 x#0 lyl|=1

Escribiendo x en lugar de y, se completa la prueba.

(b) (N1) y (N2) se verifican. Ademads (N3) es obtenida de

sup [laTx[| = sup [a]||Tx]| = |e] sup |[T]]
Ixl=1 <=1 Ixf=1

Finalmente, (N4) se sigue de

sup [[(Ty +T2)x|| = sup [|Tix+Tox|| < sup ||Tix||+ sup || Tox||

[lxll=1 [lxll=1 [[xll=1 [lxll=1

]

Ejemplo 2.10.2.1 (Operador Identidad). El operador identidad / : X — X sobre un

espacio normado X # {0} es acotado y tiene norma ||I|| = 1.

Ejemplo 2.10.2.2 (Operador Cero). El operador cero 0 : X — Y sobre un espacio nor-

mado X es acotado y tiene norma ||0|| = 0.

Teorema 2.10.3 (Dimension Finita). Si un espacio normado X es finito dimensional,

entonces todo operador lineal sobre X es acotado.

Prueba.
SeadimX =ny {ej, - ,e,} una base para X. Tomamos cualquier x = Z &jej y conside-

ramos cualquier operador lineal 7" sobre X. Como T es lineal,

17l = [ &iTesl| < X151 [ Tesl| < méx | Tewl L[]
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tomamos las sumas de 1 hasta n. Para la ultima suma aplicamos el Lema 2.7.1 con o = &;

yx;=ej, entonces obtenemos

L leil < 2T &eill =l

Juntando

1
ITx[<vlxll ~ donde  y=-mdx||Tey|

Asi vemos que T es acotada. [

Teorema 2.10.4 (Continuidad y Acotacion). Sea T : X — Y un operador lineal, donde

X y Y son espacios normados entonces:
(a) T es continua siy solo si T es acotada.
(b) Si T es continua en un punto, es continua.

Prueba.
(a) Para T = 0 la afirmacion es trivial. Sea T # 0. Entonces ||| # 0. Asumimos que T
es acotada y consideremos cualquier xp € X. Sea cualquier € > 0 dado. Entonces, ya que

T es lineal, para cada x € X tal que
llx —xol| < O donde 0=

obtenemos

ITx = Txol| = IT (x—xo)[| < [[T[|[lx —xoll <[[T[|6 =¢
Ya que x¢ € X fue arbitrario esto muestra que 7 es continua.
Reciprocamente, asumimos que 7" es continua en un punto arbitrario xy € X. Entonces,
dado cualquier € > 0, existe un 0 > 0 tal que
lx—x0|| <8 = ||Tx—Txo|| < €, paratodo x € X (2.26)
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Tomamos cualquier y # 0 en X y ponemos

X=x0+ 71— entonces X—X0 =7ty

Por lo tanto ||x —xg|| = &, ya que T es lineal, tenemos

o
ITx = Txgl| = 1T (x—x0)]| = HT (—y) H ol

]|

y (2.26) implica

E
B HTyH en consecuencia | Ty| < 5 Iyl

Esto puede ser escrito ||Ty|| < c||y||, donde ¢ = €/5, y se muestra que T es acotada.
(b) Continuidad de T en un punto implica acotacién de T por la segunda parte de la prueba

de (a), que a su vez implica la continuidad de T por (a). ]

Corolario 2.10.4.1 (Continuidad, Espacio Nulo). Sea T un operador lineal acotado,

entonces:
(a) x, — ximplica Tx, — Tx, donde x,,x € X.
(b) El espacio nulo AN (T) es cerrado.

Prueba.
(a) Se sigue del Teorema 2.10.4 y la definicién de continuidad. También tenemos cuando
n—> oo

1T = Txl| = [|T (6 = 0| < [T [l = x[| — 0

(b) Para cada x € 4 (T) existe una sucesion (x,) en .4 (T) tal que x, —> x. Por lo tanto
Tx, — Tx por la parte (a) de este corolario. También 7x = O puesto que Tx, = 0, asi

que x € A (T). Yaque x € A (T) fue arbitrario, .4 (T) es cerrado. N
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2.11. FUNCIONALES LINEALES

Definicion 2.11.1 (Funcional Lineal). Un funcional lineal es un operador lineal

f: X—K

donde: X es un espacio vectorial, K es un campo de escalares.

Definiciéon 2.11.2 (Funcional Lineal Acotado). Un funcional lineal acotado f: X — K
es un operador lineal acotado.

Asi existe un nimero real ¢ tal que para todo x € X.

()] < el (2.27)
Ademas, la norma de f es
11 = sup L) (2.28)
wex Il
x#0
o equivalentemente
Il = sup |f(x)] (2.29)
xeX
=1
esto implica,
£ < (A (2.30)

Ejemplo 2.11.2.1 (Producto Punto). El producto punto con un factor fijo define un fun-

cional f : R —s R por medio de
fx)=x-a=& o +&+E03

donde a = (o) € R es fijoy x = (&)
f es lineal.
f es acotada, en efecto
[f ()] = bx-al < |x[|{|a]
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ast que [|f]| < lall.

Usando (2.30) y tomando x = a tenemos

f(@)] _ Jal?
> —_— =
A= S = T =l

Por lo tanto la norma de f es || f|| = ||a||.

Definicién 2.11.3 (Espacio Algebraico Dual). El conjunto de todos los funcionales li-
neales definidos sobre un espacio vectorial X es llamado espacio algebrdico dual de X es
denotado por

X*={f/f:X — K, fesun funcional lineal }

Sus operaciones de espacio vectorial son definidas de manera natural

(it )x) = fily)+falx) (2.31)
(af)(x) = of(x) (2.32)

Paratodox € X

Definicion 2.11.4 (Isomorfismo). Un isomorfismo T de un espacio métrico X = (X,d)
sobre un espacio métrico X = (X,d) es una aplicacién biyectiva que preserva la distancia,
es decir, para todo x,y € X.

d(Tx,Ty) =d(x,y)

Un isomorfismo T de un espacio vectorial X sobre un espacio vectorial X sobre el mismo
campo es una aplicacién biyectiva que preserva las dos operaciones algebrdicas de espacio

vectorial, asi, para todo x,y € X y un escalar o

T(x+y) = Tx+Ty

T(ax) = aTx
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Un isomorfismo de un espacio normado X sobre un espacio normado X, es un operador

lineal biyectivo T : X — X que preserva la norma, es decir, para todo x € X

T[] = [l

2.12. ESPACIO NORMADO DE OPERADORES, ESPACIO DUAL

Teorema 2.12.1 (Espacio B(X,Y)). El espacio vectorial B(X,Y) de todos los opera-
dores lineales acotados, de un espacio normado X sobre un espacio normado Y es un

espacio normado con la norma definida por:

7]

|IT|| = sup——= = sup ||Tx|| (2.33)
xeX HXH xeX
x#0 [lxll=1

Teorema 2.12.2 (Completitud). Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X,Y) es un

espacio de Banach.

Definicién 2.12.3 (Espacio Dual X’). Sea X un espacio normado. Entonces el conjunto
de todos los funcionales lineal acotados sobre X constituyen un espacio normado con

norma definida por:

£l = p% = sup 1£() 2.34)
x#0 llx||=1

el cual es llamado el espacio dual de X y es denotado por X'.

Teorema 2.12.4 (Espacio Dual). El espacio dual X' de un espacio normado X es un

espacio de Banach.
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2.13. ESPACIOS DE HILBERT

Definicion 2.13.1 (Producto Interno). Un producto interno sobre un espacio vectorial

X es una aplicacién de X x X en el campo escalar K de X, es decir
(,): XxX—K
(xvy) — <)C,y>

donde (x,y) es llamado producto interno de x y y, tal que para todos los vectores x,y,z € X
y el escalar a € K, satisface los axiomas

(PI1) (x+y,2) = (x,2) +(1,2)

(P12) (ox,y) = ot (x,y)

(PI3) (x,y) = (y,x)

(PI4) (x,x) >0

(x,x) =0<=x=0

Un producto interno sobre X define una norma sobre X dado por

||lx]| = v/ (x,x) (2.35)

y una métrica sobre X definida por

d(x,y) = |lx—yl| = vV {x—yx—y) (2.36)

Definicion 2.13.2 (Espacio con Producto Interno). Un espacio con producto interno es

un espacio vectorial X con un producto interno definido sobre X

Definicion 2.13.3 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert es un espacio con pro-

ducto interno completo.
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Por lo tanto los espacios con producto interno son espacios normados, y los espacios de

Hilbert son espacios de Banach.

Definicién 2.13.4 (Ortogonalidad). Un elemento x de un espacio con producto interno

X es llamado ortogonal a un elemento y € X si

<X,y> =0

También decimos que x y y son ortogonales, y 1o denotamos por x L y. Similarmente para
subconjuntos A,B C X escribimos x | Asix L aparatodoac€ Ay A L Bsia L b para

todoac€Aytodob e€B.

Ejemplo 2.13.4.1 (Espacio Euclideano R"). El espacio R" es un espacio de Hilbert con

producto interno definido por
(ey) =8im+--+&my (2.37)

donde x = (&1,---, &) yy= (N1, ,M).

En efecto, por definicion tenemos
1/2 1/2
el = ()2 = (67 4+ +67)

y de esto la métrica Euclideana definida por

d(3) = oyl = ey =) = [ = m P+ (G -]

y sabemos que el espacio R" es completo con respecto a esta métrica.

2.14. PROPIEDADES DE ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Lema 2.14.1 (Continuidad del producto interno). Si en un espacio con producto in-
terno, X, —» Xy y, — y, entonces (Xn,yn) — (x,y).
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Prueba.
Sumando y restando un término, usando la desigualdad triangular para nimeros y la de-

sigualdad de Schwarz, obtenemos

[, yn) = W) = [ Yn) = (s ) + (s 1) = (1,3
< Qo yn =)+ [ —x,5)

< el llyn =yl + [l =Xl [y — 0

yaquey,—y — 0y x, —x — 0 cuando n — oo. U

Definicion 2.14.2 (Isomorfismo). Un isomorfismo T de un espacio con producto interno
X sobre un espacio con producto interno X sobre el mismo campo es un operador lineal

biyectivo T : X — X que preserva el producto interno, es decir, para todo x,y € X

(Tx,Ty) = (x,y)

entonces X es llamado isomorfo con X.

2.15. CONJUNTOS ORTONORMALES Y SUCESIONES

Definicion 2.15.1 (Conjuntos Ortonormales y Sucesiones). Un conjunto ortogonal M
en un espacio con producto interno X es un subconjunto M C X cuyos elementos son
ortogonales dos a dos.

Un conjunto ortonormal M C X es un conjunto ortogonal cuyos elementos tienen norma

1, es decir, para todo x,y € M.

0, si x#y
(x,y) = (2.38)

I, si x=y
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Si un conjunto ortogonal u ortonormal M es numerable, podemos disponer esta en una
sucesion (x,) y llamamos esta una sucesion ortogonal u ortonormal, respectivamente.

Mis generalmente, un conjunto ordenado, o familia, (x,), a € I, es llamado ortogonal si
Xo L xg para todo @,f € 1, a # 3. La familia es llamada ortonormal si es ortogonal y

todos los x, tienen norma 1, por tanto para todo o, B € I tenemos

0, si o
(Xa,Xp) = Byp arp (2.39)

I, si a=p

Aqui, 64p es llamado delta de Kronecker.

Para elementos ortogonales x,y € X tenemos (x,y) = 0, asi se obtiene la Relacion Pitago-

rica
2 2 2
[+ 117 = [lx[[” + ¥l (2.40)
Mas generalmente, si (x1,---,x,) es un conjunto ortogonal, entonces:
et + -+ A xall? = [P 4+ [l (2.41)

Lema 2.15.2 (Independencia Lineal). Un conjunto ortonormal es linealmente indepen-

diente.

Prueba.

Sea (ey,- -+ ,e,) un conjunto ortonormal y consideramos la ecuacion
aje;+---+oyue, =0
Multiplicando por un ¢; fijo resulta

<206k€k,€j> = Z(Xk <€k,€j> =Q; <ej,ej> =a;=0
k k

Asi se prueba la independencia lineal para cualquier conjunto ortonormal finito. [
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Teorema 2.15.3 (Desigualdad de Bessel). Sea (e;) un sucesion ortonormal en un espa-

cio con producto interno X, entonces para todo x € X

Y e < |« (2.42)
k=1

Las sucesiones son muy convenientes para trabajar. El proceso para obtener una sucesion
ortonormal de una sucesion linealmente independiente x; en un espacio con producto
interno X, es dado por el proceso de Gram-Schmidt.

La resultante sucecion ortonormal (e;) tiene la propiedad que para todo 7,
span (e, -+ ,e,) = span(xy,---,x,)

Dada una sucesion ortonormal (e) en un espacio de Hilbert H, podemos considerar la

serie de la forma
Y oy (2.43)
k=1

donde o4, p, - - - son escalares.
Una serie converge y tiene suma s si existe un s € H tal que la sucesion (s,) de sumas
parciales

Sn:alel+"'+anen

converge a s, es decir
|sp —s|| — 0 cuando n—» oo

Teorema 2.15.4 (Convergencia). Sea (e;) una sucesion ortonormal en un espacio de

Hilbert H, entonces

(a) La serie Z ayey converge siy solo si la siguiente serie converge:
k=1

Y ol (2.44)
k=1
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(b) Sila serie (2.43) converge entonces los coeficientes Q. son los coeficientes de

Fourier (x,ey), donde x denota la suma de (2.43),es decir

X =
k

(x,ex) ex (2.45)
1

(o]

(¢) Para cualquier x € X, la serie (2.43) con oy = (x,ey) converge.

Definicion 2.15.5 (Conjunto Ortonormal Total). Un subconjunto M de un espacio con

producto interno X es llamado conjunto ortonormal total si'y solo si
spanM = X (2.46)

Todos los conjuntos ortonormales totales en un espacio de Hilbert H tienen la misma
cardinalidad. Este ultimo es llamada la dimension de Hilbert 6 dimension ortogonal de

H.

Definicion 2.15.6 (Isomorfismo). Un isomorfismo de un espacio de Hilbert H sobre un
espacio de Hilbert A sobre el mismo campo es un operador lineal biyectivo T : H — H
tal que para todo x,y € H,

(Tx, Ty) = (x,y) (2.47)

entonces H y H son llamados espacios de Hilbert isomorfos

Teorema 2.15.7 (Isomorfismo y dimension de Hilbert). Dos espacios de Hilbert H y

H, son isomorfos siy solo si tienen la misma dimension de Hilbert.

Prueba.

(=) Si H es isomorfo con H'y T : H—> H es un isomorfismo, entonces (2.47) muestra
que los elementos ortonormales en H tienen imagen ortonormal baje T. Ya que T es
biyectiva, concluimos que T aplica cada conjunto ortonormal en H sobre un conjunto

ortonormal en H. Por lo tanto H y H tienen la misma dimensién de Hilbert.
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(<) Reciprocamente, supongamos que H y H tienen la misma dimensién de Hilbert. El
caso H = {0} y H = {0} es trivial. Sea H # {0}. Entonces H # {0}, y cualquier conjunto
ortonormal total M en H y M en H tienen la misma cardinalidad, asi que podemos ordenar

ellos por el mismo conjunto de indices {k} y escribimos M = (e;) y M = (&). O

2.16. REPRESENTACION DE FUNCIONALES EN ESPACIOS DE HILBERT

Teorema 2.16.1 (Riesz). Toda funcional lineal acotada f sobre un espacio de Hilbert H

puede ser representada en términos de el producto interno, denotado
f(x) = (x,2) (2.48)

donde 7 depende de f, es tinicamente determinda por f y tiene norma
Izl = lIA1 (2.49)

Definicion 2.16.2 (Forma Sesquilineal). Sea X y Y espacios vectoriales sobre el mismo

campo K. Entonces una forma sesquilineal h sobre X x Y es una aplicacién

h: XxY—K

(x,y) — h(x,y)
tal que para todo x,x1,x2 € X y y,y1,y2 € Y y los escalares «, 3
@) h(xi+x2,y) =h(x1,y) +h(x2,y)
(b) h(x,y1+y2) = h(x,y1) +h(x,y)
(c) h(ox,y) = oth(x,y)

(d) h(x,By) = Bh(x,y)
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Por lo tanto 4 se llama lineal si cumple el primer argumento y conjugada lineal si cample

la segunda. Si (K = IR) entonces (d) es simplificado

h(x,By) = Bh(x,y)

y h es llamada bilineal si es lineal con respecto a las dos variables.

Entonces una forma sesquilineal es una aplicacién que es lineal en la primera variable y

conjugada lineal en la segunda.

Teorema 2.16.3 (Representacion de Riesz). Sean H|, H, espacios de Hilbert y

h:H — H; (2.50)

una forma sequilineal acotada. Entonces h tiene una representacion

h(x,y) = (sx,y) (2.51)

donde S : Hl — Hj es un operador lineal acotado. S es vinicamente determinado por h
y tiene norma

S]] = [I] (2.52)

2.17. TEOREMA DE LA CATEGORIA DE BAIRE

Obtendremos los resultados de este trabajo de investigacion a partir del Teorema de la
Categoria de Baire. El Teorema de la Categoria de Baire tiene varias otras aplicaciones en
Analisis Funcional y es la razén principal de porque las categorias se usan en numerosas

pruebas. Antes de citar este teorema establecemos los conceptos necesarios para ello.

Definicion 2.17.1 (Categoria). Un subconjunto M de un espacio métrico X es llamado

(a) raro (6 denso en ninguna parte) en X si su clausura M no tiene puntos interiores.
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(b) de primera categoria en X si M es la unién de conjuntos numerables donde

cada uno de ellos es raro en X.
(¢) de segunda categoria en X si M no es de primera categoria en X.

Teorema 2.17.2 (Teorema de la Categoria de Baire). Si un espacio métrico X # & es
completo, entonces es de segunda categoria en si mismo.

Es decir, si X # @ es completo y
X = U Ay donde Ay es cerrado (2.53)
k=1

entonces al menos un Ay contiene un subconjunto abierto no vacio.

Prueba.
Esta prueba es por contradiccion. Supongamos que el espacio métrico completo X # &
fuera de primera categoria en si mismo. Entonces

X =M (2.54)

k=1

con cada M;, raro en X. Construiremos una sucesién de Cauchy (py) cuyo limite es p que
no esta en My, de este modo se contradice la representacion (2.54).
Puesto que, M) es raro en X, entonces, M no contiene ningun conjunto abierto. Pero X
si contiene abiertos, por ejemplo X mismo. Esto implica M| # X. Por lo tanto el comple-
mento M; = X — M de M| no es vacio y es abierto. Podemos asi escoger un punto p

en M|y una bola abierta alrededor de el, es decir

—C 1
By =B(p1,€) C M, con g < 3

Puesto que, M, es raro en X, entonces M, no contiene un conjunto abierto no vacio. Por

1 —C 1
lo tanto no contiene la bola abierta B(p, 581). Esto implica que M, N B(p1, 581) €s no
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—C 1
B, = B(p2,&) C My, NB(p1, =€) con & < 581

Por induccidén obtenemos una sucesion de bolas
By = B(px, &) con g <27k
talque ByNMy =2y

1
Bii CB(PkaEEk) C By para k=1,2,-

Como & < 2%, 1a sucesién (px) de los centros es de Cauchy y converge, es decir, pp —

p € X porque X es completo por hipétesis. También, para cada m y n > m tenemos B,, C

1

B(pm, Eem), asi que

d(pm,p) < d(pm,pn)+d(pn,p)

1 1
< §£m+d(p,,,p) — 5 Em

cuando n — oo. Por consiguiente p € B, para cada m. Como B,, C M_mc, se sigue que
p ¢ M,, para cada m, asi que p ¢ UM, = X. Esto contradice el hecho que p € X. Luego,

X es de segunda categoria en si mismo. [
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CAPITULO 111

MATERIALES Y METODOS

3.1. MATERIALES

Los recursos materiales necesarios de acuerdo al tiempo se tiene resumido en la siguiente

tabla:
Actividades Ma | Ab | Ma |Ju|Ju | Ag | Se | Oc | No
Revision de la bibliografia X | X | x | X
Redaccién del proyecto X | X
X

Presentacion del proyecto

Revision y aprobacion del proyecto

Redaccidn del borrador de tesis

Sustentacion

3.2. PRESUPUESTO

Los recursos utilizados para el desarrollo de este proyecto de investigacion se ha estimado

aproximadamente de la siguiente manera.
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Descripcion | Unidades | Costo Unitario (S/.) | Cantidad | Costo Total (S/.)

Bibliografia Uno 30.00 10 300.00
Papel Bond Millar 20.00 4 80.00
Fotocopias Uno 0.10 1000 100.00
Memoria USB 16 GB 40.00 1 40.00
Impresion Uno 0.10 1000 100.00
Uso de internet Hora 1.00 200 200.00
Otros 300.00

Costo total 1120.00

3.3. METODOS

El método que se utiliza es deductivo-analitico, ya que la ejecucién del proyecto consistird

en la exploracion, interpretacion y andlisis para obtener el resultado final.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo obtenemos los resultados fundamentales que se derivan del Teorema de
la Categoria de Baire.

Estos son:
- el Teorema de la Acotacién Uniforme
- el Teorema de la Aplicacién Abierta
- el Teorema del Grafico Cerrado

Inicialmente establecemos el teorema de la acotacién uniforme, conocido también co-
mo el Teorema de Banach-Steinhaus. Este teorema establece que si X es un espacio de
Banach y una sucesién de operadores T, € B(X,Y) es acotada en cada punto x € X, enton-
ces la sucesion es uniformemente acotada. En otros términos, acotacién puntual implica

acotacion uniforme.

4.1. TEOREMA DE LA ACOTACION UNIFORME

Teorema 4.1.1 (Teorema de la Acotacion Uniforme [Banach-Steinhaus)). Sea (7,)
una sucesion de operadores lineales acotados T, : X — Y de un espacio de Banach

X en un espacio normado Y tal que (||T,x||) es acotado para todo x € X, es decir

| x| < cx para n=12,-- 4.1)
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donde c, es un niimero real. Entonces la sucesion de las normas || T, || es acotada, es decir,
existe un c tal que

Tl <c  para  n=12,-- 4.2)

Prueba.

Para todo k € N, sea Ay C X el conjunto de todos los x tal que
| T,x|| < k, paratodo n

Ay es cerrado. En efecto, para cualquier x € Ay existe una sucesion (x;) en A; convergiendo
para x. Esto significa que para cada n fijo tenemos ||Tnx ]H < k y obtenemos ||T,x|| < k
porque 7, es continua y también lo es la norma. Por lo tanto x € Ay, y A es cerrado.

Por (4.1), cada x € X pertenece a algin Aj. De donde
X=JA
k=1
Como X es completo, el teorema de la categoria de Baire implica que algtin A; contiene

una bola abierta, por decir,

By = B(xo,r) C Ay, 4.3)

Sea x € X arbitrario, x # 0. Definamos

Z=x0+Yx donde Y= 4.4)

Entonces ||z—xo|| < r, por lo tanto z € By. Por (4.3) y de la definicién de A, tenemos

| T,z|| < ko para todo n. También || T,x,|| < ko ya que x, € By. De (4.4) obtenemos

1
X = —\Z— X
Y( 0)

Luego, n

1 1 4
1Tux]| = ~ [|Tu(z = x0) || < = ([| Tzl + | Tuxoll) < = [Ix/[ ko
Y Y r
51
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Por lo tanto, para todo n,

4
ITall = sup [[Tox]| < —ko

[lx=1

que es de la forma (4.2) con ¢ = 4ko/r. ]

A continuacién veremos algunas aplicaciones del Teorema de la Acotacién Uniforme

4.1.2. ESPACIO DE POLINOMIOS

El espacio normado X de todos los polinomios con norma definida por:
x| =max|o| (0,0, --son los coeficientes de x) 4.5)
J

no es completo.

Prueba.

Construiremos una sucesion de operadores lineales acotados sobre X que satisface (4.1)
pero no (4.2), asi que X no serd completo.

Podemos escribir un polinomio x # 0 de grado N, en la forma
x(t) =Y ajt! (a¢j =0 para j > N,)
j=0

Como una sucesion de operadores sobre X tomamos la sucesién de funcionales 7,, = f;,

definido por

TnO:fn(O):(), TnX:fn(X):(Xo+061+---+(Xn_1 (4-6)

o es lineal, f, es acotada ya que |atj| < ||x|| por (4.5), asf que | f(x) < n||x]||. Ademds,
para cada x € X fijo, la sucesion (| f,(x)|) satisface (4.1) porque un polinomio x de grado

N, tiene N, + 1 coeficientes, asi que por (4.6) obtenemos:
‘fn(-x)‘ g (Nx+ 1)m}€/lX ‘a]‘ = Cyx
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que es de la forma (4.1).

Ahora mostraremos que (f,) no satisface (4.2), es decir, no existe un ¢ tal que ||7,| =
|| /|l < ¢ para todo n. Esto haremos haciendo una eleccién particular. Para f;, escogemos
x definido por:

xt)=14t+---+1"

entonces ||x|| = 1 por (4.5) y
fu(x) =14+14--+1=n=n|x||

Por lo tanto, || f,|| > |fn(x)| / ||x]| = n, asi que (]| f4]|) no es acotada. O

4.1.3. SERIES DE FOURIER

Una serie de Fourier de una funcién periddica x de periodo 27 es de la forma

1 (o]
240 + Z (@ cosmt + by,senmt) 4.7

m=1

con los coeficientes de Fourier de x dado por las férmulas de Euler

2n 1 2=
am = —/ x(t)cosmtdt, by = —/ x(t)senmedt (4.8)
T .Jo TJjo

Es conocido que la serie (4.7) puede converger incluso en puntos donde x es discontinua.
Esto muestra que la continuidad no es necesaria para la convergencia. En efecto, usando
el Teorema de la Acotacién Uniforme, mostraremos el siguiente resultado.

Existe una funcion real continua cuya serie de Fourier diverge en un punto ty dado.
Prueba.

Sea X el espacio normado de todas las funciones continuas de periodo 27 con norma:

[lx]| = max |x(z)] (4.9)
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X es un espacio de Banach, con a =0y b = 2x. Podemos tomar 7y = 0 sin restringir
la generalidad. Para probar nuestra afirmacién aplicaremos el Teorema de la Acotacién
Uniforme para 7, = f, donde f,(x) es el valor en ¢t = 0 de las n — sumas parciales de la
serie de Fourier de x. Ya que para ¢t = O los términos seno son ceros, y los cosenos son

unos, vemos de (4.7) y (4.8) que,

2

_ % /Oan(t)

Queremos determinar la funcién representada por la suma bajo el signo de la integral.

fn(x) = laO‘f‘ i am
m=1

=1

1 n
= t|dt
> +mZ cosm]

Para este propdsito calculamos

1 & 1 1
2sen Et Z cosmt = Z 2sen Et cosmt

m=1 m=1

“ 1 1
=Y |—sen(m— Et) + sen (m—+ Et)

m=1

1t+ ( -I—I)t
= —Sen — sen\n —
2 2

donde la dltima expresion se sigue observando que la mayoria de los términos se eliminan
- 1
en pares. Dividiendo esto por sen Et y sumando 1 en ambos lados, tenemos:
i sen(n+ )
1+2 Z cosmt = (—12)
el sen 5t

Consecuentemente, la férmula para f,(x) puede ser denotado por:

1 B sen(n—+ 1)t

2
5 = 5= [T xOad. a0 = 4.10)

1
sen st
Usando esto, podemos mostrar que el funcional lineal f; es acotado. En efecto, por (4.9)

y (4.10),

1 2n 2n
0] < 5max k(0] [ laa(0lde =0 [ gy o) a
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de esto vemos que f, es acotado. Ademads, tomando el supremo sobre todos los x de norma

1, obtenemos

1 2n
151 < 52 [ a0l

El signo de igualdad se mantiene como probaremos ahora. Para esto, escribiremos primero

|9n ()| = () gn(t)

donde y(f) = +1 en cada t en que g,(¢) > 0y en otra parte y(¢) = —1.
y no es continua, pero para cualquier € > 0 dado puede ser modificado a un x continuo de

norma 1 talq ue para este x tenemos:

1

— <€
27

[0 —s0lantar

Escribiendo esto como dos integrales y usando (4.10), obtenemos

1 2n 2n 1 2n
2| [ xOad = [Ty = |0 -5 [T laola] <e
Ya que € > 0 fue arbitrario y ||x|| = 1, esto prueba la férmula deseada
1 2n
= — t)|dt 4.11
5= 57 [ lan®) @.11)

Finalmente mostraremos que la sucesion (|| f,||) no es acotada. Reemplazando en (4.11) la

1
expresion para g, de (4.10), usando el hecho que < Et parat € (0,27] y colocando

lt
sen —
2

1
(n+ E)t = v, obtenemos:
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hl=5 [ e
"o Jo sen%t

1 /2” }sen(n+%t)|
0

dt

> — dt
T t

1 r@r+z
_ _/ |senv|dv
TJo \%

1 2 plk+)m
1 / |senv|dv

T =0/kn v

1 2 1 (k+1)m
> — —/ |senv|dv
m = (k+1)7 Jin

2 2

:?kz'olﬂ‘—l — o0 cuando n—-> o0

ya que las series armoénicas divergen.

Por lo tanto (|| f,]|) no es acotada, asi que (4.2) con T, = f,, no se mantiene. Ya que X es
completo, esto implica que (4.1) no se cumple para todo x. Aqui debe existir un x € X tal
que (|f(x)]) no es acotada. Pero por definicién de los f,s esto significa que la serie de

Fourier de ese x diverge en ¢t = 0. [

4.2. TEOREMA DE LA APLICACION ABIERTA

Existen aplicaciones tales que la imagen de cada conjunto abierto es un conjunto abierto
(aplicaciones abiertas).

Considerando la importancia de los conjuntos abiertos, es de entender que las aplicaciones
abiertas son de interés general.

Como en el teorema de la acotacion uniforme necesitamos nuevamente la completitud y el
presente teorema muestra otra razon por la cual los Espacios de Banach son mds satisfac-
torios que los espacios normados imcompletos. Este teorema también ofrece condiciones

bajo las cuales la inversa de un operador lineal acotado es acotado.
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Definicion 4.2.1 (Aplicacion Abierta). Sea X y Y espacios métricos. Entonces 7 : X —
Y, es llamado una aplicacién abierta si para cada conjunto abierto en X su imagen es un

conjunto abierto en Y.

Teorema 4.2.2 (Teorema de la Aplicacién Abierta). Un operador lineal acotado T de
un espacio de Banach X sobre un espacio de Banach Y es una aplicacion abierta. De

ello, si T es biyectiva, T~ es continua y asi acotada.
La prueba se seguird facilmente del resultado:

Lema 4.2.3 (Bola unitaria abierta). Un operador lineal acotado T de una espacio de
Banach X sobre un espacio de Banach Y tiene la propiedad de que la imagen T (By) de

la bola unitaria abierta By = B(0,1) C X contiene una bola abierta de centro 0 € Y.

Prueba.

Procediendo paso a paso, probaremos:

1
(a) La clausura de la imagen de la bola abierta B; = B(0, 5) contiene una bola

abierta B*.

(b) T(B,) contiene una bola abierta V, alrededor de 0 € Y, donde B, = B(0,27") C

X.

(c) T(Byp) contiene una bola abierta alrededor de 0 € Y.

Los detalles son como siguen.

(a) Siendo A C X, definimos

0A={xeX /x=aa,acA}, o escalar (4.12)
A+w={xeX /x=a+w,acA}, weX (4.13)
57
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definiciones similares para subconjuntos de Y.

aA
/_147

Figura 4.13: Ilustracion de la férmula (4.12).

\

Figura 4.13: Ilustracién de la férmula (4.13).

1
Consideremos la bola abierta B; = B(0, 5) C X. Cualquier x € X fijo, estd en kB; con k

real y suficientemente grando (k > 2 ||x||). Por consiguiente

X =JkB
k=1
Ya que T es sobreyectiva y lineal,
Y=TX)=T (U k31> = | JkT(B1) = | J kT (B1) (4.14)
k=1 k=1 k=1

Teniendo en cuenta que tomando la clausura no se aumentan mas puntos a la unién, ya que
la unién es todo el espacio Y. Como Y es completo, es de segunda categoria en si mismo,

por el Teorema de la Categoria de Baire. Por lo tanto, observando que (4.14) es similar
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a (2.53), concluimos que la k7' (B}) debe contener alguna bola abierta. Esto implica que

T(B;) también contiene una bola abierta, es decir, B* = B(yo,€) C T(B;). Resulta que

B*—y():B(O,E) - T(Bl)—yo 4.15)

(b) Probemos que B* — yyp C T(By), donde By es dado en el teorema. Esto realizaremos

mostrando que

T(B1) —yo C T(By) (4.16)

Seay € T(B;) —yo. Entonces y+yy € T(Bj), recordemos que también yo € T (By). Por

(2.3.6)(a) existen

u, =Tw, € T(By) talque u, —> y+yo
vo=Tz, € T(B;) talque v, — yo
Ya que wy,z, € By y Bj tiene radio 1/2, se sigue que
1

1
I = 2all < ol + 2l < 5 +5 = 1

asi que w, — z, € By, de

Twp—2z0) =Twy—Tzp=up—v, —> y

vemos que y € T(Bp). Como y € T(B;) — yo fue arbitrario, esto prueba (4.16). De (4.15)

tenemos

B* — Yo = B(O,S) C T(B()) 4.17)
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Sea B, =B(0,27") C X. Como T es lineal, T(B,) =2 "T(By). De (4.17) obtenemos

V, =B(0,—) C T(B,) (4.18)

2}’[

(c) Finalmente probaremos que

1
V= B(O, 58) C T(BO)

mostrando que para cada y € V; estd en T(By), asi que y € V;. De (4.18) con n = 1
tenemos V| C T(Bj). Por lo tanto y € T(B;). Por (2.3.6)(a) debe existir un v € T'(By)
cerca de y, es decir, ||y —v|| < €/4. Ahora v € T(B;) implica v = Tx; para algin x; € Bj.

Por consiguiente

€

ly—Txi| < 1

De esto y (4.18) con n =2 observamos que y— T'x| € Vo C T(B,). Como antes concluimos

que existe un x, € B, tal que

€

o= Toxi)~ Tl < £

Por lo tanto y — Tx; — Txp € V3 C T(B3), y asi sucesivamente. En el paso n podemos

elegir un x, € B, tal que

<

ST (n=1,2,--+) (4.19)

n
y—Y Tx
k=1

Sea z, = x1 4 - - - +x,.. Ya que x; € By, tenemos ||x;|| < 1/2*. Esto resulta para n > m

n oo 1
|20 —zml| < Z e[| < Z 7k — 0
k=m+1 k=m+1
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cuando m — oo. Por consiguiente (z,) es de Cauchy, (z,) converge, es decir, z, —> x

porque X es completo. También x € By ya que By tiene radio 1y

[ee] (e o] 1
Yl < ) o =1 (4.20)
k=1 k=1
Ya que T es continua, Tz, — Tx, y (4.19) muestra que Tx = y. Por lo tanto y € T (By).

[

Prueba.

(Prueba del Teorema de la Aplicacion Abierta)

Probaremos que para cada conjunto abierto A C X la imagen T (A) es abierto en Y. La
prueba se realizara mostrando que para cada y = Tx € T(A) contiene una bola abierta
alrededor de y = Tx.

Seay=Tx € T(A). Ya que A es abierto, este contiene una bola abierta con centro x.
Por consiguiente A — x contiene una bola abierto con centro 0; sea r el radio de la bola y
consideramos k = 1/r, asi que r = 1 /k. Entonces k(A — x) contiene la bola abierta unitaria
B(0,1). El Lema 4.2.3 implica que T (k(A —x)) = k[T (A) — Tx] contiene una bola abierta
alrededor de 0 y también T'(A) — Tx. Por lo tanto 7'(A) contiene una bola abierta alrededor
Tx=y.Yaquey € T(A) fue arbitraria, T (A) es abierta.

Finalmente, si 7~! : ¥ —» X existe, esta es continua por el Teorema 2.2.6 porque T es

abierta. Ya que T~! es lineal por el Teorema 2.9.3, y es acotado por el Teorema 2.10.4. []

4.3. TEOREMA DEL GRAFICO CERRADO

No todos los operadores lineales de importancia préctica son acotados. Pricticamente

todos los operadores que el analista probablemente usard se llaman operadores lineales
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cerrados. Se define los operadores lineales cerrado sobre espacios normados y se hace
una conexion con el importante Teorema del grafico cerrado el cual establece suficien-
tes condiciones bajo la cual un operador lineal cerrado sobre un espacio de Banach es

acotado.

Definicion 4.3.1 (Operador Lineal Cerrado). Sea X y Y espacios normados, T : X —

Y un operador lineal. Entonces 7" es llamado operador lineal cerrado si su gréifica

G(T)={(xy)/x€X,y—=Tx}

es cerrado en el espacio normado X x Y, donde se definen las operaciones algebrdicas de

espacio vectorial en X X Y,

(x1,y1) + (x2,y2) = (x1 +x2,y1 +y2)

a(x,y) = (o, ory)

y la norma sobre X x Y es definido por:

1) = il + [l 4.21)

Teorema 4.3.2 (Teorema del Grafico Cerrado). Sean X y Y espacios de Banach y T :
X — Y un operador lineal cerrado, donde 9 (T) C X. Entonces si Z(T) es cerrado en

X, el operador T es acotado.

Prueba.
Primero mostraremos que X X ¥ con norma definida por (4.21) es completo. Sea (z,,) una
sucesion de Cauchy en X x Y, donde z, = (x,,,y,). Entonces para todo € > 0 existe un N

tal que

120 =zl = 120 = 2| + [[yn =yl < & (4.22)
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Por lo tanto (x;) y (y,) son sucesiones de Cauchy en X y Y, respectivamente, y convergen,
es decir, x, — xy y, — ¥, porque X y Y son completos. Esto implica que z, — z =
(x,y) ya que de (4.22) con m — oo tenemos ||z, —z|| < € para n > N. Como la sucesién
de Cauchy (z,) fue arbitraria, X X Y es completo.

Por hipétesis, 4(T) es cerrado en X x Y y Z(T) es cerrado en X. Por lo tanto 4(T) y

9(T) son completos por el Teorema 2.3.7. Consideremos la aplicacién
P:4(T)— 2(T)
(x,Tx) — x
P es lineal y acotada
1PGe, Tx) || = [l < Jlell + [|Tx]l = | G, )|
P es biyectiva, en efecto la aplicacion inversa es
P91y —9(T)
x — (x,Tx)

Como ¥(T) y 2(T) son completos, podemos aplicar el Teorema de la aplicacién abierta
4.2.2.y concluimos que P~! es acotada, es decir, ||(x,Tx)| < b|x|| para algin b y para

todo x € Z(T). Por consiguiente T es acotada, ya que
1T < (17l + ]| = [ e, Tx) || < D lx]

para todo x € Z(T).

O
A continuacién probamos el siguiente criterio que resulta ser muy util, el cual expresa una
propiedad que posteriormente es tomada como una definicién de cerradura de un operador

lineal
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Teorema 4.3.3 (Operador Lineal Cerrado). Sea T : X — Y un operador lineal, don-
de X y Y son espacios normados. Entonces T es cerrado si y solo si tiene la siguiente

propiedad. Si x, — x, donde x,, € X, y Tx, — y, entoncesx € X y Tx = y.

Prueba.
Por definicién, ¢(T') es cerrado si, y solo si, z = (x,y) € ¢(T) implica z € 4(T). Del

Teorema 2.3.6 (a) observamos que z € ¢4(T) si, y solo si, existen z, = (x,,Tx,) € 4(T)

tal que z, — z, por tanto

Xy — X, Tx, —y (4.23)
yz=(x,y) €¥4(T)si,ysolosi,x€X,y=Tx. O

Lema 4.3.4 (Operador Cerrado). Sea T : Z(T) — Y un operador lineal acotado con

P(T) C X, donde X yY son espacios normados, entonces:

(a) Si Z(T) es un subconjunto cerrado de X, entonces X es cerrado.

(b) SiT escerradoyY es completo, entonces 9 (T) es subconjunto cerrado de X.

Prueba.

(a) Si la sucesion (x,) estd en Z(T) y converge, es decir, x, — x, y es tal que (Tx,)
también converge, entonces x € Z(T) = 2(T) ya que Z(T) es cerrado, y Tx, — Tx
porque 7' es continua. Por lo tanto T es cerrado por el Teorema 4.3.3.

(b) Para x € 2(T) existe una sucesién (x,) en (2(T)) tal que x, — x. Como T es

acotada,

1T %0 = Tl = 1T Cn = xm )|l < [[T[} b — 2

Esto muestra que 7 (x,) es una sucesién de Cauchy. (Tx,) converge, es decir, Tx, —
y € Y porque Y es completo. Ya que T es cerrado, x € Z(T) por el Teorema 4.3.3 ademas

Tx =y. Por consiguiente Z(T) es cerrado porque x € Z(T) fue arbitrario. O
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CAPITULO V

CONCLUSIONES

1. En el presente trabajo de investigacion se amplié en forma detallada y comprensible el

Teorema de la Categoria de Baire su demostracion y sus aplicaciones.

2. Usando el Teorema de la Categoria de Baire, se probaron tres resultados fundamentales

de los espacios de Banach

- Teorema de la Acotacion Uniforme.
- Teorema de la Aplicacién Abierta.

- Teorema del Grafico Cerrado.

3. Durante el proceso de investigacion se han consultado libros, que exponen los con-
ceptos de forma rigurosa, pero también cabe destacar que se han consultado foros
matematicos que han proporcionado ideas y demostraciones expuestas en el trabajo,

que previamente han sido analizadas para comprobar su veracidad.
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CAPITULO VI

RECOMENDACIONES

1. Se sugiere continuar con el estudio de estos 3 resultados fundamentales de los Espacios
de Banach y considerar las diversas aplicaciones que estos tienen, por ejemplo, el

Teorema de la Acotacién Uniforme sirve para demostrar convergencia débil y fuerte.

2. Se dejé como trabajo a futuro el estudio de Series de Dirichlet como otra de las aplica-
ciones del Teorema de la Categoria de Baire, de igual forma un estudio més riguroso
del Teorema de la Aplicacién Abierta pues se vio s6lo una pequefia parte de las nume-

rosas propiedades que este puede poseer.
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ANEXOS

ANEXO 1: APLICACIONES

Sean X y Y dos conjuntos y A C X cualquier subconjunto. Una aplicacién (o transforma-
cién, funcional, operador) 7" de A sobre Y es obtenida asociando para cada x € A un Ginico
y €Y, denotado por y = Tx y llamado la imagen de x con respecto a 7. El conjunto A es

llamado el dominio de 7' y es denotado por Z(T')

T:9(T) —Y

x—Tx
El rango Z(T) es el conjunto de todas las imagenes

Z(T)={yeY|y=Tx, paraalginx € Z(T)}

D(T) Y

Definicién 1.1 (Aplicacién Inyectiva). La aplicacion T es inyectiva, si para todo xj,x, €

2(T),

X1 # X implica Tx; #Tx)
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es decir, puntos diferentes en Z(T) tienen diferentes imagenes, por tanto la imagen inver-

sa de cualquier punto en Z(T') es un dnico punto.

Definicion 1.2 (Aplicacién Sobreyectiva). La aplicacién T : Z(T) — Y es sobreyecti-
va,si Z(T)=Y.

Claramente,

IT) — Z(T)

x—Tx

es sobreyectiva.

Definicion 1.3 (Aplicacion Biyectiva). La aplicacién T es biyectiva si 7' es inyectiva y

sobreyectiva a la vez.

Definicion 1.4 (Aplicacion Inversa). La aplicacion T : 2(T) — Y tiene inversa si, y

solo si, es biyectiva y es denotado por:

T-1:y — 9(T)

T_ly—>x
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