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Resumen

En este trabajo, abordamos la diferenciabilidad en espacios de Banach y el teorema
del punto fijo. El objetivo principal de este trabajo, es demostrar el teorema de la
funcién implicita en espacios de Banach usando el teorema del punto fijjo como una

herramienta fundamental en la demostracion.

Palabras claves: Banach, Diferenciabilidad, Contraccion, Implicita.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad
Nacional del

TESIS UNA - PUNO ' Na
Altiplano

Abstract

In this paper, we discuss the diferentiability in Banach spaces and the fixed point
theorem. The main objective of this work is to demonstrate the theorem of the
implicit function in Banach spaces using the fixed point theorem as a fundamental

tool in the demonstration.

Key words: Banach, Diferentiability, Contraction, Implicit.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde su aparicion a principios del siglo XX, el analisis funcional se ha
desarrollado considerablemente convirtiéndose en una herramienta poderosa y
atil para abordar una amplia variedad de problemas. Aqui resaltaré, el trabajo
del matemético Polonés Stefan Banach en cuya tesis desarrolla una teoria
general de una clase de espacios normados (denotados por B-espacios, en su
tesis) y operadores lineales entre dichos espacios, en esta época del siglo XIX
se sistematizé la aplicacion de los métodos topolégicos al estudio de los
espacios de Banach (espacios normados completos).

Por otro lado, el teorema del punto fijo de Banach es uno de los resultados
fundamentales en estos espacios de Banach, el cual garantiza la existencia y
unicidad del punto fijo para determinados tipos de ecuaciones y aplicaciones.
Ademas este teorema del punto fijjo es una herramienta principal en la
demostracion del teorema de la funcion implicita, que a su vez este ultimo
teorema dado en modernas técnicas del andlisis es usado como por ejemplo en
ecuaciones diferenciales parciales elipticas.

El presente trabajo tiene por objetivo enunciar y demostrar el teorema de la
funcién implicita en espacios de Banach que envuelve funciones definidas en
un abierto

U x V, un subconjunto abierto de X x Y y asumiendo valores en Z, donde X,Y y
Z son espacios de Banach. Considerando ciertas hipdtesis sobre G y
suponiendo

G(xg,v0) = 0con (xq, yo) EUXV
El teorema garantiza la existencia de una Unica aplicacion
y=fx):UcX->VcY
Sobre la vecindad de U de x, y V de y,, que es solucién de la ecuacion
G(x,f(x)) =0

Asi, decimos que G(x,f(x)) = 0 define implicitamente y como una funcion de
X.
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En el capitulo 2 consta de la revision literaria en donde presentamos los
conceptos y resultados fundamentales del analisis funcional involucrados en el
tema.

En el capitulo 3 daremos a conocer los materiales y métodos utilizados para el
tema tratado.

En el capitulo 4 presentamos el teorema de la funcion implicita en espacios de
Banach

haciendo uso el teorema del punto fijo para la demostracion respectiva. Asi se
vera que fueron wusados algunos resultados importantes como la
diferenciabilidad, el teorema del punto fijo de Banach.

Finalmente se hace referencia respecto de las conclusiones a las que se llego
al realizar el presente trabajo.

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO ' Nacional del
: Altiplano

Capitulo 2

Revision de Literatura

En este capitulo presentaremos un resumen de los resultados basicos necesarios
para el desarrollo de los capitulos siguientes, abordaremos algunos conceptos
acerca de espacios métricos, sucesion de Cauchy, espacios métricos completos,
aplicaciones continuas, espacios de Banach, operadores lineales acotadas y
continuas, diferenciabilidad, punto fijo de Banach, contraccién. Tales conceptos
son imprescindibles para el entendimiento de la demostracion del teorema de la
funcién implicita.

2.1 Espacios Métricos
Definicién 1. Dado un conjunto X # @. Sea d: X x X — R decimos que d es una
métrica si satisface las siguientes condiciones para cualesquiera x,y,z € X

d1)d(x;y) =0
d2)d(x;y) =0siysolosix =y

d3) d(x;y) = d(y; x)

d4) d(x,y) < d(x;z) + d(z;y).

La propiedad d4) es conocida como desigualdad triangular.

Definicion 2. El conjunto X # @ asociado con la métrica d es llamado espacio
meétrico y sera denotado por (X; d).

Observacion 2.1. De d4) obtenemos, por induccion, la desigualdad triangular
generalizada. Esto es, para x4, X3, X3, ..., Xp_1, X, € X,

d(xq;xn) < d(xg;x3) + d(xg; x3) + d(x35x4) + -+ + d(xp—1; Xp)

Algunas veces escribimos solamente X en lugar de (X; d).
Definicion 3. Un subespacio (Y;d) de (X; d) es obtenido al considerar Y c X y
d como la restriccion de d al conjunto Y x Y, como

d= dlyxy-

d es llamada métrica inducida en Y por d.
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En seguida, damos a conocer algunos ejemplos de espacios métricos.

Ejemplo 2.2. Larecta (R;d) llamada métrica usual es un espacio métrico.

En efecto, consideremos el conjunto de todos los nimeros reales, y sea |. |el
valor absoluto, la funcion d: X x X - R definida por d(x;y) = |x —y|es una

métrica sobre R, paratodo x,y,z € R obtenemos

dl) Si d(x;y) = |x —y| entonces (x;y) = |x —y| = 0 por definicion del valor
absoluto.

d2) Si d(x;y)=|x—y|l=0. Entonces x—y =0, es decir x =y. Ahora,

mostrando
inversamente cuando x =y, entonces |x—y|=0. Por tanto d(x;y) =
lx —y| = 0.

d3) d(x;y) = lx =yl = (=D (=x+ )| = |y —x| = d(y; x)

dd)d(xy) =lx—yl=1x-2)+ -y < |x—z[+ [z —y| = d(x;2) + d(zy).
Por lo tanto, d es una métrica y (R; d) un espacio métrico.

Ejemplo 2.3. El plano euclidiano R?

El espacio métrico (R?;d) es obtenido del conjunto de pares ordenados de
nameros reales x = (&4,¢&,); vy = (11,12), donde d: R X R — R es definida por

d(x,y) = (&1 = n)? + (§2 — 12)?

En efecto, para todo x,y,z € R? tenemos

dl) d(x,y) =/ (&1 —n)% + (&, —n3)? = 0, pues la raiz cuadrada es positiva.

d2) =)Si d(x,y) =+/(& —11)% + (§, —1,)? = 0. De ello notemos que
(G1—m)*+ (62 —12)? = 0. Entonces &; =1, & = 1;.
&) Si & =11, & =1, entonces (§; —1;)? =0, (§; —12)* = 0. Asi,
d(x,y) = /(&1 —1)? + (&2 — n2)2.

d3) d(x,y) = (&1 — 1)+ (& —12)? = (D — D)) + (D, — &))? =
Vi —&)2+ (2 — &)2 =d(¥,x).

d4) d(x,y) = /(&1 —n1)? + (&2 — 12)?
Sean x = (§1,¢,),y = 11,12),z = ({3, (). Debemos demostrar que

d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)
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En efecto, recordemos que la métrica en R? puede ser inducida por el producto
interno, esto es

d(x,y) = /<x—y,x—y> parax,y € R?

En seguida considerando x —y = (§; — 11, &, — 12), tenemos

d(x,y)? =<x—y,x—y >= (& —1n1)* + ({2 —12)?
= -G+ -—m)P+E -G+ —n)?

= (=0 +2( DG =)+ (G =)+ (& — &) +
206 = )G —m2) + (&2 —m2)?
= (61— 3+ (G —n)? + (62— )% + (& —12)?
+2[(§1 = ¢ (G — M) + (&2 — &) (G2 — m2)]

d(x,y)> =d(x,2)> +d(z,y)? < A (2.1)

Donde A = (&; — {1 ({1 —m1) + (&2 — $) (G2 —12)

Ahora consideremos lo siguiente
u=x—1z y v=z-—-Yy
Luego,

u=_(—¢é—4) y v=({—N0,8 —1n2)

Por la desigualdad de Cauchy- Schwarz, tenemos

{u, v} = (&1 — {0 ({1 —n1) + (&2 — 32D (2 — 12)]

SWE -+ E - DD G — 1)+ (G2 —12)%)

Asi, se sigue que

A< =G —n)+ (& — &G —n)| <d(x,2).d(y, 2)
= (d(x,2) + d(y,2)".

De ahi obtenemos
(d(x,y))" < (d(x,2) +d(z,y))"

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Por lo tanto concluimos que (R?; d) es un espacio métrico.
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Ejemplo 2.4. El espacio tri-dimensional (R3;d) dado por las triplas ordenadas
x = (¢1,¢2,&3), ¥y = (n1,Mm2,1m3) Y la métrica euclidiana definida por

d(x,y) =V (& — 1)+ (& — n2)% + (§3 — 13)?
Es un espacio métrico.

Ejemplo 2.5. El espacio eucliadiano R", el espacio C", el plano complejo es un
espacio métrico.

El conjunto R" es formado por todas las n-uplas sucesiones finitas, siendo
x =018, .. &), vy=m1,n2 ..,Ny) puntos arbitrarios de R™ y la métrica
euclidiana definida por

di(6,y) =y (& —m)2+ (& —12)? + -+ (& — )2

El espacio C" es el espacio de todas las n-uplas ordenada de numeros
complejos con la métrica definida por

dy(x,y) = \/|'f1 —M1|? + & — 2] + -+ & — 1%

Cuando n =1 tenemos el plano complejo C con la métrica usual definida por

dy(x,y) = |x —y|.

Estas métricas d, y d, junto con R" y C" respectivamente (R", d;) y (C*, d,)
sSon espacios métricos.

Ejemplo 2.6 Espacio de sucesiones [*

Sea X el conjunto de todas las sucesiones de numeros limitadas, esto es,
X={x=x=(& )] <cx} &,82, ... € R tal que paratodo j = 1,2, .. el
namero c, depende de x, mas no depende de j. Escogemos la métrica definida
por

d(x,y) = supjenlé; — 1l

Dondey=(m;) €X y N={1,2,..}y sup denota supremo (la menor de las

cotas superiores).
Denotaremos este espacio métrico por [* = (X,d), llamada espacio de
sucesiones. A seguir demostraremos que d es una métrica.

Seax = (§,&, ), ¥ = (M2, ), 2= (1,42)) € X. Entonces
dl) d(x,y) = supjen|€; —n;| = 0 pues [€; —n;| es positiva.

d2) Si d(x,y) = supjen|é; —n;| = 0 entonces |§; —n;| =0, de donde &; =n;.
En seguida mostraremos la reciproca, si ; =n; entonces |fj—nj| =0 de
donde d(x,y) = sup]-eN|E]- - r]j| = 0. Es decird(x,y) = 0.
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d3) d(x,y) = supjen|é; — nj| = supjen| (=D (M; — &))| = supjen|n; — | =
=d(y, x).

d4) Sean x,y,z en X,
d(x,y) = supjen|éj — nj| = supjenlé; — & + G — 15
< supjen|é; — G| + supjen|Gy — 15| = d(x,2) + d(z,y).

Es decir d(x,y) <d(x,z) +d(zy). Por lo tanto [ = (X,d) es un espacio
métrico.

Ejemplo 2.7. El espacio de las funciones C|a, b].

Sea X = (C[a, b] el conjunto de todas las funciones continuas de valores reales,
definidas sobre una variable t € C[a, b], con la métrica dado por

d(x,y) = maxecpapy|x(t) — y(@)|.
Asi. Con esta métrica es un espacio métrico y es denotado por C[a, b] = (X, d).
Ejemplo 2.8. Espacio métrico discreto

Sea X cualquier espacio, en este considere la métrica discreta, definida por

0,x=y
1L,x+y

a(x,y) ={

Este espacio (X,d) es un espacio métrico y es llamado espacio métrico
discreto.

2.2 Conjuntos abiertos, cerrados y vecindad
Definicion 4. Sea (X, d) un espacio métrico, x, € X y r > 0. Definimos:
a) Labola abierta de centro x, y radio r es el conjunto de todos los puntos de
X dado por
B(xg;7) = {x € X, tal que d(x,x,) <r}.
b) La bola cerrada de centro x, y radio r es el conjunto dado por
B(xo;1) = {x € X, tal que d(x,x,) < 7}.
c) La esfera de centro x, y radio r, por definicién, el conjunto
S(xg;r) = {x € X, tal que d(x,x,) = 1}.
También S(xy; ) = B(x;7) — B(xo; 7).

Ahora consideraremos dos nuevos conceptos.
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Definiciéon 5. Un subconjunto M en un espacio métrico X es llamado abierto, si
para cualquier punto x, del mismo, podemos hallar una bola abierta B(xy;r) la
cual esta contenida en M.

Definicion 6. Un subconjunto K c X es llamado cerrado si su complemento
(en X) es abierto, esto es K¢ = X — K es abierto.

Ejemplo 2.9. Una bola abierta es un conjunto abierto
En efecto, si la bola abierta es dada por
B(xg;7) = {x € X, tal que d(x,x,) <r}.

Seax € B(xq;7) y d(x,x,) <r.Denotamos r, =r — d(x,x,) <r.Asi
B(x,1;) € B(xy;r) . Ahora tomemos un elemento y € B(x,r;) de donde
obtenemos d(y, x) < r;. De esto,

d(y,xo) <dy,x)+d(x,xy) <r +d(x,x) =r—d(x,xp) +d(x,x) = 7.

Por lo tanto B(x,; r) es un conjunto abierto,
Ejemplo 2.10. Una bola cerrada es un conjunto cerrado.

Sea K = B(xq;1r) y K¢ = X — B(xy; 7). Mostremos que K¢ es un conjunto abierto

En efecto, sea x; € K¢, mostremos que existe una bola abierta B(xy;7;)
contenida en X — B(xy; r). Como x; no esta en B(x,;r) se tiene entonces que
d(xqy;x9) >r. Definamos 1, —d(x;;xy) —r >0 esto es equivalente a r =
d(xq;x9) — 1. VEeamos que

B(xq;71) € X — B(xo; 7). En efecto, sea y € B(x;;7;) entonces d(y,x;) <r;. De
lo cual tenemos d(xq;x) < d(xq;y) +d(y; x0) <1y +d(y; x0). Luego

d(x1;x9) < 1y + d(y;x9). Por lo tanto d(xi;x0) — rn <d(y;x,) es decir
r < d(y; x) esto significa que y € B(xq;7) 0seay € X — B(xq; 7).

Definiciébn 7. Una bola abierta B(xy;e) de radio € >0 els llamada una
e —vecindad de x,. Diremos por vecindad de x, a cualquier subconjunto de x
gue contiene una ¢ —vecindad de x,.

Observacion 2.11.

a) Vemos de la definicion que cada vecindad de x, contiene x.

b) Si N es una vecindad de x, y N ¢ M, entonces M es también una vecindad
de x,.
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2.3 Aplicaciones continuas

Definicion 8. Sean (X, d), (Y,d ) espacios métricos. Una aplicacion T: X — Y se
dice que es continua en un punto x, € X si para cada € > 0 existe un § > 0 tal
que

d(x; x,) < & entonces d(Tx, Tx,) < €.

Decimos que T es continua en X, si T es continua para todo punto de X.

Es interesante que las aplicaciones continuas puedan ser caracterizadas en
términos de conjuntos abiertos. Asi, el teorema siguiente nos brinda el
siguiente resultado.

Teorema 2.12. Sean X,Y espacios métricos. T:X —» Y es continua si y
solamente si la imagen inversa de un subconjunto abierto de Y es un
subconjunto abierto de X.

Demostracion

Suponga que T es continua. Sea S < Y un subconjunto abierto y S, la imagen
inversa de S. Si S, = @, S, es abierto. Sea S, # @, para cualquier x, € S,, sea
vo = Tx, € S, como S es abierto, entonces existe una € —vecindad N de y,.

Desde que T es continua existe una §-vecindad N, que es aplicado en N.
Como

N c S, tenemos N, € S, es un conjunto abierto, pues x, € S fue considerado
arbitrariamente.

Reciprocamente, suponga que la imagen inversa de cualquier conjunto abierto
en Y es un conjunto abierto en X. Entonces para cada x, € X y cualquier
e —vecindad N de Tx,, la imagen inversa N, de N es abierto, desde que N es
abierto, y N, contiene x,. Por lo tanto N, es aplicado en N. Consecuentemente
por la definicion T es continua en x,. Como x, € X fue considerado de forma
arbitraria, entonces T es continua.

Definicion 9. Sean X,Y espacios métricos, T:X — Y una aplicacion. Se dice
gue es lipschitziana (lipschitziana continua) si existe una constante k > 0
llamada constante de Lipschitz tal que

d(T(x),T(y)) < kd(x,y) paratodo x,y € X.

Ejemplo 2.13. Toda aplicacion lipschitziana es continua pues, dado € > 0, y
tomando & = % entonces d(x,p) < & implica d(T(x), T(p))) < kd(x,p) < k% =¢
para cualquier

p € X, es decir d(T(x),T(p))) < e.
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Ejemplo 2.14. Las funciones continuas mas simples son las funciones
constantes. Definimos la funcion T:X - Y, y, €Y con T(x) =y,, para todo
x € X. Entonces. Si S es un conjunto abierto en Y, T~1(S) = @ cuando y, ¢ S, y
T1(S) =X siy, €S.Como X y @ son abiertos en X, T es continua.

Ejemplo 2.15. La funcion identidad es otro ejemplo sencillo de una funcion
continua. Definimos T:X - Y. Como T(x) =x para cada x € X. Entonces
T~1(S) = S para cada abierto S en X.

Definicion 10. Sea M un subconjunto de un espacio métrico X, entonces

a) Un punto x, € X (puede o0 no ser punto de M) es llamado un punto de
acumulaciéon de M(o punto limite de M) si toda vecindad de x, contiene por lo
menos un punto y € M diferente de x,.

b) El conjunto formado por los puntos de M y por los puntos de acumulacion
de M es llamado la cerradura de M y es denotado por M.
La cerradura es el menor conjunto cerrado que contiene M.

2.4. Convergencia, sucesion de Cauchy, complitud
Sabemos que sucesiones de numeros reales cumplen un papel importante en
el célculo y la métrica en R permite definir el concepto basico de convergencia
de tal sucesion. El mismo satisface para cada sucesiéon de nimeros complejos,
en este caso usamos la métrica en el plano complejo. En un espacio métrico
cualquier (X, d) la situacion es casi similar, esto es, debemos considerar una

sucesion ( x,) de elementos x4, x5, x5, ... de X y usar la métrica d para definir la
convergencia de modo analogo al que fue hecho en el calculo.

Definicién 11. Una sucesion (x,) en un espacio métrico X = (X,d) se dice
convergente si existe un x € X tal que

lim,d( x,,x) = 0.
En este caso x es llamado limite de ( x;,) y escribimos
lim, X, =X 0 x,—x.

Cuando es necesario usaremos la notacidon x, — x para indicar que la
convergencia es con relacion a la métrica d. En otras palabras, x,, - x si

Ve > 0,3 n, € N tal que Vn > n, implica d(x,, x) < €.

Definicién 12. Decimos que un subconjunto no vacio M c X es un conjunto
acotado si su diametro

S(M) = Supx,yEMd(x' y)
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Es finito. Llamemos una sucesion (x,) € X de sucesion acotada si
corresponde al conjunto de puntos de un subconjunto limitado de X.

Si M es limitado, entonces M c B(x,,r), donde x, es algun punto de X.
Mostremos ahora el siguiente lema:

Lema 2.16. Sea X = (X, d) un espacio métrico. Entonces

a) Una sucesion convergente en X es acotada y su limite es Unico.
b) Six, = x; y, = yenX, entonces d(x,,y,) = d(x,y).

Demostracion

a) Suponga que x, — x. Entonces, consideremos ¢ = 1, podemos encontrar
un N tal que d(x, x) <1 para todo n> N. Entonces por la desigualdad
triangular M4) y para todo n tenemos d(x,,x) < 1 + a, donde

a = max{d(xy, x), ...,d(xy,x)}. Esto muestra que el conjunto de puntos de la
sucesion (x,) es un conjunto acotado. Asi, considerando y € B,(1+ a) y por
la desigualdad triangular M4) tenemos

d(x,,x) <d(x,y)+dy,x)<l+a+1+a=2a+2.
Entonces  8(B,(1+ a)) = supy, vep,a+a)d(Xn,x) <2a+2. Asi pues, el
diametro de la bola B,(1+ a) quedaria finito. Esto muestra que ( x,) s una

sucesion acotada.

Ahora mostremos la unicidad. Supongamos que x, »>x Yy x, »>z de la
desigualdad triangular, obtenemos

0<d(x,z) <d(x,x,) +d(x,z)—>0+0=0.
Luego d(x,z) = 0 implica que x = z.
b) Usando la desigualdad triangular tenemos
d (X, yn) < d(xn, x) +d(x,y) + d(y, yn) (2.2)
Luego,
d(xn, yn) — d(x,y) < d(xp,x) + A, yn)-
De forma anéloga,

d(x,y) < d(x,xp) + d (%, Yn) + d(Vn, ¥).
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De ahi
d(x,y) —d(xp, yn) < d(x,x,) + d(Yn, y).

Multiplicando por (—1) obtenemos
d(Xn, Yn) = d(x,y) 2 —=d(xp, x) = d(yn, ¥) (2.3)
De (2.2) y (2.3) tenemos
(A, x) + d(yn, ¥)) < d(xn, yp) — d(x,y) < d(xp, X) + d(yn, y)
Significa que,
|d(xn, yn) — d(x, ¥)| < d(xp, %) + d (¥, y) = 0.
Se sigue que,
d(xp, yn) —d(x,y) = 0. Es decir d(x,, y»,) = d(x,y).
En seguida definiremos el concepto de complititud de un espacio.

Definicion 13. Una sucesion (x,) en un espacio métrico (X,d) es una
sucesién de Cauchy si para todo € > 0 existe N = N(¢) tal que

d(Xm, x,) < € paratodom,n > N.

Definicion 14. Un espacio (X, d) se dice que es completo si toda sucesion de
Cauchy converge en X, esto es; si tiene un limite el cual es un elemento de X.

Ejemplo 2.17. Ry C son espacios completos
Ejemplo 2.18. (complititud de R"). Consideremos el espacio euclidiano R",

formado por las n-uplas (x4, x5, ..., x;, .... X,), para todo 1 <i < n. Denotamos
este espacio con la métrica de R" x R" — R, definida por

1
2

ACy) = [ 6= | = [Ga= ) + (G =1 et (5 =)
j=1

Donde x = (§;),y = (nj) € R™. Mostremos que R"es completo, para lo cual
consideremos alguna sucesion de Cauchy (x,,) en R", escrito por

Xy = ( fm), ,(lm)). Desde que (x,,) es una sucesion de Cauchy, dado para
todo € > 0, existe un N tal que

dCom, %) =[S, (6™ — £7)2]2 < ¢ para todo m, 7 > N. (2.4)
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Tomando param,r >Ny j=1,..,n, tenemos

N =

n
1
€™ = 6Pl =[G - g < > ¢ - g2 <
j=1
Entonces
|E](m) — E}r)| < e param,r > N.

Esto muestra que para cada j fijo y (1 <j <n), la sucesién ¢;,¢7,... es de
Cauchy de nimeros reales. Como R es completo, §;* - ¢; en R cuando

m — co. En seguida definimos x = (&3, ..., §,). Claramente x € R", de (2.4) con
r — oo, obtenemos

d(xy,, x) < param > N.

De esto sigue que x € R", ya que (x,,) fue considerada una sucesion de
Cauchy arbitraria. Por lo tanto R" es completo.

Ejemplo 2.19. Espacio Incompleto

Considere X = (0,1] con la métrica usual definida por d(x,y) = |x —y|, Y una
sucesion x, =% con n = 1,2,3, ... Esta es una sucesion de Cauchy, mas no es

convergente, porque el punto 0 no pertenece a X. Por tanto X es un espacio
incompleto.

Teorema 2.20. Toda sucesioén (x,,) de un espacio métrico X es una sucesion
de Cauchy.

Demostracion

En efecto, sea (x,) € Xy x, — x, entonces para todo € > 0, existe N = N(¢)
tal que d(x, x) <§ para todo n > N. También, consideremos (x,)c X y

Xm — X, entonces para todo € > 0, existe N = N(¢) tal que d(x,,, x) <§ para

todom > N. Por la desigualdad triangular tenemos
d(xXm, xn) < d(Xpm, x) +d(xp,x) < §+ % = g, paratodom,n > N.

Por lo tanto d(x,,, x,,) < € paratodo m,n > N es una sucesion de Cauchy.

Teorema 2.21. Sea M un subconjunto no vacio de un espacio métrico (X,d) y
M su clausura, entonces

a) x € M siy solo si existe una sucesion (x,,) en M tal que x,, - x.
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b) M escerrado siysolosi (x,) € M, x, = x implica x € M.
Demostracion

a) (=) En efecto, sea x € M. Six € M, consideremos la sucesion
xn = (x1,%,, ...) que converge a x. Si x € M, este es un punto de acumulacion

de M. Por tanto, para cada n = 1,2,... Las bolas B(x,%) contiene x, EM y

1
Xn = X porque — - 0.

() Si x € M entonces x € M pues M ¢ M. Ahora si x € M entonces
x€ M 6 x¢& M. Es decir x € (X —M). Como (x,) €M, x, » x dado &> 0,
existe n, € N tal que n >n, implica x, € B(x,¢). O sea x es un punto de

acumulacion de M. Asi x € M.

b) Sea M cerrado, debemos mostrar que si (x,) M, x, - x implica x € M.
Sabemos que M c M, faltaria apenas mostrar que M c M.

En efecto, tomemos (x,) € M donde x,, — x, asi x € M. Por a) tenemos si

x € M siy solo si existe una sucesion (x,)) en M tal que x,, > x. Asi

x € M.

Teorema 2.22. Un subespacio M de un espacio métrico completo X es
completo siy solo si M es un conjunto cerrado en X.

Demostracion

(=) Por la parte a) del teorema anterior se tiene, para cada x € M existe una
sucesion (x,) en M tal que x, —» x. Como (x,,) es una sucesion de Cauchy y M
es completo entonces (x,) converge en M, de ahi x € M. Asi mismo M c M.
Como también sabemos que M ¢ M, entonces M = M. Esto prueba que M es
cerrado, pues x € Mfue considerado arbitrario.

(&) Sea M un conjunto cerrado y (x,) una sucesion de Cauchy en M.
Entonces x,, —» x € X, implica que x € M por a) de | teorema anterior y x € M,
sabemos que M es cerrado M = M. Como (x,) es una sucesion de Cauchy
arbitraria en M, esto prueba que M es completo.

El siguiente teorema muestra la importancia de la convergencia de las
sucesiones en conexion con la continuidad de una aplicacion.

Teorema 2.23. Una aplicacién T:X —» Y de un espacio métrico (X,d) en el
espacio métrico (Y,d) es continua en un punto x, € X siy solamente si
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X, = Xo entonces Tx,, = Tx,.

Demostracion

(=)Suponga que T es continua en x,; entonces para cada ¢ > 0, existe § > 0
tal que

d(x,x,) < & implica d(Tx, Tx,) < €. (2.5)

Sea x, = x, entonces existe un N tal que para todo n > N, implica
d(x,, xy) < 6. De aqui, por (2.5) d(Tx,, Tx,) < € paratodo n > N. Por definicion
esto significa que Tx,, = Tx,.

(<) Suponga que x, = x,, implica Tx,, = Tx,. Probaremos que T es continua
en x,.

Suponga que T no sea continua en x, entonces existe (¢ > 0) tal que para todo
6 >0, existe x #x, satisfaciendo d(x,xy) <6 mas d(Tx,Txy,)=¢. En

. 1 . . . 1
particular, para & = — existe un x, satisfaciendo  d(x,, xo) < — pero
d(Tx,, Tx,) = e. Claramente x, — x,, pero Tx, » Tx,, es decir Tx, no

converge a Tx,. Esto es una contradiccién. Por lo tanto Tx, - Tx,, queda
probado el teorema.

2.5 Espacios de Banach

Definicién 15. Un espacio normado es un par (X, ||.|)) formado por un espacio
vectorial X y una aplicacion ||.||: X - R llamada norma, que satisface las
siguientes propiedades:

a) |lx|l=0,vVxeX.

b) ||x|| =0 siy solo six = 0.

c) |lax|| = lalllx|,Vx €Xya€R.
d) llx+yll < lxll+llyll,vxy€X.

Observacion 2.24. Todo espacio normado es un espacio métrico, para ver
esto, considere la métrica d dada por la norma, esto €s;

d(x,y) = llx = yll

d es llamada métrica inducida por la norma. La afirmacion reciproca no es
verdadera, esto es; no todo espacio métrico es normado.

Veamos el siguiente ejemplo para justificar esta afirmacion.
Ejemplo 2.25. Sea d la métrica discreta dada en el ejemplo (2.8). Siendo d

dada por la norma ||. ||, para x # 0 notemos que
[|12x|| = d(2x,0) = 1. (2.6)
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Por otro lado, por definicion de norma
12x]| = |2]l|x]l = 2d(x,0) = 2.1 = 2 (2.7)

De (2.6) y (2.7) observamos que la norma no esta bien definido. Lo que implica
gue, la métrica discreta no induce una norma.

Definicion 16. Se dice que un espacio normado X es un espacio de Banach si
es un espacio métrico completo con la métrica inducida por la norma.

Asi, con la nocién de sucesiones tenemos que X es un espacio de Banach si
toda sucesiéon de Cauchy en X es convergente a un punto de X. En este caso
decimos que la norma de X es completa.

Una condicién necesaria para que una métrica induzca una norma sera dada
en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.26. Si (X, ||.||) es un espacio normado, la aplicacion
d(x,y) = ||lx — y||, para todo x,y € X.

Satisface las siguientes condiciones:
a) dix+zy+2)=dxy);
b) d(Ax,Ay) = |Ald(x,y).
En efecto, sean x,y,z € X, notemos que

dx+zy+z)=lx+z-y—z|l=lx -yl =d(xy)

d(Ax, Ay) = [[Ax — Ayl = [[A(x = D = |Ald(x,y).

Reciprocamente, si X es un espacio vectorial y (X, d) es un espacio métrico en
el que se verifica a) y b), entonces (X, ||. ||) es un espacio normado donde
llx]| = d(x,0). En seguida, daremos a conocer algunos ejemplos de espacios
de Banach.

Ejemplo 2.27. X = R con la norma del valor absoluto es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.28. El espacio euclidiano R? dotado de la norma

llx = yll = V(& = 1)? + (&2 = 12)?

donde x = (£1,&,), vy = (n1,12) € R? es un espacio de Banach.
En efecto, debemos probar que el espacio R? es completo. Para tal fin
consideremos una sucesion de Cauchy (x,,) en R?, que denotaremos por
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() = (E7™,68™), como (x,,) es una sucesion de Cauchy, sigue que dado
€ > 0, existe un N € N tal que param,r > N

= 2,11 = | (£ = £, 68 — £7)]|| =

JE™ ey @ ey < e (28)

Ademas, como (6™ — M)z < (/™ — ez 4 (g™ _ £lM)2_ sigue que

|El(m) _ 1(r)l _ \/( 1(m) _ 1(r))2 < \/(fl(m) _ fr))z +( gm) _ 2(7«))2 <

Entonces,

g™ - &< e
De forma anéloga,
& -8 < e

Luego, notemos que las sucesiones (El(m)), (Ez(m)) son sucesiones de Cauchy
de numeros reales. Como por ejemplo (2.27), R es un espacio de Banach
(completo), entonces estas sucesiones convergen en R. Denotemos por &;,¢,
tales puntos de convergencia, esto es; £&™ — & y £ - ¢,

Ahora, definamos x = (¢,¢&,) € R? y observemos que

I — 2l = [~ £0)% + € — £2

< (6 -a) + Jem - gy

= |&m™ —51| +1&™ —&| - 0.

Lo que implica
d(x;,, x) < € paratodo m > N.

Por lo tanto R? es un espacio métrico completo, donde la métrica es inducida
por la norma. Luego R? es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.29. Este espacio [P definida por

lp =<{X = (x11x21 ) tal que zlxilp < +OO
j=1
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1
Con la norma ||x|| = (Zj-‘;1|€j|p)". Es un espacio de Banach, con p fijo
yl1<p<+o,

En efecto, sea (x,,) alguna sucesion de Cauchy en el espacio [P, entonces
dado € > 0, existe N tal que para todo m,n > N,

P 1
bt = xall = O [ = &P < &
j=1
Para cada j = 1,2, ..., tenemos
b1
|6 =& = (™ - & H e
1
P p /p
< (e =™+ g -l + ) T =l -l < e

Asi,
|€ng) — f}n)| < eparam,n > N.

Tomando j fijo. Vemos que cada coordenada forma una sucesion (g’}”,f}z), )
de donde obtenemos una sucesion de Cauchy de numeros. Siendo R
completo, sigue que E}m) — §; cuando m — oo.

En seguida, definimos x = (&;,&,,...) y mostremos que x € [P, esta sucesion es
convergente, es decir x,, = x. De (2.9) tomemos para todo m,n > N,

e - gof <o
=1

Para (k = 1,2,...). Sean - o, obtenemos param > N,

k
Dl =&l e
j=1

Ahora, sea k — o entonces param > N,
_ (m) P_ »
bem —xll = ) 6™ — g <& (2.10)
j=1

De esto sigue que x,,, —x = (E}m) —¢&;) €lP. Yaque x,, € [P, se sigue
X=%Xp+x—xp) €P

Desde que [P es un espacio vectorial. Faltaria apenas ver que x,, = x, para
eso de (2.10) tenemos

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO [ Nacional del
: Altiplano

1/p

b —xll = O 5™ =5 <e
=1

]

Por lo tanto [P es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.30. El espacio [* dotado con la norma
lx —yll = Supjlfj —77j|

Con x = (§5),y = (n;) es un espacio de Banach.

En efecto, sea (x,,) alguna sucesion de Cauchy en el espacio [, donde
X = (€T, €0 Y. Luego dado & > 0, existe N tal que m.n > N,

It — xall = sup;|ef™ — €| < &
Para j fijo,
(m) n) (m) )
|Ej —¢; | Ssu'pj|fj —§; | <e€
Entonces,
|E§m) - E}”)| < eparam.n >N, (2.11)

La sucesion 51(.’”) = (E@,f@, ...) €s una sucesiéon de Cauchy de numeros en R.
Siendo R completo, E}m) - §; cuando m — 0. O sea

X = (&7, ..,8™, ) converge a x=(&,&,...ém ). En seguida

mostremos que x € [ Y x,,, = x. De (2.11) con n — oo, tenemos

|€]§m) - Ej| <epara m >N (2.12)

Ya que x,, = (f](-m)) €l*k,, >0 tal que |€ng)| < k,,para todo j, usando la
desigualdad triangular obtenemos,

161 =18 =& + &1 <18 = &1+ 15 < &+ ki
Por lo tanto,
sup;|&;| < &+ kp, paraj € N.

Entonces ¢; es una sucesion acotada de nimeros. Esto implica que x = (;) €
[® ytambién de (2.11)
supj|€]§m) - §j| < e param > N.
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Entonces ||x,, — x|| < . Es decir x,, —» x € [*. Por lo tanto probamos que [* es
un espacio de Banach.

Ejemplo 2.31. El espacio C[a, b] es un espacio de Banach.

En efecto, consideremos (f;,)y=, una sucesion de Cauchy en CJa, b], probemos
que tal sucesion converge en C[a, b], para esto observemos que, dado ¢ > 0,
existe n, € N, tal que para m,n > n, sigue que

If = full = max 1,(6) = fin(®)] < & (2.13)
Y asi para un t, € C[a, b], tenemos que

falto) = fn(to)] < max Ifu() = fm(®)] <&

Luego (f(ty))n=1 €S una sucesion de Cauchy de numeros reales, por lo tanto
es convergente. Definamos f la funcion tal que para cada t, € C|a, b], fijo

lim £, (¢0) = f (to)
Ahora, verifiguemos que f € C[a, b]. De (2.13) cuando m — oo tenemos

max_|f(t) — f(O)] < €

teCla,b

Asi, para todo t € C|a, b],

1@ -f®l<e (2.14)

Lo que muestra que (f,,(t)) converge uniformemente para f(t) en [a, b]. Ahora
notemos que cada f,, es continua y sabemos que la convergencia uniforme de
funciones continuas es una funcion continua. Por lo tanto f € C[a, b]. Ademas
de eso, usando (2.14)

I = £l = maX]Ifn(t) —f@®l<e

teCla,b
Lo que implica que f,, = f.
2.6 Propiedades de espacios de Banach

Teorema 2.32. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto Y c X es
completo siy solo si Y es cerrado en X.
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Demostracion

Sea Y un subespacio del espacio de Banach. Supongamos que Y es completo.
Mostraremos que Y es cerrado, esto es Y =Y. Es claro que Y cY, asi
mostraremos apenas que Y c Y.

Para esto, consideremos y € Y, luego existe una sucesion (y,,) en Y tal que
Ym — y. Como toda sucesion convergente es una sucesion de Cauchy. Sigue
gue dado € > 0 existe un ny € N tal que

v — |l < € paratodo m,n = n,.

Ademas, siendo Y completo, la sucesion de Cauchy (y,,) converge a un punto
en Y, llamemos y' este punto, es decir y,, - y. Como el limite es unico
tenemos que y’' =y € Y. Por tanto y € Y como queriamos mostrar. Asi Y =Y.

Reciprocamente supongamos que Y c X es cerrado en X y probemos que Y es
completo. Sea (y,,) €Y una sucesion de Cauchy, debemos probar que
Ym 2y €Y. Como Y c X entonces (y,,) € X, es decir (y,,) €S una sucesion de
Cauchy en X. Sin embargo X es completo, sigue que y,, = y € X. Ahora como
Y es cerrado entonces y € Y.

2.7 Espacios normados de dimension finita

Definicién 17. Sea X un espacio vectorial, se dice que X es de dimension finita
si su base tiene un namero finito de elementos. A este numero se le denota por
dim X.

Mostraremos a seguir que espacios de dimension finita son espacios de
Banach, para eso sera util el siguiente lema que dice de la equivalencia entre
normas en espacios de dimension finita.

Lema 2.33. Sea {x4,..,x,} un conjunto de vectores linealmente
independiente en un espacio normado X. Entonces existe un nimero ¢ > 0 tal
gue para cada eleccion de escalares a4, ..., a,, tenemos

llayxy + -+ apxpll = c(ag| + -+ layl)
Demostracion (Véase el texto de Kreyszig)
Teorema 2.34. Todo subespacio Y de dimension finita de un espacio normado
X es completo. En particular, todo espacio normado de dimension finita es
completo.

Demostracion

Consideremos una sucesion (y,,) en el subespacio Y de dimension finita y
mostremos que esta sucesion es convergente en'Y.
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Sea dimY=n y {e,..,e,} una base en Y. Asi existen escalares
™, al™, ..., al™ tal que (y,,) tiene una Gnica representacion

VYm = aim)el + -+ a,gm)en
Ya que (y,,) es una sucesion de Cauchy, para cada ¢ > 0 existe un N tal que

¥, — ¥l < € param,r <N

Por el lema (2.33) tenemos, para algun ¢ > 0 lo siguiente

n
> cz |aj(m) - aj(r)
j=1

para todo m,r > N. Dividiendo por ¢ > 0, obtenemos

n
(m) ™) _ €
SZ a; —a ) < -
" (g™ -a) <
(m)

Por consiguiente a; "’ es una sucesion de Cauchy en R, sabiendo que R es

(m)
completo, ;" converge a a;

n
e> |lym — vl = Hz 1(oc],(m) — aj(r))ej
]:

(m) ()

y = 0(161 + -+ anen

Evidentemente y € Y. Asi

" m) " m
==Y @™ = <D [ - ] le
Jj=1 Jj=1

Que tiende a cero, (y,,) converge a y, esto es ||y, — y|l = 0. De donde (y,,,) es
convergente en Y. Por lo tanto probamos que Y es completo.
Del teorema (2.4) y (2.34) tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.35. Todo subespacio de dimension finita Y de un espacio normado
X es cerrado en X.

Definicion 18. Una norma ||. || en un espacio vectorial X es equivalente a una
norma ||.|l, en X si existen nimeros positivos a y b tal que para todo x € X
tenemos

allxllo < llxIl < bllxllo.
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2.8. Operadores lineales continuos

Definicion 19. Sean X,Y espacios vectoriales sobre el campo de los numeros
reales. Decimos que una aplicacion T: X — Y es lineal paratodo x,y € X,a € R
se cumple que
T(x+y)=T(x)+T),
T(ax) = aT(x)

Mostremos algunos ejemplos
Ejemplo 2.37
1. Sea X un espacio vectorial. Iy: X — X el operador identidad definido por

Iy(x) = x paratodo x € X. Denotaremos Iy = I para simplificar la notacién. Este
operador es lineal. En efecto, parax,y € Xy a € R,

Lx+y)=x+y=I0Lx)+Ix()
Iy(ax) = ax = aly(x).

2. Sean X,Y espacios vectoriales. El operador cero 0:X — Y definido por
0(x) = 0 paratodo x € X. Es claro que 0 es un operador lineal.

A seguir definiremos el operador inverso

Teorema 2.38 Sean X,Y espacios vectoriales. Sea T: X — Y un operador lineal
entonces

a) El operadorinverso T71:Y - X existe siy solo si
Tx=0=>x=0
b) SiT! existe, este es un operador lineal.
c) SidimX =n<o y T~!existe entonces dimY = dim X.
Sean X,Y espacios normados, a seguir daremos la definicién de operador lineal
acotado y veremos que la acotabilidad de un operador es equivalente a su

continuidad.

Definicién 20. Sea T: X — Y un operador lineal. Se dice T es acotado si existe
un ¢ > 0 tal que

ITx|| < cl|x|| paratodo x € X

Definicién 21. Sea T: X — Y un operador lineal acotado, definimos la norma de
un operador ||T|| de T mediante

IT]| = inf{c/||Tx|| < c|lx]|| } para todo x € X.
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Expresiones equivalentes de ||T|| son:

7|l
[l

o |IT|l = supyzo
o |IT|l = supjx<1 ITx|

o |IT|l = supyy=11ITxll

Ejemplo 2.39. Sea X un espacio normado y x € X. El operador identidad
I:X — X esacotadoy ||I|]| = 1.

En efecto ||I(x)|| = ||lx]| < ||x]|, luego existe ¢ =1 > 0 tal que ||[I(x)| < cllx]l.
Ademas
|||
1 = SUPx=0 T = SUPyzol = 1.

Ejemplo 2.40. Sean X,Y espacios normados. El operador cero 0:X - Y es
acotado y con norma ||0]| = 0.

Mostremos a continuaciéon que en dimension finita la acotabilidad sigue de la
linealidad.

Teorema 2.41. Sea X un espacio normado de dimension finita, entonces cada
operador lineal en X s acotado.

Demostracion

SeadimX =ny {ey,..,e,} una base de X. Consideremos algin x = ¥7_; {je; ¥
un operador lineal T en X,

n n n
Il = (1) &7e|| < ) [¢llITes]) < maxiien Y || (2.15)
=1 = =1

Por el lema (2.33), con a; = ¢; y x; = e; obtenemos

n n

1 1
lal =D gel| = nx (2.16)
=t =t
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Reemplazando (2.16) en (2.15) tenemos
[|ITx|| < w||Tx|| donde w = %makuITekll.

De esto probamos que T es acotado.

Teorema 2.42. Sean X, Y espacios normados. Sea T:X — Y un operador
lineal, entonces

a) T escontinuasiysolosiT es acotado.

b) SiT es continua en un solo punto, T es continua.

Demostracion

a) para T =0 la demostracion es trivial. Sea T # 0 entonces ||T| # 0.
Consideremos que T es acotado, debemos probar que T es continua, para ello

asumamos algun x, € X.
Sea algun € > 0 dado tal que

lx — x,|| < & donde & =ﬁ

Entonces como por hipotesis T es lineal para todo x € X, tenemos que
ITx — Txoll = IT(x — xo) Il < [ITlllx — xoll < |IT1I6 =€
Siendo x, € X arbitrario, se muestra que T es continua.

Reciprocamente asumamos que T es continua en x, € X, probemos que T es
acotado, entonces dado € > 0 existe un § > 0 tal que

lx — x|l <8 = ||ITx — Txpll < € (2.17)

En seguida tomando algun y + 0 en X y sea

L
X =X _—
RNTIVTRd
o
—Xo =7V
TR

Asi, desde que T es lineal y usando (2.17), tenemos
)
Iyl

)

y|| = syl <.

Tx —Txpll = IT(x — x =||T
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Luego
&
ITyll < < lyll-

Esto puede ser escrito como ||Ty|| < c||ly|| donde ¢ = %- Asi mostramos que T
es acotado.

b) si T es continua en x, € X implica que T es acotado en x, y por la segunda
parte de la demostracion de a) implica la continuidad de T.

2.9 Aplicacion abierta

Teorema 2.43. (Teorema de Baire). Sean (X, d) un espacio métrico completo
y (F)n=1 Una sucesion de subconjuntos cerrados de X tales que X = U~ Fy,.
entonces existe n, € N tal que F, tiene un interior no vacio.

Definicién 22. Sean X,Y espacios de Banach. T: X — Y un operador lineal, se
dice que T es una aplicacion abierta si T transforma abiertos en abiertos, esto
es si A c X es abierto entonces T(A) es abierto.

Teorema 2.44. Sean X,Y espacios de Banach y T un operador lineal y acotado
es sobreyectiva, existe ¢ > 0 tal que By(0,c) € T(Bx(0,1)). En particular T
transforma abiertos de X en abiertos de F, esto es T es una aplicacion abierta.

Corolario 2.45. Sean X,Y espacios de Banach y T un operador lineal y acotado
es biyectivo, entonces T~ es un operador lineal y acotado.

Demostracion
i) Primeramente mostraremos que T~ es acotado. En efecto por el teorema
de la aplicacion abierta, existe ¢ > 0 tal que

By(0,c) € T(Bx(0,1))

Luego si T(x) € By(0,¢) = T(x) € T(Bx(0,1)) = x € Bx(0,1) = ||x|| < 1. Esto
es, si ||ITx]|| < ¢ = ||x]|| < 1. Asi afirmamos

llx]l < 2 IITxl, para todo x € X. (2.18)

De hecho, si existe x, # 0 en X tal que

lxoll > = ||T(xo>|| > ||T(II ||)|| <c

x = 1(y) se tiene [T71(y) || < % ly|l para todo y € Y.
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i) En seguida mostraremos que T~! es lineal, pues
T nh+y)=zoy +y,=T()
Seay; =T(z1),y, = T(z;). Luego
T(z)=y1+y,=T(z)) +T(22) =T (2, + 2,)
De ahi
z=21+2, =T (y) +T7(y2)

Asi mismo

T Nay) =z ay =T(2)

Consideremos y =T(z;). Luego T(z) =aT(z;) =T(az;). Asi z=az, =
aT~1(y). Concluimos que T~ es lineal.

Por lo tanto de i) y ii) T~! es un operador lineal y acotado.

2.10 Diferenciabilidad

En este capitulo estudiaremos las definiciones y alguna de sus propiedades de
diferenciabilidad de funciones definidas de Banach, a saber la llamada
diferenciabilidad de Frechet.

Definicién 23. (diferenciabilidad de Frechet)

Sean X,Y espacios de Banach, U un abierto no vacio de X. Sea Fc X ->Yy
x € U. Se dice que F es Frechet diferenciable en x si existe un operador lineal y
acotado T: X — Y tal que

F+§) = F() = T() _

lim 0
I§l—o 1€]]

De forma equivalente

Fx+8&) = F(x) =T = o(liSID

Con

m llo(lIID I _o
=T
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Esto significa que para todo € > 0 existe § > 0 tal que

Fix+8) —F(x) =T < el (2.19)

Para x € X con ||&]|| < &. El o(J|¢]]) es llamado el resto de la diferencial y T la
derivadade F, T = F'(x).

Proposicién 2.46. Sea U un subconjunto abierto de X. Sea F:Uc X ->Y
Frechet diferenciable en x € U, entonces la derivada de Frechet de F en el
punto x es Unica.

Demostracion
Sea x un elemento arbitrario de U, por hipétesis F es Frechet diferenciable en
x, esto es existe un operador lineal y acotado T: X — Y tal que

F(x+8&) —F(x) =T = o(l€ID (2.20)

De forma equivalente

Fix+§)—-Fx)-T(&) _
1m =
1[0 1€]]

0

Con

- lo(lIEIDII 0
HEET

Supongamos que existe otro operador lineal y acotado T: X — Y tal que

Flx +8) — F(x) = T(§) = a(ll£Il) (2.21)

De forma equivalente

Fa+§—F) - T() _

im 0
[[E I1€]]

Con

m oI _o
=T

Luego igualando (2.20) y (2.21) tenemos
T(€) +o(lEl) = T(&) +a(lIg)

T +odlgI) _ T + 6D
<l <l
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T - T _adlig) — oD
HI €1l

En seguida, por desigualdad triangular obtenemos

o(lIgID — odligID _ odligHl odligIh

G
Sabiendo que,
. llodllEDI _lledigibil
1o, THI =0 v hm, HI =0
Sigue que
IT©) -7 _
T TP =0.

Por lo tanto, para e > 0 existe § > 0 tal que

17 - T < eli€ll

Para x € X con ||¢]] < 6.

Ademas para cualquier x € X con x # 0 el elemento v = ” m ~ € X tal que
ot = [ = 2l
[lx| llxll

Asi,
IT() = TW)]| < ellvll
Luego se tiene que
ITCO) = TG < ellx|
Haciendo que ¢ tienda a 0 tenemos
T(x) — T(x) = 0 para cada x € X. En conclusion T(x) = T(x).

Definiciébn 24. Sea F:U c X —» Y decimos F es Frechet diferenciable con
continuidad o continuamente Frechet diferenciable si

1. F es Frechet diferenciable en U es decir, es Frechet diferenciable en todo
punto de U.

2. Laaplicacién derivada F': U c X — Y es continua.
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Teorema 2.47. (Derivada de una funcion compuesta)

Sean X,Y, Z espacios de Banach. Sea U un abierto en X y V un abierto en Y,
consideremos las aplicaciones continuas

F:UcX->Y yG:VcY->Z

Y un punto x, € U, si F es Frechet diferenciable en el punto x,y si G es Frechet
diferenciable en el punto y = F(x,), entonces la aplicacion compuesta

GoF:UcCcX—>1Z
Es Frechet diferenciable en x, € U y se verifica que
(G 2 F)'(x) = G'(F(x)) ° F'(xo)
Demostracion

En efecto, por hipotesis sabemos que F es Frechet diferenciable en x,.
Considerando ¢ = x — x, obtenemos

F(x) — F(xo) = F'(x0)(x — x¢) + o(llx — x01[) (2.22)
Con,

lodlix —xolDl _

lim
X=X llx — x|

También por hipotesis G es Frechet diferenciable en y,, entonces

G(Y)—G(o) =G o)y —yo) + o(lly = yoll) (2.23)

Con,

llodlly = yolDIl _

lim
y=vo Iy = yoll

Ahora calculemos (G o F)(x) — (G o F)(x,), para lo cual reemplazando y en vez
de F(x) y y, envez de (F)(x,) en (2.23) tenemos

(G o F)(x) = (G ° F)(xo) = G(F(x)) — G(F(x0))
= G'(F(x0) ) (F(x) = F(x0)) + o(IIF (x) = F(xp)1I)
En seguida reemplazamos en la dltima igualdad el valor F(x) — F(x,) por el

valor obtenido en (2.22), y sabiendo que G'(F(x,)) es una aplicacion lineal de Y
en Z tenemos
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(G o F)(x) — (G ° F)(xo)
= G"(F(x0) ) (F' (x0) (x — %) + o(llx = xol1)) + o (IF (x) = F (xo)I)

= G'(F(xo))(F'(xO)(x — X)) + G'(F(xo))o(llx - xo”)) + o(|IF (x) — F(xo)Il)
= G'(F(x0)) o (F'(x0)(x = x0)) + G'(F (x0))o(llx — xoID)) + o(lIF (x) — F (xp)I).

Para probar que G o F es Frechet diferenciable en el punto x, y que tiene por
derivada

G'(F(xo)) ° F'(x,) es suficiente demostrar que
G'(F(x0))o(llx = xoll + o(IF (x) = F(x0)ID) = o(llx — xoll)
G'(F(x,)) es un aplicacion acotada. Asi,

16" (FGxod)oClix = xoll + o(IF () = FGe)ID|
< ||6"(FGd)oClix = xoll|| + o ClIF G) = FGeodIDI

< (16" (F o)) ||- NloCllx = x0ID1 + o CIIF Gx) = F (xo) DI

Como
lim llo(llx — xo DI o
X=X Il — x|
Entonces
llo(ll IDII < ° Il Il
o(]lx — xq e T e N T | E i )
2||6" (F (o))
Y también
lo(I[F (x) = F(xo) DIl
im =0
FOO)-=F(x)  |[F(x) — F(xp)ll
Entonces
£
o(||F(x) — F(x < F(x)—F(x 2.24
llo(l[F (x) = F(xo) DIl 20F (x |F (x) — F(xo)l (2.24)

Il +&)

Ademas de (2.22) obtenemos

I1F(x) = F(xo)ll = I1F"(xo) (x — x0) + o(llx = x0[Dl
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< IF"(xo) (x = x0) 11 + [lo(llx = xo Dl

< IF' (o)l llx = xoll + ellx = xol
= (IIF" (xo)ll + &) llx — xol
I1F(x) = F(xo)ll < (IIF" (xo) Il + &) llx = x|

Usando esta desigualdad en (2.24) obtenemos

llo(lIF (x) = F(x) DIl < -(IF" G Il + )llx = xoll = gllx = Xol|-

&
2([IF"(xo) 1l + )

En consecuencia,

6" (FGeod)oClx = xol1) + 0CIFGO) = FGeo)ID| < 5 11 = %ol + 5 llx = ol

= gl[x — xo]l-
Finalmente

G'(F(xo))o(llx = xoll) + o(JIF(x) = F(xo)I) = ollx — x|

Por lo tanto G o F es Frechet diferenciable en x, y
(G ° F)'(x0) = G'(F(x0)) o F'(x0).
Teorema 2.48. Sean X, Y espacios de Banach. Sea F: X — Y una aplicacién

lineal continua, entonces F es Frechet diferenciable en cada punto de X tal que
F'(x) = F paracada x € X.

Demostracion

Probemos que existe una aplicacion lineal continua T: X — Y. En efecto,
Fx+$) =Fx)+F()
Fx+8) —Fx)=F()+0(5)

Con lim500(§) = 0. Asi F = F'(x) =T para cada x € X.
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Corolario 2.49. Sea F:U — Y una aplicacion diferenciable, U un subconjunto
abierto de X. Sea T:Y — Z una aplicacion lineal continua. Entonces

(T°F)'(x) = T°F'(x)

Para cada v € U tenemos
(T°F)' (x)v = T(F'(x)v).
Demostracion
Esto sigue del teorema (4.8) y la regla de cadena. Sea
T(F(x+&) —T(F(x)) =T(F(x+&) — F(x))
=TF' () +olgID)
=T(F'(x)(§)) + T(o(lI1D)
=T(F'()) (&) +T(o(lID).

Asi, T'(F(JC)) = T(F(x)) con lim”f”—’O”T(O”(lf%))” =0.

A continuacion, considerando la definicién de la derivada de Frechet, damos a
conocer algunos ejemplos.

Ejemplo 2.50. Sean X,Y espacios normados completos y U un conjunto abierto
gr;;(r; F,G:U - 'Y aplicaciones en el cual son diferenciables en x € U. Entonces
F + G es diferenciable en x y

(F+G6)(x)=F'(x)+G'(x)
Si ¢ es un numero, entonces

(cF)'(x) = cF'(x).

En efecto, sea T, = F'(x), T, = G'(x) entonces

F(+8) = F(0) = Ty + o(lIE1) con limyeo IEL = 0

GG +8) = G(x) = To¢ +6(IE 1) con limygy o L = 0
De ahi obtenemos

Flx+8) —F) +G(x + &) — G(x) = Th& + o(lISID + T2¢ + o(II1D

F+6)(x+8) = F+6)(x) = (Ty + 1) = o€ + ol = aCligID.
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De esto, debemos probar que

- lodligdn _ 0
[HEIF| '
Entonces
(F+6)(x+8)—(F+6)(x)— (T, + T,)¢
HE <1l
3 Fix+8&)—-Fx)—-Ti§ = Gx+8)—Gx)—T§
= lim + lim =0
i$l—o 1] isl—o 1]

Por tanto (F+G)'(x) =T, + T, = F'(x) + G'(x). Es decir (F +G)'(x) = F'(x) +
G'(x).

Ejemplo 2.51. Sea F, + F,, G espacios normados completos y F; X F, = G un
producto. Sea U un conjunto en E y f:U—>F,, g:U—- F, aplicaciones

diferenciales en x € U. Entonces el producto de las aplicaciones fg es
diferenciable en x y

(F9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g' ().
SeaT, =g'(x)yT, = f'(x). Entonces

fx+8glx+$E) — flx)gx)
=fx+8Ogx+8) —fx+8gl) + flx+8§gx) — f(x)g(x)

=fx+Olglx +8) —g] + [f(x +8) - fF(D)]g ()
= fx+ OIT:E +o(lIEID] + [T2€ + 6lIEID]gx)
= fx+OT(E) + fx + olISID + T2(gx) + ol IDex)

= fT1() = FOT1(E) + f(x + T2 () + F(x + OolIEID + T2($)g(x)
+0(lI¢1Dgx)

= fOOT(E) + [f (x + &) = FOOITL(E) + fx + E)o(lI€ID + T2(Hg) + a(lISIDg )
= fT1(§) + T2(H)8X) + [f (x + &) = FIIT1(E) + f(x + Eo(lIE1D) + a(lIEIDg)
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Mostremos que nm”f”w%;l"’” =0, donde B(JIEI)) = [f(x + &) — F(O)ITL () +
fG+8o(liE1D + o(lIg1Dgx). entonces
o 1ediEDl
ligli=o  [I&]]
_ [f(x+ &) — FIIT1(E)
= 1l1m
I§li~o0 <l
- f(x+€)0(llfll)+ o 206D
[ <l lgli=o (1€l
- [f(x+€)—f(x)]T1(€)+O+0
I§1i~o0 <l
Si If(x+8) = fOIITD = 1f(x + &) = FOONTL(D] < |f(x + ) -
fOOTIIIE]l. Luego
0 < LR TS < 11490 - fG0NIT 1 - 0
Porque f es continua y diferenciable. Asi mostramos que lim”ﬂm% =0.

Por lo tanto,

fFOITi(E) + T2(H)g(x) = f' () g(x) + fF(x)g'(x) = (fg)' ().

Ejemplo 2.52. Sean X,Y espacios de Banach. Sea F:X — Y una aplicacion,
y € X con F(y) = y. Entonces F es diferenciable en y, esto es F'(y) = I.

En efecto, considerando la definicion de la derivada de Frechet,

llodlISIDII _

Fly+& —FQl) =T() + o(|]|¢]]). Debemos encontrar T, con limg)-0 e

0, entonces

- Fiy+& —FQ)—-T() _ lim y+&—y—T(E) — lim §—T()
IHIEY 11| I€l>0 1€ Igl-o |I&]

IE-Tl

La unica posibilidad para que el limyg) €l

=0, se tiene E-T() =0
entonces

& = T(¢) (Identidad). Asi F'(y) = I.
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Ejemplo 2.53. Sea F:X—>Y con F(B)=T"1[G(a,p)] para a€X fijo.
Mostremos la derivada respecto a la segunda variable, es decir F'(a,8) =T 1o
[D,G(a,B)]. De lo cual debemos encontrar H. En efecto, consideremos
T = D,G(a, B) y utilizando la definicion de Frechet con

" THG(a, B+ 8] —TG(a, B)] — H(E)
1m
I€ll~0 II€]]

. THG(a,B+E) —G(a,P]—H(E)
1m
I€ll~0 Il

) T HG(a,B+E)—G(a,B)+TE)—T(E) —H()
1m
I1€[l—~0 1€]]

i T(T() - HE +T'[G(a,B+&) —G(a,B) — T($)]

I ES <1l
iy T@)-H® 6@ +E) 6@ ) ~TE)]
sl—o 1€l i$l—o Il

o TTTE) - HE)
= i, Tl

i T~(T(§)) — H(&)
= <]

+T71(0)

Analogamente al ejemplo anterior
T=Y(T())-HE) =0
HE) =T(T(®)
HE) = (T oT)()
H=TteT =T"10(D,G(a,p)).

Por lo tanto D,G(a,B) = (T™Y)[D,G(a, B)].
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Capitulo 3

Materiales y métodos

3.1 Materiales

Los recursos materiales necesarios de acuerdo al tiempo se tienen resumido
en la siguiente tabla

Actividades Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct ene
Revision de X X
Bibliografia
Redaccion X X
del proyecto
Presentacion X
del proyecto
Revision vy X
aprobacion
del proyecto
Obtencion X X X
del borrador
de tesis

Sustentacion X

3.2 Presupuesto

Los recursos de bienes y servicios para el desarrollo de este proyecto de
investigacion se estimaron aproximadamente de la siguiente manera:

Descripcion Unidad de Costo Cantidad Costo
medida unitario(s/.) total(s/.)
Bibliografia uUnd. 30 6 180
Uso de internet Hrs. 1/hra 300 300
Papel Bond Millares 20 3 60
Memoria Usb 4Gb 25 2 50
Impresion Millares 2 230
Otros 300
Costo total 1120
45
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3.3 Métodos

Los métodos que se usaran son deductivo, analitico como en los libros de
Analisis Funcional del autor Steven G. Krantz, ya que la ejecucion del proyecto
consiste en la exploracion, interpretacion y analisis.
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Capitulo 4

Resultados y discusion

4.1. El teorema del punto fijo de Banach en la prueba del teorema
de la funcion implicita

En este capitulo daremos a conocer el resultado obtenido de acuerdo a la
revision literaria en el capitulo 2.

4.1.1. Punto fijo de Banach

Definicion 25. Sea X un espacio métrico completo, T: X — X una aplicacion.
Decimos que un elemento x € X es un punto fijo de T si su imagen a traves de
T coincide con el mismo. Esto es Tx = x.

Ejemplo 4.1. Sea T:RR? -» R? una aplicacion rotacion del plano, con angulo 8
definida por T(x,y) = (xcos 8 —y sen 8,xsen 6 + ycos 6). La aplicacion T tiene
un solo punto fijo, esto es T(0,0) = (0,0) el centro de la rotacion.

Ejemplo 4.2. Sea la aplicacion T:R - R con x — x2. Calculemos los puntos
fijos de T. O sea los puntos x € R tal que Tx = x, para esto observemos que

Tx = x?

Luego x = x? lo cual implica que x(x — 1) = 0. De donde obtenemos que x = 0
0
x = 1. Por lo tanto los puntos fijos de T son 0y 1.

Ejemplo 4.3. Sea la funcion m:R? - R? definida por n(x,y) = (x,0) para
cualquier (x,vy) € R? llamada proyeccion. Recordemos que cualquier nimero
real x es identificado como un par ordenado (x,0) en el plano, de ahi la
proyeccion tiene infinidad de puntos fijos, es decir todos los puntos de R.

El teorema del punto fijo es expresada a continuacion en una observacion de
existencia y unicidad para puntos fijos de cierta aplicacion y esto también da un
procedimiento constructivo para obtener mejores aproximaciones al punto fijo.
Este procedimiento es llamado una iteracion.
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Observacion 4.4. El método de iteracidén consiste en escoger un elemento x,
en un conjunto cualquiera e ir calculando recursivamente los elementos
Xo, X1, X2, X3 ..., Xn d€ la siguiente forma
X1 =Txg, X =Txq, 0., Xy = TXxp_1 (4.1)
Definicién 26. Sea X = (X,d) un espacio métrico. La aplicacion T:X - X es
llamada una contraccidén en X si existe una constante a con 0 < a < 1 tal que
para todo (x,y) € X se tiene
d(Tx,Ty) < ad(x,y) (4.2)

En seguida damos a conocer algunos ejemplos de contraccion.

Ejemplo 4.5. Sea T: R — R definida por T(x) = sen g,x € R mostremos que T

es una contraccion en R.
En efecto, para cualesquiera x,y € R tenemos

IT(x) —TW)| = |Sen ;— sen %| = |Zsen E (;— %])] cos[% (; + %)]|

xX=y

) <2f -

S2|sen ( )||cos(x+y)|S2|Sen ( 2 Elx—ﬂ

4

Es decir

TG =TI < e 31

., . g 1
Por lo tanto T es una contraccién en R con constante de contraccion a = >

Ejemplo 4.6. Sea T:R — R una aplicacion definida por T(x) = z para x,y € R,

mostremos que existe una constante « tal que T es una contraccion. En efecto,
sea

() 101 = [t 2] = 52 < 31—

1
IT(x) —-T)| < 7 lx — yl

. ., . g 1
Concluimos que T es una contraccion en R con constante de contraccion a = "
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Teorema 4.7. Sea X un espacio metrico completo. Sea T:X - X una
contraccion entonces T tiene un unico punto fijo, esto es existe un unico
punto x, € X tal que Tx, = x,.

Demostracion

La idea de la prueba es construir una sucesion de Cauchy (x,) de forma
recursiva. Luego como el espacio X es completo, esta sucesion de Cauchy es
convergente. O sea existe un punto x € X tal que x,, - x y probemos que x es
el Unico punto fijo de T.

En efecto, sea x, € X y definamos la sucesion iterativa dado por

X0, X1 = Txg, X, = Tx; = T?xg, ..., Xy = Ty, ...
Ahora, mostremos que (x,) es una sucesion de Cauchy. Para eso, notemos
que

d(Xms1, Xm) = A(Txm, Txm—1) < ad (o, 1) = d(Txp—1, TXp—2)
< a?d(Xpm-1,Xm—2) < a™d(xq,%,).

Entonces por la desigualdad triangular y la formula para la suma de una
progresion geométrica obtenemos paran > m

d(xm' xn) < d(xmﬂ xm+1) + d(xm+1'xm+2) + -t d(xn—lllxn)

n-m

< (@m+a™l+ -+ a™Dd(xy,x0) = am—ad(xl,xo).

1

Desde que O0O<a<1, en el numerador tenemos 1—-a™™<1.
Consecuentemente

a™d(xy,x0)

d(Xm, xn) < -

paran >m (4.3)

Si 0<a<1 y d(x,x,) es fijo, al lado derecho tomemos para m
suficientemente grande y n > m. Esto prueba que (x,,) es de Cauchy. Desde
que X es completo (x,,) converge en X. Es decir x,,, = x.

En seguida mostraremos que x es el punto fijo de T. En efecto por la
desigualdad triangular y (4.1) tenemos

d(x,Tx) < d(x,x,) + d(x,, Tx) < d(x, x,,) + ad(X,—1, %)

Cuando m es suficientemente grande d(x,Tx) = 0 porque x,, — x. Concluimos
que x = Tx por (M2). Esto muestra que x es un punto fijo de T.
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Ahora mostraremos que x es el Unico punto fijo de T. En efecto supongamos
que existe otro punto fijo, llamemos x. Asi Tx = x, luego como x = Tx se sigue
que
d(x,x) =d(Tx,Tx) < ad(x,x)
d(x,x) —ad(x,x) <0
(1-a)d(x,x) <0.

Como 1 — a > 0 se sigue que d(x,x) = 0. Lo que concluye que x = x por (M2).
Por lo tanto el teorema queda probado.

Proposicion 4.8. Sea X un espacio métrico completo. Sea B = B(x,r) la bola
cerrada en X. Asumamos que H:B — X es una contracciéon con 0 < a < 1 tal
que

d(Hx),x) < (1 —a)r
Entonces H tiene un Gnico punto fijo en B.

Demostracion

Sea x, un punto en B, debemos mostrar que la imagen de H esté en la bola
cerrada B. En efecto, considerando la desigualdad triangular obtenemos

d(H(xp),x) < d(H(xo),H(x)) +d(H(x),x) < ad(xy,x) + (1 — a)r
<ar+(1l-a)r=r
Por lo tanto d(H(x,),x) < r. De esta desigualdad se verifica que la imagen de
H en x, esta en B. Entonces H: B —» B es una contraccion. Por el teorema (4.7)

H tiene un Gnico punto fijo en B tal que H(xy) = x,.

Proposicién 4.9. Sea X un espacio métrico completo, B = B(x,r) la bola
abierta en X. Ademas H: B — X es una contraccion con 0 < a < 1 tal que

d(Hx),x) < (1 —-a)r
Entonces H tiene un Unico punto fijo en B.
Demostracion
Analogamente a la proposicién anterior mostraremos que la imagen de H esté
enB.

En efecto, sea y € B = B(x,r) entonces

d(H(y),x) < d(H(y),H(x)) +dHX),x) <ady,x)+(1—a)r=r.
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Asi,
dH(y),x) <r

De ahi verificamos que H(y) esta en B, entonces H: B — B es una contraccion
y por teorema (4.7) H tiene un Unico punto fijo. Esto es H(y) = y.

Proposicion 4.10. Sea X un espacio métrico completo y H:X - X una
contraccion con 0 < a < 1 tal que

d(H(w),w) = p entonces d(w,x) < 1 f "

Para w € X, donde x es el punto fijo de H.
Demostracion

Sea H una contraccion y d(H(w),w) =p con w € X. Debemos mostrar
p

d(W, X) < T

En efecto,

dw,x) =d(w,H(x)) <d(w,HWw)) + d(Hw),H(x)) = p + ad(w,x)

dw,x) —ad(w,x) < p
1-a)dw,x)< p

Multiplicando por ﬁ > 0 obtenemos

d(w,x) SL.
1—a

Asi, la proposicion queda mostrada.

Proposicién 4.11. Sea X un espacio métrico completo y S algun espacio
métrico. Supongase que H:S x X — X. Ademas H(s,x) es una contraccion en
X uniformemente sobre s € S con 0 < a < 1 tal que

d(H(s,x),H(s,y)) < ad(x,y) paratodos € S,x,y € X

Ademas H es continua en s para cada fijo s € S, sea p; € X el Unico punto fijo
satisfaciendo

H(S, ps) = Ds

Entonces la aplicacion s — p, es una funcion continua de s.
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Demostracion
Considerando s,t € S debemos probar que dado € > 0, existe un § > 0 tal que
d(s,t) < 6 entonces d(ps, p:) < €. En efecto si H(.,p;):S X X - X es continua
en t para p; fijo en X. De lo cual obtenemos, dado ¢ > 0, existe un § > 0 tal que
d(s,t) < 6 implica

d(H(S, pt); H(t! pt)) <e&

Por otro lado H(t,p;) = p; entonces

d(H(s,pe)pe) <€ (4.4)

Para d(ps, p:) por (4.4) y por la desigualdad triangular obtenemos
d(ps,pe) < d(ps, H(s,pe)) + d(H(s, pe), pe)
<d(ps,H(s,p)) + ¢
= d(H(s,ps), H(s,pe)) + €

(1-a)d(ps,pe) <€

&

dps,p) ST =¢

Asi
d(ps,pe) < €

Por lo tanto la aplicacion s — p, es una funcion continua de s.

Teorema 4.12. Sea X un espacio métrico completo y S algun espacio métrico,
B = B(x,r) una bola abierta en X. Sea H:S X B —» X una contraccion en X
uniformemente sobre s € S con constante 0 < « < 1. Ademas H es continua en

la variable s para cada valor fijo x € X. Finalmente asuma que para cada s € S,
se cumple

d(H(s,x),x) < (1—a)r
Entonces para s € S existe un unico ps € B tal que

H(S, ps) = Ds

Y la aplicacion s — p, es continua de S a B.
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Demostracion

En efecto, por hipétesis tenemos la aplicacién H: S X B — X es una contraccion
en X uniformemente sobre s € Scon 0 < a < 1, tal que

d(H(s,x),x) < (1 —a)r

Entonces H(s,.) posee un unico punto fijo p; € B por la proposicion (4.9) esto
es

H(S, ps) = DPs

En seguida, considerando la proposicion (4.11) H es continua en s para cada
fijox € X. Paracada s € S, p; € B es el Unico punto fijo satisfaciendo

H(s,ps) = ps
Y la aplicacién s — p, es una funcion continua de S a B.
h:S - X

con s = h(s) = ps. Por lo tanto h es continua en S.
Definicién 27. Sean X,Y,Z espacios de Banachy F: X x Y - Z una aplicacion.
Entonces, para cada fijo x, € X. Consideramos la diferenciabilidad de la
aplicacion

y» F(xoy), y€Y
Si la derivada existe en el punto y, € Y, entonces denotemos por D, F (xq, yo)-
Teorema 4.13. Sean X,Y,Z espacios de Banach. Sea U x V' un subconjunto

abierto de X x Y. Sea G:U XV — Z una aplicacion continua en (xq,y,) € U XV
tal que

a) G(XO'yO) = 01
b) D,F existey es continuaen U XV,

Cc) D,F(xy,¥0) €s invertible.

Entonces existen bolas abiertas M = Bx(x,,7v) Y N = By(y,,s) tal que, para
cada

{ €M existe un Unico n € N satisfaciendo G({,n) =0 y existe una Unica
funcion continua f: By (x,,1) = By(yy,s) definida cerca a x por la condicion

) =n.
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Demostracion
En efecto, consideremos T = D,G(xg,V,):Y = Z

Por hipotesis T es invertible, luego para x € U, y € V podemos definir la
aplicacion L: U x V - Y por

Lix,y) =y =T G(x,y)] (4.5)

Afirmacion: L(x,y) es un aplicacién continua, pues T~! es continua (ver
corolario (2.45)).

Derivando (4.5) con relacién a la segunda variable y usando la regla de
cadena, tenemos

DyL(x,y) =1—T 1o D,G(x,y)
Luego, evaluando D, L en (x,,y,), obtenemos

DyL(x0,y0) =1 =T 1o DyG(xg,y0) =1 —T X T)=1-1
-0 (4.6)

Y considerando el item a), tenemos
L(x0,y0) = yo — TG (x0,¥0)] = yo — T71(0) = .

En seguida, probemos que D,L sea continua en (x,,y,). Dado € > 0 debemos
probar que existe §;, 8, > 0 tal que |[x — x|l < 87, Iy — yoll < 6, entonces

1Dz L(x, y) — Do L(x0, yo)ll = Il = T~ 0 D,G (%, y) — I + T~ 0 DG (x0, yo)ll
= IT7" o DG (x,y) = T~' o D,G (x0, ¥o)l
Asi,
ID2L(x, ) — DyL(x0, yo) Il < IITTHHID2G (x50, ¥0) — D2G (x, y) I (4.7)

Sabemos por hip6tesis que D,G es continua en (x,,y,) € U X V. Dado un € > 0,
existe §,,6, > 0 tal que

llx = xoll < 83, lly = ¥oll <82 = [[D2G(x,¥) — DG (x, yo)ll < € (4.8)
Reemplazando (4.8) en (4.7) obtenemos

ID;L(x,y) — DaL(x0, ¥0)ll < €
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Donde & = —.
(7=

Como D,L es continua en (x,,y,) Se sigue que, existen bolas M = By(x,,7) Y
N = By (y,,s) tal que si (x,y) € M X N, entonces

N[ =

ID,L(x,y) — Dy L(xo, yo)ll <

Podemos considerar, sin pérdida de generalidad que N = By(y,,s) Y sigue de
la dltima desigualdad y de (4.6) que

1
ID,L(x,y) = Ol = |ID;L(x, y)|| < 5 para todo (x,y) € M X N.

Una vez que L es continua, existe una vecindad W c M de x, tal que para
x € W, se tiene

S
ILGey0) = LCro, vl < 5

IL(x,y0) — yoll < % =(1- %)s para todo x € W 4.9

Ahora parametrizando L con un segmento en la segunda variable, con x;,x, €
N = By (y,,s) tal que

h(t) = L(x, (1 —t)x; + tx,),t € [0,1]

y aplicando el teorema del valor medio, desde que h es diferenciable en (0,1) y
continua en [0,1], entonces r € (0,1), tal que

h(1) — h(0
i =[FH =5

‘ = [|lh(1) = h(O)l
= lIL(x, x2) = L(x, x| (4.10)

Si,
IR Il = ID;L(x, (1 — t)xq + tx) (x, — x|
Esto, reemplazando en (4.10) tenemos

IL(Cx, x3) — L(x, x) |l = ID2L(x, (1 — t)x1 + txz) (xz — x41) |

1
< [IDL(x, (1 — t)xg + ta )|l ey — x|l < E || (xz — xp).
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Esto implica que L(x,y) es una contraccién con constante k = %
Por el teorema (4.12) y de (4.9) cuando

d(L(x,y0),Y0) < % =(1- %)s donde § = % ys=r.
Tenemos, para cada { € M existe un unicon € N tal que

Ln) =n & G(x,y) =0.

Ademas la aplicacion { = n es continua de M a N tal que f({) = 7.
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Capitulo 5

Conclusiones

» En el teorema (4.13) se desarrollé la demostracién del teorema de la
funcién implicita en dimension infinita, usando el teorema del punto fijo de
Banach.

> En la seccion (2.5) se estudio espacios de Banach, en la que ha permitido
dar la base para entender el teorema de la funcion implicita.

» En la seccion (2.10) se estudi6 la diferenciabiliad de Frechet.

> En el teorema (4.7) se demostré la existencia del Gnico punto fijo de
Banach.
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Capitulo 6

Recomendaciones

A partir de la realizacion del presente trabajo se formula las siguientes
recomendaciones

» Para lograr entender la demostracion del teorema de la funcion implicita en
espacios de Banach es béasicamente estudiar el teorema del punto fijo,
espacios de Banach, diferenciabilidad en espacios de Banach.

» Recomiendo para una futura investigacion encontrar la derivada de la
nueva funcién que se encuentra en el teorema de la funcién implicita.
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