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Índice de figuras 

 

Curvas coordenadas…………………………………………………..…….16 

Parametrizacion de la esfera………………………………………………..18 

Plano tangente………………………………………………………………24 

Área de la esfera…………………………………………………………….30 

Esfera unidad………………………………………………………………..35 

Curva normal………………………………………………………………..37 

Teorema de meusnier: C y Cn tiene la misma   curvatura nomral en  p a lo 

largo de v……………………………………………………………………38 

Secciones nomales sobre una esfera………………………………………..40 

Superficie con punto elíptico……………………………………………….47 

Superficie con punto hiperbólico…………………………………………...49



7 
 

RESUMEN 

En este trabajo se estudia la geometŕıa diferencial euclidiana R 3 

introduciendo la definición de superficie, curvaturas; para obtener 

caracterizaciones de la esfera en el espacio tridimensional; considerando una 

esfera en R3, y dos planos paralelos que intersectan a la esfera, el área de la 

superficie de la esfera entre esos planos sólo depende de la distancia que 

separa los planos y del radio de la esfera. 

 

Para un paraboloide eĺıptico de rotación en el espacio euclidiano R3, el 

volumen de una región del paraboloide de rotación en el espacio euclidiano 

R3 depende solamente del paraboloide. 

 

Palabras clave: Esfera, paraboloide eĺıptico, curvatura gaussiana 
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ABSTRACT 

In this work it is studied the Euclidean differential geometry R3 

introducing the definition of surface, curvatures; to obtain 

characterizations of the sphere in three-dimensional space; considering a 

sphere in R3, and two parallel planes in- tersecting the sphere, the area of 

the surface of the sphere between those planes depends only on the distance 

separating the planes and the radius of the sphere. 

 

For an elliptic paraboloid of rotation in the Euclidean space R3, the 

volume of a region of the rotation paraboloid in the Euclidean space R3 

depends only on the paraboloid. 

 

Keywords: Sphere, elliptic paraboloid, Gaussian curvature. 
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Cap   ́ıtulo I  

1.1. Introducción 

La geometŕıa es una rama de las matemática que fue planteado por 

Euclides en su obra “Los Elementos”. Gauss contribuye con la creación de 

la geometŕıa diferencial, en el que se aborda el estudio de curvas y superficies 

con las caracterizaciones de curvatura y torsión. En el estudio de la 

geometŕıa diferencial, se estudian dos tipos de curvaturas importantes: la 

extŕınseca y la intŕınseca. La curvatura extŕınseca de una curva en el espacio 

euclidiano tridimensional fue la primera en ser estudiada, dando lugar a las 

fórmulas de Frenet, que describen completamente una curva en el espacio en 

términos de su curvatura, torsión, el punto inicial y la dirección. Luego 

estudiaron a las superficies. Las principales cur- vaturas que surgieron de este 

estudio fueron la curvatura media y la curvatura de Gauss. Inicialmente, la 

curvatura media fue la más estudiada, siendo Gauss el primero en reconocer 

la importancia de la curvatura que lleva su nombre. La curvatura de una 

superficie en el espacio se describe por dos números llamados las curvaturas 

principales. Aunque las curvaturas principales proporcionan mucha 

información sobre la geometŕıa de S, no permiten discernir la geometŕıa 

intŕınseca de la misma. Aunque las curvaturas principales no son intŕınsecas, 

Gauss (1827) hizo el descubrimiento sorprendente de que una combinación 
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particular de las mismas K = k1k2, si es intŕınseca. En este trabajo se estudia 

las superficies con curvatura de Gauss o curvatura gaussiana que sean positivas, 

las esferas y los paraboloides eĺıpticos cumplen con esta propiedad. 

 

1.2. Planteamiento del problema de investigación 

En la actualidad, la geometŕıa diferencial es una  rama  de  la  topoloǵıa  que 

viene siendo muy investigada, debido a muchos problemas abiertos y múltiples 

aplicaciones; en este trabajo se establece caracterizaciones de esferas en el 

espacio euclidiano R3, con respecto a las propiedades de áreas sobre la superficie 

con ayuda de la curvatura gaussiana, y también con respecto a las propiedades 

de volúmenes establecer caracterizaciones de paraboloides eĺıpticos en espacios 

euclidianos de dimensiones   arbitrarias. 

 

1.2.1. Planteamiento General 

¿Es qué condiciones se puede establecer una caracterización de la esfera en 

el espacio tridimensional con respecto a una propiedad del área de una región 

de la superficie? 
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1.2.2. Planteamiento espećıfico 

¿Se puede interpretar la definición de la curvatura gaussiana en el 

espacio tridimensional, para que esta curvatura se aplique en la 

caracterización de la esfera? 

¿Es posible caracterizar paraboloides eĺıpticos con propiedades de 

volumen en espacios euclidianos de dimensiones arbitrarias?. 

 

1.3. Objetivos 

1.3.1. Objetivo general 

Establecer  una  caracterización  de  la  esfera  en  el  espacio  tridimensional  

con respecto a una propiedad del área de una región de la superficie. 

 

1.3.2. Objetivos espećıficos 

Interpretar la definición de la curvatura gaussiana en el espacio 

tridimensional, para que esta curvatura se aplique en la caracterización de 

la esfera. 

Caracterizar paraboloides eĺıpticos con propiedades de volumen en 

espacios euclidianos de dimensiones arbitrarias. 
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Cap    ́ıtulo II 

REVISIÓ   N DE LITERATURA 

2.1. Antecedentes de la investigación 

Se considera como antecedentes de la investigación, los siguientes trabajos 

publicados que tienen relación con el trabajo propuesto. 

 

S. STEIN, ARCHIMEDES. What Did He Do Besides Cry Eureka?. 

1999. Mathematical Association of America, Washington, DC. En este 

trabajo prueba una propiedad de área de la esfera. 

 

SOME CHARACTERIZATIONS OF SPHERES AND ELLIPTIC 

PARABOLOIDS. 2012. Dong-Soo Kim and Young Ho Kim. En este 

trabajo realiza una caracterización de la esfera con ayuda de la curvatura 

gaussiana. 

 

HANG HOUJUN¡AGAO KEFEI¡ALI WANGGEN. 2006. Elliptic 

paraboloid sphere intersection algorithm. School of Mathematics and 

Computer Sciencia Anhui Normal University. Wuhu. Anhui 

241000.China. En este trabajo, obtiene el método para determinar si 
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un paraboloide eĺıptico y una esfera tienen curvas de intersección. 

 

S. N. KRUZKOV. 1968. A priori estimates and certain properties of the 

solutions of elliptic and parabolic equations. American mathematical 

society translations. Series 2. Volumen 68. En este trabajo se 

establecen estimaciones a priori y se estudian ciertas propiedades 

cualitativas de soluciones generalizadas de ecuaciones eĺıpticas. 

 

2.2. Marco Teórico 

2.2.1. Superficies 

En esta sección se define una superficie en el espacio euclidiano R3, donde 

es obtenida mediante una deformación de una parte del plano, y que se cumple 

bajo ciertas condiciones como la diferenciabilidad y aśı tenga sentido de definir 

el plano tangente en cada punto de la superficie. 

 

Definición 2.1 Un subconjunto S⊆R3 es una superficie regular si, para 

cada p∈S, existen una vecindad V⊆R3 y una aplicación X:U→V∩ S, de 

un conjunto abierto U⊆ R2 sobre V∩S⊆R3 tales que satisfacen las tres 

condiciones siguientes: 
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1. X es diferenciable. 

Esto significa que si se escribe 

 

X(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v)∈U 

 

las funciones x = x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v) tienen derivadas parciales 

continuas de todos los ́ordenes en U . 

 

2. X es un homeomorfismo. 

Puesto que X es continua por la condición 1., esto significa que X 

tiene inversa X−1:V∩ S→U que es continua; es decir, X−1 es la 

restricción de una aplicación continua F:W⊆R3→R2 definida en un 

conjunto abierto W conteniendo V∩S. 

 

3. (Condición de Regularidad). Para cada q ∈ U , la diferencial dXq : R2 → 

R3 

es inyectiva. 

La importancia de la condición 3 de la definición anterior, garantiza que para cada p 

∈ S el conjunto de vectores tangentes a las curvas parametrizadas de S, que pasan 



15 
 

por p, constituyen un plano, dicho plano será llamado plano tangente a la 

superficie S en el punto p. 

 

La aplicación X se llama parametrización o sistema de coordenadas 

(locales) de una vecindad de p. La vecindad V ∩ S de p se llama vecindad 

coordenada. 

 

La condición 3. de la definición anterior, nos permite calcular la matriz 

de la transformación lineal dXq : R2→R3 en las bases canónicas {e1, e2} de 

R2 con coordenadas (u, v) y {f1, f2, f3} de R3  con coordenadas (x, y, z) 

donde e1=(1, 0), e2=(0, 1); f1=(1, 0, 0), f2=(0, 1, 0) y f3=(0, 0, 1). 

 

Sea q = (u0, v0) ∈ U.  El vector e1 es tangente a la curva u 1→(u, v0), cuya 

imagen bajo X es la curva u 1→(x(u.v0), y(u, v0), z(u, v0)). 

Esta curva imagen (llamada curva coordenada v = v0) está en S y tiene en el 

punto 

X(q) como vector tangente (Figura 2.1). 
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Figura 2.1: Curvas coordenadas 

donde las derivadas son calculados en q = (u0, v0) y el vector es indicado por 

sus componentes en la base {f1, f2, f3}. Por definición de la diferencial 
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La notación dXq  es la diferencial de X en q. 

(A veces se denota como X ′(q) o DX(q), y se dice que es la derivada de X en q). 

Similarmente, usando la curva coordenada u = u0 

(imagen por X de la curva v 1→ (u0, v)), se obtiene 
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Aśı, la matriz de la transformación lineal dXq respecto a la bases referidas es
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La condición 3 de la definición anterior puede ser expresado exigiendo que las 

dos columnas de esta matriz sean linealmente independientes. Esto equivale a que 

0
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 Todav́ıa hay otra manera equivalente que consiste, en que uno

de los menores de orden 2 de la matriz dXq ; es decir, uno de los determinantes 

jacobianos 
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Es diferente de cero en q 

Ejemplo 1 Mostrar que la esfera unitaria 

S2 = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 1} 

es una superficie regular. 

 

Considerando la parametrización de la esfera, sea  

V = {(θ, ϕ); 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π} y sea X : V → R3 dado por 

X(θ, ϕ) = (sen θ cos ϕ, sen θ sen ϕ, cos θ). 
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Para la demostración se verifica que X es una parametrización de S2. 

Habi- tualmente θ se denomina la colalitud (complemento de la latitud) y a ϕ 

la longitud (Figura 2.2). 

 

x

y

z





 

Figura 2.2: Parametrización de la esfera 

 

Se verifican para X dada en la definición de superficie regular, la tres condiciones 

siguientes: 

1. X es diferenciable, ya que las funciones coordenadas x(θ, ϕ) = sen θ cos ϕ, 

y(θ, ϕ) = sen θ sen ϕ, z(θ, ϕ) = cos θ tienen derivadas parciales continuas 

de todos los ́ordenes en V . 



19 
 

2. X es un homeomorfismo. 

a) Por 1. X es continua. 

b) X es inyectiva. 

Sean (θ1, ϕ1), (θ2, ϕ2) ∈ V  tales que X(θ1, ϕ1) = X(θ2, ϕ2), 

entonces (θ1, ϕ1) = (θ2, ϕ2). 

De hecho, X(θ1, ϕ1) = X(θ2, ϕ2) implica 

(sen θ1 cos ϕ1, sen θ1 sen ϕ1, cos θ1) = (sen θ2 cos ϕ2, sen θ2 sen ϕ2, cos θ2), 

 

 

 

De (2.3): θ1 = θ2 + 2nπ para algún n ∈ Z. Pero (θ1, ϕ1), (θ2, ϕ2) ∈ V implica que 0 

< θ1 < π y 0 < θ2 < π, luego 0 < θ2 + 2nπ < π. De ah́ı, se deduce que n = 0. 

Aśı  θ1 = θ2 (2.4) 

De (2.4) en (2.2): sen θ1 sen ϕ1 = sen θ1 sen ϕ2, siendo sen θ1 /= 0 para 

0 < θ1 < π, se tiene sen ϕ1  = sen ϕ2. De donde ϕ1  = ϕ2 + 2nπ para algún n  ∈ 

Z. Pero, el hecho que (θ1, ϕ1), (θ2, ϕ2)  ∈ V  implica 0  < ϕ1  < 2π, 0 < ϕ2 < 

2π; de modo que 0 < ϕ2 + 2nπ < 2π, luego n = 0. 

Aśı ϕ1 = ϕ2 (2.5) 

Se obtiene el mismo resultado de (2.4) en (2.1), ya que cos y sen son funciones 

de donde  

 sen θ1 sen ϕ1 = sen θ2 sen ϕ2 (2.2) 

 cos θ1 = cos θ2 (2.3) 
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periódicas de periodo 2π. 

c) De b) se sigue que la aplicación X tiene inversa, X−1 : X(V )→V . 

 

d) Para completar la verificación de la condición 2. se puede demostrar que 

X−1 es continua. Sin embargo, no es necesario ya que la proposición 4 de “(M.P. 

Do Carmo, p. 64)” da este resultado porque S2 es una superficie regular y X 

es inyectiva cuando se cumplan las condiciones 1 y 3 de la 

definición  de superficie  regular. 

De a), b), c), y d), se concluye que X es un homeomorfismo. 

3. Para cada q ∈ V , dXq  : R
2  → R3  es inyectiva. 

Una manera equivalente de demostrar la inyectividad de dXq, es mostrar que 

0
XX











En efecto: 

v = 0 ⇔ |v| = 0, la cual es equivalente a 

|v|2  /= 0 ⇔ |v| =/ 

0 ⇔ v /= 0  para  v ∈ R3 (2.6) 
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Calculando el producto vectorial: 

dXq(e1) ∧ dXq (e2)  =  (cos θ cos ϕ, cos θ sen ϕ, − sen θ) ∧ (− sen θ sen ϕ, sen θ cos ϕ, 0) 

                               = (sen2 θ cos ϕ, sen2 θ sen ϕ, cos θ sen θ). 

luego 

    
2

2
2q1q

XX
eXedX 

















  

                               =  (sen2 θ cos ϕ)2 + (sen2 θ sen ϕ)2 + (cos θ sen θ)2 

=  sen4 θ cos2 ϕ + sen4 θ sen2 ϕ + cos2 θ sen2 θ 

=  sen4 θ(cos2 ϕ + sen2 ϕ) + cos2 θ sen2 θ 

=  sen4 θ + cos2 θ sen2 θ 

= sen2 θ(sen2 θ + cos2 θ) 

=  sen2 θ 

/=  0  para 0 < θ < π  

De (2.7)    0
XX










 por lo tanto dXq es inyectiva 

Por lo tanto, X es una parametrización de la esfera S2 

En seguida se define el plano tangente, que está garantizada por la condición 

3. de la definición de superficie regular. 
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Por un vector tangente a S, en p ∈ S, se entiende como el vector tangente α′(0) 

de una curva parametrizada diferenciable α : (−ǫ, ǫ) → S con α(0) = p 

 

Proposición 2.2  Sea X:U⊂ R2→S una parametrización de una superficie regular 

S y sea q ∈ U . El subespacio vectorial de dimensión 2, 

dXq (R
2) ⊂ R3, 

coincide con el conjunto de los vectores tangentes a S en X(q). 

Demostración:     Sea A = {w ∈ R3/w = α′(0) para alguna curva parametrizada α 

   qX0 con Se.e  entonces por demostrar que A = dXq (R
2). 

i) A ⊆ dXq (R
2) 

Sea w ∈ A, entonces existe una curva parametrizada 

     qX0y   w0´  con Se.e:   

Sea β = X−1 ◦ α : (−ǫ, ǫ) → U una curva parametrizada con 

β(0) = 0, luego α = X ◦ β de modo que α(t) = X(β(t)), t ∈ (es, 

ǫ). Por la regla de la cadena w = α′(0) = dXq (β
′(0)) con β′(0) 

∈ R2, luego w ∈ dXq (R
2). 

ii) dXq (R
2) ⊆ A 

Sea w ∈ dXq (R
2), entonces existe v ∈ R2 tal que w = dX − q(v). 



23 
 

Sea γ : (−ǫ, ǫ) → U dada por γ(t) = tv + q,  t ∈∈ (−ǫ, ǫ), luego γ 

es una curva parametrizada (diferenciable) tal que α′(0) = v y γ(0) = q. 

sea  luego  ,  o   X   

      

  

 

 0´                    

t
dt

d
                    

t  o  X
dt

d
                     

0´0dXvdXw

0t

0t

q













 

De i) y ii), concluimos que A = dXq (R
2) (Figura 2.3)
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figura 2.3: Plano tangente 

El plano dXq (R
2), que pasa por X(q) = p, no depende de la parametrización 

deX. Este plano se llamará plano tangente a S en p y se denotará por Tp(S). La 

elección de una parametrización X  determina un base {(∂X/∂u(q)), 

(∂X/∂v(q))},denominada base asociada a X. Algunas veces es conveniente 

escribir  ∂X/∂u = Xu y ∂X/∂v = Xv . 

El producto interior de R3  induce una propiedad de norma de un elemento de 

R3, aśı, si se toma un elemento de R3que está en el plano tangente a una 

superficie regular, es decir, w ∈ Tp(S) ⊂ R3, entonces el producto interior (w, 

w)p = |w|2, es una aplicación bilineal simétrica, que tiene una correspondencia 

con una forma cuadrática  que se  llama primera  forma fundamental. 
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 Ip(w) = (w, w)p = |w|2 ≥ 0    (2.8) 

definición 2.3 La forma cuadrática Ip en Tp(S), definida por la ecuación 2.8, se 

denomina la primera forma fundamental de la superficie regular S ⊂ R3 en p ∈ S. 

 

Geométricamente, la primera forma fundamental permite hacer mediciones sobre la 

superficie como son: longitudes de curva, ángulos entre vectores tangentes, áreas de 

regiones; sin referirnos al espacio ambiente R3 donde se halla la superficie. 

 

La parametrización X en p de la superficie S posee una base asociada {Xu, Xv }, aśı es 

posible expresar la primera forma fundamental en dicha base. Como un vector tangente 

w ∈ Tp(S) es el vector tangente de una curva parametrizada α(t) = 

X(u(t), v(t)), t ∈ (−ǫ, ǫ), con p = α(0) = X(u0, v), se tiene 

 

Ip(α′(0)) = (α′(0), α′(0))p 

                  = (Xu(q)u′(0) + Xv (q)v′(0), Xu(q)u′(0) + Xv (q)v′(0))p 

                 =(Xu(q), Xu(q))p[u′(0)]2 + 2(Xu(q), Xv(q))pu′(0)v′(0) + (Xv (q),               

Xv(q))p[v′(0)]2 

              = E(u0, v0)[u′(0)]2 + 2F (u0, v0)u′(0)v′(0) + G(u0, v0)[v′(0)]2 
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en donde los valores de la funciones involucradas se evalu ́an en t = 0, y 

     

     

      ;qX,qXv,uG

;qX,qXv,uF

;qX,qXv,uE

pvv00

pcu00

puu00







 

son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {Xu, Xv} de 

Tp(S). 

Ejemplo 2 Calcular la primera forma fundamental de la 

esfera. Sea la esfera parametrizada por: 

X(θ, ϕ) = (sen θ cos ϕ, sen θ sen ϕ, cos θ) 

Primeramente se calculan las derivadas parciales de la parametrización X. 

Xθ = (cos θ cos ϕ, cos θ sen ϕ, − sen θ), 

Xϕ = (− sen θ sen ϕ, sen θ cos ϕ, 0) 

Seguidamente se calculan los coeficientes de la primera forma fundamental 

E(θ, ϕ)   =   (Xθ , Xθ ) = 1 

F (θ, ϕ)  =  (Xθ , Xϕ) = 0 

G(θ, ϕ)  =  (Xϕ, Xϕ) = sen2 θ 

 

Ejemplo 3 Calcular la primera forma fundamental del paraboloide 

eĺıptico. Sea el paraboloide eĺıptico parametrizada por: 

X(u, v) = (au cos v, bu sen v, u2) 
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Primeramente se calculan las derivadas parciales de la parametrización X. 

Xu = (a cos v, b sen v, 2u), 

Xv = (−au sen v, bu cos v, 0) 

Seguidamente se calculan los coeficientes de la primera forma fundamental 

E(u, v)  =  a2 cos2 v + b2 sen2 v + 4u2 

F (u, v)  =  −a2u sen v cos v + b2u sen v cos v 

G(u, v =)  =  a2u2 sen2 v + b2u2 cos2 v 

La primera forma fundamental está relacionada con la longitud de arco. La 

longitud de arco s de una curva parametrizada α : I → S es dada por: 

 

      drrIdrr´tS
t

0

t

0    

En particular, si α(t) = X(u(t), v(t)) está en una vecindad coordenada X(U ) para 

la parametrización X(u, v), aśı es posible calcular la longitud de arco de α entre 0 

y t por:
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      drv́Gv́´Fu2úEtS
t

0

22
   

El ́angulo es otra interpretación geométrica de la primera forma fundamental, aśı 

se puede definir al ́angulo θ entre dos curvas parametrizadas regulares α : I → S 

y β : I → S que se intersectan en t = t0 mediante: 

   

   00

00

t´t

t,t´
cos




  

En particular, el ángulo ϕ entre curvas coordenadas de una parametrización X(u, v) 

es:  

EG

F

XX

X.X
cos

vu

vu   

Se sigue que las curvas coordenadas de una parametrización son ortogonales si F 

(u, v) = 0 para todo (u, v) ∈ U tal parametrización X  se llama parametrización 

ortogonal. 

Otra idea geométrica de la primera forma fundamental es el área de una región 

acotada. Considerando regiones acotadas R que estén contenidas en un entorno 

X(U ) de una parametrización X : U ⊂ R2 → S. En otras palabras, R es la imagen 

mediante X de una región acotada Q ⊂ U . 

La función |Xu ∧ Xv | definida en U , mide al área del paralelogramo generado por 

los vectores Xu  y Xv. 
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Definición 2.4 Sea R ⊂ S una región acotada de una superficie regular contenida 

en el entorno coordenado de una parametrización x : U ⊂ R2 → S. El número 

positivo 

   RXQ   ,RAdudvXX -1

Q vu   

se denomina área de R. 

Es conveniente observar 

  

2

2
vu

2
v

2
u

vvvu

uvuu

vuvu
2

vu

FEG

X.XXX

X.XX.X

X.XX.X

XXXXXX









 

Lo que prueba que el integrando de A(R) se puede escribir como: 

2
vu FEGXX   

Por lo tanto 

   RXQ    .dudvFEGRA 1-

Q

2    

Ejemplo 4 Calcular el área de la esfera unitaria S2. 
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Figura 2.4: Á rea de la esfera 

Sea la esfera S2 parametrizada por 

X(u, v) = (cos u sen v, sen u sen v, cos v), 0 < u < 2π; 0 < v < π 

Los coeficientes de la primera forma fundamental de la esfera son: 

E = sen2 v,  F = 0,  G = 1 

Qε  = {(u, v) ∈ R2  : 0 + ε ≤ u ≤ 2π − ε,   0 + ε ≤ v ≤ π − ε} 

El área de A(Rε) es: 

 

       
    





































 























coscos22

020coscos

0
u

0
cos

senvdv

0   senv0,v   ;dudvvsen

dudvvsen

FEGRA
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Q

2

Q
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x 

y 

Luego, si 0 , entonces en la ultima igualdad se tiene 

       


4cos0cos2RAlimSA
0

2  

Ejemplo 5 Mostrar que el área A de una región acotada R de la 

superficie 

z = f (x, y) es 

 
Q

2
dXf1A  

donde Q es la proyección normal de R sobre el plano xy, dX = dxdy y ∇f 

denota el vector gradiente de f . 

En efecto: 

Sea X(x, y) = (x, y, f (x, y)) una parametrización de la superficie z = f (x, y). 

Pri- meramente, se calcula los coeficientes de la primera forma fundamental, 

para ello las derivadas parciales son:  

Xx = (1, 0, fx) 

Xy = (0, 1, fy ) 

Aśı, se tienen los coeficientes de la primera forma fundamental 

E = (Xx, Xx) = 1 + f 2 

F = (Xx, Xy ) = fxfy 

G = (Xy , Xy ) = 1 + f 2 
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Luego, 

    

2
y

2
x

2
y

2
x

2
y

2
x

2
y

2
x

2
yx

2
y

2
x

2

ff1

ffffff1

fff1f1FEG







 

Por lo tanto 

dxdyff1

dxdyFEGA

Q

2
y

2
x

Q

2









 

y de ∇f = (fx, fy ), se tiene |∇f |2 = f 2 + f 2. Aśı, se tiene el área A de la región 

R como 

dXf1A
Q

2
                                      (2.10) 

 

2.2.2. Aplicación de Gauss 

Iniciando con la revisión breve de la noción de orientación para superficies. 

Dada una parametrización X  : U  ⊆ R2   → S de una superficie regular S un 

punto p ∈ S, eligiendo un vector normal unitario en cada punto de X(U ) por: 

Xu ∧ Xv 

N (q) = 

|Xu ∧ Xv |, q ∈ X(U ) 

aśı, se tiene la aplicación N : X(U )  →  R3  que  asocia  a  cada  q  ∈  X(U )  un 
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vector unitario N (q). Más generalmente, si V ⊆ S es un conjunto abierto en S y N  

: V  → R3  es una aplicación diferenciable que asocia a cada q ∈ V  un vector 

 

normal unitario en q, se dice que N es un campo diferenciable de vectores normales 

unitarios en V . 

Resulta que de el hecho que no toda la superficie S admiten un campo 

diferenciable de vectores normales unitarios definida en toda la superficie V = 

S. 

Por ejemplo, en la banda de Möbius no es posible definir tal campo 

diferenciable. Intuitivamente, no se puede, en la cinta de Möbius, hacer una 

elección consistente de lado; moviendo alrededor de la superficie se puede ir a l 

otro lado sin dejar la superficie. 

Se dice que una superficie es orientable si existe un campo diferenciable de vectores 

normales unitarios definida en toda la superficie; la elección de tal campo N 

se llama orientación de S. 

En lo que sigue, S va a denotar una superficie regular orientable en la que ha sido 

elegida  una  orientación. 

 

Definición 2.5 Sea S ⊂ R3 una superficie con una orientación N . La 

aplicación 
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N : S → R3  toma valores en la esfera unidad 

S2 = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 1} 

La aplicación aśı definida N : S → S2, se denomina la aplicación de Gauss de 

S.La aplicación N : S → S2 es una aplicación diferenciable entre superficies 

regulares, 

 

si p ∈ S  se sabe que dNp  :  Tp(S)  → Tp(S) es una transformación lineal pues 

TN (p)S2 = Tp(S). Esta transformación lineal se conoce como la diferencial de la 

aplicación de Gauss. 

 

Ejemplo 6    Sea la esfera unitaria dada por 

S2 = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 1} 

Si α(t) = (x(t), y(t), z(t)) es una curva parametrizada en S2, entonces 

        
           

              0tźtý.tx́.tzty.tx

0tźtz2týty2tx́tx2

1tztytx
222







 

lo cual demuestra que el vector (x, y, z) es normal a la esfera en el punto (x, y, z). 

Aśı N = (x, y, z) y N = (−x, −y, −z) son campos de vectores unitarios normales 

en S2. 
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Fijando una orientación en S2 eligiendo N = (−x, −y, −z) como campo normal, 

N 

apunta hacia el centro de la esfera. Restringiendo a la curva α(t), el vector normal 

N (t) = (−x(t), −y(t), −z(t)) 

es una función vectorial de t, por lo tanto 

dN (x′(t), y′(t), z′(t)) = N ′(t) = (−x′(t), −y′(t), −z′(t)); 

es decir, dNp(v) = −v para todo p ∈ S2  y todo v ∈ Tp(S2), con la elección de N 

como campo normal se obtiene   dN p(v) = v (Figura 2.5). 

v



N

p

 

Figura 2.5: Esfera unidad dN p(v) = v. 
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La aplicación dNp : Tp(S) → Tp(S) es una aplicación lineal autoadjunta, la 

cual permite asociar a dNp una forma cuadrática Q en Tp(S), dada por Q(v) = 

(dNp(v), v), v ∈ Tp(S). 

 

Definición 2.6 La forma cuadrática III   p, definida en Tp(S) por III   p(v) = 

−(dNp(v), v) se denomina la segunda forma fundamental de S en p. 

 

Definición 2.7 Sea C una curva regular en S que pasa por p ∈ S, k la 

curvatura de C en p, y cos θ = (n, N ), donde n es el vector normal a C y N 

es el vector normal a S en p. El número kn = k cos θ se denomina curvatura 

normal de C ⊆ S 

en p. 

 

kn es la longitud de la proyección del vector normal a la superficie en p, con un 

signo dado por la orientación N de S en p (Figura 2.6). 

Para una interpretación de la segunda forma fundamental III   p, se considera 

una curva regular C ⊆ S parametrizada por α(s), donde s es la longitud de arco 

de C, 

y con α(0) = p. Si se denota por N (s) la restricción del vector N a la curva 
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α(s), se tiene que (N (s), α′(s)) = 0, de donde, 

 

Figura 2.6: Curvatura normal 

(N (s), α′′(s)) = −(N ′(s), α′(s)) = 0 

Por lo tanto 

III   p(α′(0)) = −(dNp(α′(0)), α′(0)) 

       =  −(N ′(0), α′(0)) 

      =  (N (0), α′′(0)) 

=  (N, kn)(p) 

                                                     =  kn(p) 

En otros términos, el valor de la segunda forma fundamental III   p para todo vector 
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unitario v ∈ Tp(S) es igual a la curvatura normal de una curva regular en S que 

pasa por p y que es tangente a v. 

 

Proposición 2.8 (Meusnier) Todas las curvas contenidas en S que tienen 

en un punto dado p ∈ S la misma recta tangente, tienen en este punto la 

misma 

Curvatura normal. 

La proposición anterior permite hablar de la curvatura normal a lo largo de 

una dirección en p. Dado un vector unitario v ∈ Tp(S), la intersección de S con el 

plano que contiene a v y a N (p) se denomina la sección normal de S en p a lo 

largo de v (Figura 2.7). 
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Figura 2.7: El teorema de Meusnier: C y Cn  tienen la misma curvatura normal 

en p a lo largo de v 

En la esfera S2, con la orientación N , las secciones normales en un punto p ∈ S2 

son ćırculos de radio 1 (Figura 2.8). Por tanto las curvaturas normales son iguales a 

1, y la segunda forma fundamental es III   p(v) = 1 para todo p ∈ S2  y todo v ∈ 

Tp(S) con |v| = 1. 

 

Volviendo a la aplicación lineal dNp, para cada p ∈ S existe una base ortonormal 

{e1, e2} de Tp(S) tal que dNp(e1) = −k1e1, dNp(e2) = −k2e2. Además, 

k1  y k2  (k1  ≥ k2) son el máximo y el mı́nimo de la segunda forma 

fundamental III   p restricto a la ćırculo unidad de Tp(S); es decir, k1 y k2 son los 

valores extremos de 
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Figura 2.8: Secciones normales sobre una esfera 

la curvatura normal en p. 

 

Definición 2.9 La curvatura normal máxima k1  y la curvatura normal 

mı́nima k2 se llaman curvaturas principales en p, las direcciones correspondientes, 

es decir, las direcciones dadas por los autovectores e1, e2 de dNp son llamadas 

direcciones principales de p. 
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Por ejemplo, en el plano todas las direcciones en todos los puntos del plano son 

direcciones principales. Lo mismo ocurre con una esfera. En ambos casos, esto viene 

del hecho que la segunda forma fundamental en cada punto, restricto a vectores 

unitarios,  es  constante. 

 

Definición 2.10 Si una curva regular conexa C ⊆ S tal que para todo p ∈ C la 

recta tangente a C en p es una dirección principal en p. Se dice que C es una ĺınea 

de curvatura de S. 

 

Dada una aplicación lineal A : V  → V  de un espacio vectorial de dimensión 

2 y dada una base {v1, v2} de V . Si (aij ) es la matriz de A en la base {v1, v2} 

de V , entonces: 

det(A) = a11a22 − a12a21 y  T raza(A) = a11 + a22 

Se sabe que estos números no dependen de la elección de la base {v1, v2} de V , por 

lo tanto, sólo dependen de A. 

El determinante de dNp es el producto (−k1)(−k2) = k1k2 de curvaturas 

principales 

y la traza de dNp es el opuesto −(k1 + k2) de la suma de curvaturas principales. 

Si se cambia la orientación de la superficie, el determinante no cambia (el hecho 

que 
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la dimensión es par es esencial aqúı); la traza, sin embargo, cambia de signo. 

 

Definición 2.11 Sea p ∈ S y sea dNp : Tp(S) → Tp(S) la diferencial de la 

aplica- ción de Gauss. El determinante de dNp es la curvatura gaussiana K de S 

en p. El opuesto de la mitad de la traza de dNp  se llama curvatura media H de S 

en p. En términos de curvaturas principales, se escribe 

2

kk
H    kkK

,21
,21


  

Definición 2.12  Un punto de una superficie S se denomina 

1. Eĺıptico si det(dNp) > 0. 

2. Hiperbólico si det(dNp) < 0. 

3. Parabólico si det(dNp) = 0 con dNp /= 0. 

4. Plano si dNp = 0. 

Es claro que esta clasificación no depende de orientación. Los puntos de una esfera 

son puntos eĺıpticos. 

 

Para describir la aplicación de Gauss en coordenadas locales, se considera una 

parametrización X(u, v) de una superficie S en un punto  p  ∈ S,  y  sea  α(t)  = 

X(u(t), v(t))  una  curva  parametrizada  en  S,  con  α(0) = p. 

El vector tangente a α(t) en p es 
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α′ = Xuu′ + Xv v
′ y 

dN (α′) = N ′(u(t), v(t)) = Nuu′ + Nv v
′ 

Como Nu  y Nv  ∈ Tp(S), se escribe 

Nu = a11 + a21Xv 

Nv = a12Xu + 

a22Xv 

 

(2.11) 

por lo tanto 

dN (α′)  =  (a11Xu + a21Xv )u
′ + (a12xu + a22Xv )v

′ 

= (a11u′ + a12v′ )Xu + (a21u′ + a22v′)Xv

De donde: 




























v́

ú

aa

aa

v́

ú
dN

2212

1211  

Esto muestra que en la base {Xu, Xv }, dN está representado por la matriz (aij ), 

i, j = 1, 2. 

Esta matriz no es necesariamente simétrica, a menos que {Xu, Xv} sea una base 

ortonormal.
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Por otro lado, la expresión de la segunda forma fundamental en la base {Xu, Xv } 

es dado por 

   

   

   22

2
vvuvvu

2
uu

vuvu

p

v́gv́´fu2úe

v́X.Nv́úX.Nv́úX.NúX.N

v́XúX.́vNúN

´,´dN´II









 

y como 

uuuv

uuuv

u

u

X,NX,N

0X,NX,N

0X,N
v

0X,N












 

Así se obtienen 

vuu,v

v,uvuuvu,v

uuu,u

X,NXNg

XNX,NX,NXNf

X,NXNe







 

A los e, f, y g se les denominan los coeficientes de la segunda forma fundamental de 

la superficie S. 

Ahora, se va obtener los valores de aij en términos de los coeficientes e, f, g. 

GaFaf

X,XaXNaf

X,XaXaXNf

2111

vv21v,u11

vv21u11v,u







 

Aśı se obtienen 
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GaFag

FaEae

FaEaf

GaFaf

2212

2111

2212

2111









 

Donde E, F, G son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base 

{Xu, Xv }. De las últimas ecuaciones, se obtiene matricialmente 
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2212

2111                       (2.12) 

De donde 
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donde ( )−1  representa la matriz inversa de la matriz ( ).  

De la última igualdad se 

tiene9
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En la ecuación (2.12), aplicamos determinante 

 

2

2

22

2212

2111

FEG

feg
K

FEGKfeg

GF

FE

aa

aa
det

gf

fe
det





























































 

que es la curvatura de Gauss en relación a los coeficientes de la primera y segunda 

formas fundamentales. 

La curvatura media es el opuesto de la mitad de la traza de la matriz (aij ) 

 

















2

2211

FEG

gEfFeGfF

2

1

aa
2

1
H

 

Por lo tanto, la curvatura media en relación a los coeficientes de la primera y 

segunda formas fundamentales está dada por 















2FEG

gEfFeGfF

2

1
H  

Proposición 2.13 Sea p ∈ S  un punto eĺıptico de una superficie S. Entonces 

existe una vecindad V de p en S tal que todos los puntos de V pertenecen al 

mismo lado del plano tangente Tp(S). Sea p ∈ S un punto hiperbólico. Entonces en 

cada vecindad de p existen puntos de S que están en ambos lados de Tp(S). 

 

Demostración: S e a  X(u, v) una parametrización de S en p, con X(0, 0) = p. 



47 
 

La distancia d de un punto q = X(u, v) ∈ S al plano tangente Tp(S) (Figura 2.9) 

está dado por 

d =  (q − p, N (p)) 

=  (X(u, v) − X(0, 0), N (p)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.9: Superficie con punto eĺıptico. 

Como X(u, v) es diferenciable, se tiene de la fórmula de Taylor: 

      RbXabX2aX
2

1
bXaX0,0Xv,uX 2

vvuv
2

uuvu   

donde las derivadas son tomadas en (0, 0) y el resto R satisface la condición: 

   
0

ba

R
lim

220,0b,a



 

De esto se sigue que: 
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|w| 

     

      

 

  RwII
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Rgbfab2ea
2
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RbpN.XabpN.X2apN.X
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pN,0,0Xv,uXd
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22
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Luego: 

  RwII
2

1
d p   

donde w = aXu + bXv ∈ Tp(S), R = (R, N (p)) y

   
    0pN,0pN,

ba

R
lim

w

R
lim

220,0b,a20w






 

Para un punto eĺıptico p, III   p(w) = k1ξ2 + k2η2 tiene signo fijo. Por lo tanto, 

para todo (a, b) ∈ Tp(S) suficientemente cerca a p, d tiene el mismo signo como III   

p(w). esto significa que todos los puntos X(u, v) correspondientes a (a, b) en la 

superficie 

S están en el mismo lado de Tp(S). Para un punto hiperbólico p, en cada vecindad 

de p existen punto (a, b) y (a, b) ∈ Tp(S) tales que III   p( w ) tienen signos opuestos 

llamados curvaturas principales (aqúı w = aXu + bXv). De modo que: 

  R
w

w
IIw
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1
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2

1
d p

2
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      y 
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1
RwII

2

1
d p

2
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Tienen signos distintos. Por lo tanto, existen por lo menos dos puntos X(u, v) de 

S en distintos lados del plano tangente Tp(S).  

 

Una superficie con puntos hiperbólicos se puede ver en (Figura 2.10). 

 

 

Figura 2.10: Superficie con punto hiperbólico 
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i
j 

12 

2.2.3. El teorema de Gauss 

Como ya es habitual, se denota por S a una superficie regular, orientable y 

orientada. Sea X : U ⊆ R2 → S una parametrización en la orientación de S. A 

cada punto de X(U ) se asigna un triedro natural definido por los vectores Xu, Xv 

y N . Al expresar las derivadas de los vectores Xu, Xv y N de la base {Xu, Xv , N 

} de R3, se obtienen 

v22u12v

v21u11u

3v
2
22u

1
22vv

2v
2
21u

1
21vu

2v
2
12u

1
12uv

1v
2
11u

1
11uu

XaXaN

XaXaN

NLXXX

NLXXX

NLXXX

NLXXX













 

 

Donde los coeficientes Γ, i, j, k = 1, 2, se denominan los śımbolos de Christoffel deS 

en la parametrización X. Como Xuv = Xvu, se sigue que 2
21

2
12

1
21

1
12 y           

es decir, los śımbolos de Christoffel son simétricos con respecto a los sub́ındices. 

Efectuando el producto interior de las cuatro primeras relaciones con N , se tiene 

Inmediatamente que L1 = e, L2 = L̄ 2 = f, L3 = g, donde e, f, g son los 

coeficientes de la segunda forma fundamental de S. 

Luego, las ecuaciones quedan del siguiente modo 
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v22u21v

v12u11u

2
22u

1
22vu

2
12u

1
12uv

2
11u

1
11uu

XaXaN

XaXaN

gNXX

fNXX

eNXX











 

Para determinar los śımbolos de Christoffel, se efectúa el producto interior de las 

cuatro primeras relaciones con Xu  y Xv , obteniendo el sistema 

vuuv
2
22

1
22

uvvuu
2
22

1
22

uuuv
2
12

1
12

vuuv
2
12

1
12

vuvuu
2
11

1
11

uuuu
2
11

1
11

G
2

1
X,XGF

G
2

1
FX,XFE

G
2

1
X,XGF

E
2

1
X,XFE

E
2

1
FX,XGF

E
2

1
X,XFE













 

Resolviendo las ecuaciones, se obtienen. 

 2
vuu1

11
FEG2

FEFF2GE




                   

 2
uvu2

11
FEG2

FEEEEF2




  

 2
uu1

12
FEG2

FGGE




                                       

 2
vu2

12
FEG2

FEGE




  

 2
vuu1

22
FEG2

FGGGGF2




                   

 2
uvv2

22
FEG2

FGFF2GE
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Justamente, las expresiones de las derivadas de Xu, Xv y N con respecto a la 

base{Xu, Xv , N }, únicamente  dependen  de  los  coeficientes  de  la  primera  y  

segunda forma fundamental de S. Un procedimiento para obtener relaciones entre 

estos coeficientes consiste en considerar las expresiones 

   

   

0NN

0XX

0XX

vuuv

vvuuvv

uuvvuu







 

Al introducir valores, se puede escribir estas relaciones en la forma 

0NCXBXA

0NCXBXA

0NCXBXA

3v3u3

2v2u2

1v1u1







 

donde los Ai, Bi, Ci son funciones de E, F, G, e, f, G y de sus derivadas. 

Como los vectores Xu, Xv , N son linealmente independientes, las últimas 

relaciones implican la existencia de nuevas relaciones 

 

Ai = 0,   Bi = 0,   Ci = 0, i = 1, 2, 3 

 

Determinando las relaciones A1 = 0, B1 = 0, C1 = 0. Se puede escribir en la 

forma 

   
    NfXX                                                                                      

fNXXNeXXeNXX

uvu
2
12uu

2
12

uvu
2
12uu

1
12vvv

2
11uv

1
11vvv

2
11uv

1
11





Usando las combinaciones lineales y la ecuación de los coeficientes de Xv , se tiene 
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   u2
1221

2
12

2
12

2
11

1
12v

2
1122

2
12

2
11

2
12

1
11 faea   

Introduciendo los valores de aij , se deduce que 

    EK2
22

1
12

2
22

2
12

2
12

2
12

2
11

1
12v

2
11u

2
12   

Las ecuaciones precedentes prueban el siguiente teorema 

 

Teorema 2.14 (Egregium de Gauss) La curvatura gaussiana K de una super- 

ficie es invariante por isometŕıas locales. 

 

Por otro lado, se estudia las superficies convexas, que son superficies que están en 

un lado de cada plano tangente. 

 

Definición 2.15 (Superficie Convexa)  Una  superficie  regular  se  dice  que  

es una superficie convexa si se encuentra en un lado de cada plano tangente. 

 

Teorema 2.16 Sea S una superficie conexa y compacta en R3. Si K > 0 en 

todo punto de la superficie, entonces la superficie es convexa. 

 

Para la caracterización de la esfera, se debe demostrar que la esfera S2  es una 

superficie convexa. 
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Ejemplo 7 La esfera S2 ⊂ R3 es convexa. 

En efecto.Las secciones normales en un punto p ∈ S2  son las circunferencias de 

radio r, la curvatura de la circunferencia de radio r es constante e igual a  
r

1
, 

por lo tanto todas las curvaturas normales kn de la esfera S2 de radio r son 

iguales a 

decir, 

r

1
Kn   

Aśı se tiene que las curvaturas principales son iguales a Luego la curvatura 

gaussiana K de S2 es: 

2

21

r

1

r

1
.

r

1

kkK







 

Aśı, se tiene que K > 0, por lo tanto la esfera S2 es una superficie convexa. 

 

2.2.4. Superficies de dimensión n 

Una superficie de dimensión n, o n-superficie, en Rn+1 es un subconjunto 

no vació S de Rn+1 de la forma S = f −1 donde f : U → R, U abierto, es una 

función suave con la propiedad que ∇f (p) /= 0 para todo p ∈ S. Una 1-superficie 
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p 

en R2  es 

también llamado una curva plana. Una 2-superficie en R3 es usualmente 

llamado una superficie. Una n-superficie en Rn+1 es llamado también una 

hipersuperficie, especialmente cuando n > 2. 

 

Cada n-superficie S tiene en cada punto p ∈ S un espacio tangente que es un 

subespacio vectorial n dimensional del espacio Rn+1 de todos los vectores en p. 

Una hipersuperficie en Rn+1  es una hipersuperficie S, es una hipersuperficie 

con un campo de vectores continuo N en S. La función N : S → Rn+1  

asociado con el campo vectorial N por N (p) = (p, N (p)), p ∈ S, realmente S 

aplica en la esfera Sn ⊂ Rn+1, puesto que IN (p)I = 1 para todo p ∈ S. Aśı, 

asociando a cada a cada hipersuperficie orientada es una aplicación suave N : 

S → Sn, llamado la aplicación de Gauss. 

 

La imagen de la aplicación de Gauss 

N (S) == {q ∈ Sn : q = N (p),  para algún p ∈ S} 

es llamada imagen esférica de la hipersuperficie orientada S. 

 

Definición 2.17  Sea S una hipersuperficie orientada por la aplicación de 
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Gauss N . Se llama la aplicación de Weingarten en p ∈ S a la aplicación 

lineal     Lp = −dN p : TpS → TpS, esto es, Lp(v) = −∇v N , para v ∈ TpS. 

 

Sabiendo esto, se puede saber las curvaturas principales, , pero ahora se tiene Lp 

que es una forma cuadrática autoadjunta, y por lo tanto existe una base ortonormal 

que diagonaliza a Lp. 

 

Definición 2.18 Sea S una hipersuperficie en Rn+1, y sea v ∈ TpS, Lp(v) · v 

es igual a la componente normal de la aceleración en p de toda curva 

parametrizada 

α en S pasando por p con velocidad v. Esta componente de aceleración es en α la 

curvatura de S en Rn+1. Cuando IvI = 1, este número 

 

kn(v) = Lp(v) · v 

 

es llamado la curvatura normal de S en p en la dirección v. 

 

Si kn(v) > 0 entonces la superficie S se acerca hacia N en la dirección v, y si 

kn(v) < 0 el se aleja de N en la dirección de v. 
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Ejemplo 8 Sea Sn la esfera unitaria de radio r, x2 + · · · + x2= r2, 

orientado por la aplicación normal 

     rp,ppp,ppN   

para p ∈ S. Haciendo N- (p) = (p, −p/r) para p ∈ Rn+1, esto es, 

  







 


r

x
.........

r

x
,x.........xx.........xÑ 1n1

1n11n1  

Se tiene, para p ∈ S y v ∈ TpS, 

 

 

  1n1v

1n
v

1
v

1nv1v

vp

x.........x,p
r

1

r

x
...............

r

x
,p

Ñ.........Ñ,p

NvL








































 

Pero, para cada i ∈ {1, . . . , n + 1}, 

 

∇v xi = ∇xi(p) · v = (p, 0, . . . , 1, . . . , vn+1) = vi 

Aśı, se tiene 

    v
r

1
v............v,p

r

1
vL 1n1p    

Aśı la aplicación de Weingarten de la esfera Sn de radio r está dado por 1/r. 

Por lo tanto kn(v) = 1/r tiene el mismo valor para todas las direcciones 

tangentes v en todos los punto p ∈ Sn. 
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Definición 2.19 Sea S una hipersuperficies orientable en Rn+1 y sea p ∈ S, 

los autovalores k1(p), . . . , kn(p) de la aplicación de Weingarten Lp son 

llamados las curvaturas principales de S en p y los autovectores de Lp son 

llamados direcciones principales de curvatura. 

 

Si las curvaturas principales son ordenados tal que k1(p) ≤ k2(p) ≤ . . . ≤ kn(p), 

entonces kn(p) es el máximo valor de curvatura normal kn(v) para v ∈ TpS, y 

k1(p) es el mı́nimo valor de la curvatura normal kn(v) para v ∈ TpS. 

 

Lema 2.20 Sea V un espacio vectorial con producto interior y sea L : V → V 

una transformación lineal autoadjunta sobre V . Sea S = {v ∈ V : v · v = 

1} y se define f : S → R por f (v) = L(v) · v. Si f es fijo en v0 ∈ S (es 

decir, si (f ◦α)′(t0) = 0 para toda curva parametrizada α : I → S con α(t0) = 

v0). Entonces L(v0) = f (v0)v0, (es decir, v0 es un autovector de L con 

autovalor f (v0)). 

Asociando con cualquier transformación lineal autoadjunta L : V → V , donde V 

es un espacio vectorial con producto interno, es una función real ̺ : V → R 

definido por 
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̺g(v) = L(v).v 

Esta función III   es la forma cuadrática asociada con L. La forma cuadrática aso- 

ciada con la aplicación de Weingarten Lp  en un punto p de una 

hipersuperficie orientada S ⊂ Rn+1 es llamada la segunda forma fundamental 

de S en p y es denotado por III   p. Aśı, III   p(v) = Lp(v) · v = α′′(t0) · N (p) donde 

α : I → S es cual- quier curva parametrizada en S con α(t0) = p y α′(t0) = v. 

En particular, cuando IvI = 1, III   p(v) es igual a la curvatura normal de S en p 

en la dirección v. 

 

La forma cuadrática asociada con una transformación lineal autoadjunta L 

contiene exactamente la misma información con L, ya que L puede ser recuperado 

de ̺ por la fórmula 

        wgvgwvg
2

1
w.vL   

que es válido para todo v y w en V . 

 

Definición 2.21 Una forma cuadrática ̺ se dice  
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v todo para 0g  sinegativa  semidefinida

v todo para 0g  sipositiva  semidefinida

0v todo para 0vg  sinegativa definida

0v todo para 0g  sipositiva definida









 

El determinante y la traza de la aplicación de Weingarten tienen particular 

importancia en la geometŕıa diferencial. 

 

Definición 2.22 Sea S una hipersuperficie orientada en Rn+1 el 

determinante K(p) = det Lp es llamada la curvatura de Gauss-Kronecker de S 

en p. 1/n veces de la traza de Lp es llamada la curvatura media H(p) de S en p 

 

La curvatura de Gauss-Kronecker es igual al producto de las curvaturas principales 

en p, cuando n = 2, K(p) = k1(p)k2(p) es llamada simplemente la curvatura 

de 

Gauss en p. 

La curvatura media es el valor promedio de las curvaturas principales en p.

   



n

1i
i pk

n

1
pH  
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Capítulo III 

 

MATERIALES Y MÉ TODOS 

 

3.1. Materiales 

Los materiales utilizados son: 

Libros 

Internet 

Papel 

Usb 

Lapicero 

Plumones 

Pizarra 

Mota 
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3.2. Metodoloǵıa de la investigación 

 

3.2.1. Tipo de investigación 

El tipo de investigación es básicamente teórico a nivel  explicativo, el cual se 

caracteriza porque los resultados sirven para profundizar  los  conocimientos  del tema 

en cuestión. 

 

3.2.2. Método 

Los métodos son: deductivo, anaĺıtico y sintético; ya que la ejecución del trabajo 

de investigación consiste en la exploración, interpretación y análisis. 

 

3.2.3. Técnica 

Revisión de la teoŕıa en los materiales de consulta para lograr los objetivos 

espećıficos de la tesis. 

 

3.2.4. Estrategias 

Revisión del material bibliográfico sobre el tema, sistematización de la infor- 

mación recopilada, redacción del borrador de tesis y del informe final. 
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Caṕıtulo I V  

RESULTADOS Y DISCUSIÓ       N 

 

En esta parte se expone el resultado de la investigación, primeramente haciendo 

la caracterización de la esfera y luego del paraboloide eĺıptico. 

 

4.1. Esferas 

En esta sección se desarrolla el objetivo general del trabajo de investigación, 

que es demostrar el teorema (4.2), que es la caracterización de la esfera en el es- 

pacio tridimensional, esto es, que bajo las condiciones de que una superficie de 

R3 cerrada y convexa, y que se intersecta con dos planos paralelos, uno de ellos 

el plano tangente en un punto de la superficie, y que el área de la parte de de la 

superficie entre los planos paralelos, sólo depende de la distancia entre los planos; 

entonces esta propiedad es caracteŕıstica de una superficie llamada esfera. 

 

Sea M una superficie cerrada convexa en el espacio tridimensional R3, es decir, 

por la definición de superficie convexa tal superficie se encuentra en un lado de 

cada plano tangente en un punto de la superficie. Entonces por el teorema 2.16 
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la curvatura gaussiana K  es no negativa. Para un punto fijado p ∈ M  y para un 

suficientemente pequeño h > 0, se considera un plano Φ paralelo al plano tangente 

Ψ de M en el punto p con distancia h que intersecta a M . 

 

Según un sistema de coordenadas, y por la ecuación (2.10), se puede escribir 

la fórmula de área, denotando por Mp(h) el área de la superficie entre los planos 

Φ y Ψ. y sea un sistema de coordenadas (x, y, z) ∈ R3  con el origen p, el plano 

tangente de M en p es z = 0, y M = graf (f ) para una función no negativa convexa 

f : R2 → R. Entonces, se tiene 

 
  


hxf

2
p dXf1hM  

donde X = (x, y), dX = dxdy y ∇f denota el vector gradiente de f . 

El siguiente lema es de mucha importancia en la demostración del teorema 4.2. 

 

Lema 4.1 Si la curvatura gaussiana K(p) de M en p es positivo, entonces 

 
 pK

2
0M´

p


  

Demostración: Considerando la expansión de Taylor de f (X) como 

sigue 

   XfAXXXf 3
t   
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p 

donde A es una matriz simétrica de orden 2 × 2 y f3(X) es una función O(|X|3). 

Entonces la matriz Hessiana de f en el origen está dado por 

D2f (0) = 2A 

Por lo tanto 

K(p) = det D2f (0) = 4 det A=(4.1) 

Puesto que, K(p) > 0 y f es no negativo, la matriz A es definida positiva. Aśı, 

existe una matriz no singular B satisfaciendo 

A = BtB 

donde Bt  denota la transpuesta de B, Por lo tanto, se tiene 

f (X) = XtAX + f3(X) 

=  XtBtBX + f3(X) 

= (BX)tBX + f3(X) 

=  |BX|2 + f3(X) 

Para calcular M ′ (0), se usa la descomposición de Mp(h) como sigue 
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     hNhQh´M p   

 
  


hxf

dX1hQ ………………...…………(4.2) 

 
  








 
hxf

2
dX1f1hN  

Y como 
22

f1f1 













 , entonces 

    








 
hxf

2

hxf

2
fdX1f1  

Entonces se tiene 

 
  


hxf

2
fhN  

Adema 0h  

 
  


hxf

2
f

h

1

h

hN
 

Por lo tanto se tiene 

 

 

dtds1
h

1

h

hN h

0t
tf

t
1

  


















 

donde dst denota el elemento de ĺınea de la curva f −1(t), que muestra que el 

integrando no es más que la longitud L(t) de f −1(t), con L(0) = 0 

 
 

  


















h

0t
tf

t
1

ds1tL  
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Entonces, se tiene 

 
  

h

0t
dttL

h

1

h

hN
 

Por el teorema fundamental del cálculo, se ve que 

 
 

 

0

0L

h

hN
lim0´N´

0h








 

Ahora, sea y  eY,Xy   eh 2   

   

 

  1YegBY

eeYfBeY

ehXfXfBX

3
2

2
3

2

2
3

2







 

donde g3(Y ) es una función O(|Y |3). 

De la ecuación (4.2) se tiene 

 
 

 








hYegBY

hxf

3
2 dX1

dX1
h

1

h

hQ

 

Como ǫ → 0, entonces h → 0, entonces de la ecuación anterior se sigue que 

 
 

 







1BY

0h

2 dY1

h

hQ
lim0Q´

 

Si W = BY , entonces se tiene 

 
Bdet

dW1
Bdet

1
0Q´

1W
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de la curvatura gaussiana, ecuación (4.1), se tiene 

K(p)  =  4 det A 

=  4 det(BtB);  A = BtB 

=  4(det B)2 

=  (2 det B)2 

Asi   Bdet2pK   

En la ecuación (4.3) 

 
 pK

2
0Q́


  

Y como N ′(0) = 0, se concluye que 

 
 pK

2
0M´

´p


  

Lo cual completa la demostración.  

El siguiente teorema representa el objetivo general del trabajo de investigación. 

Teorema 4.2 Sea M una superficie cerrada y convexa en el espacio euclidiano 

tridimensional R3. Si M satisface la condición: (C) para dos planos paralelos 

con una distancia h que intersecten M , el área de superficie de la región M 

entre los planos es una función no negativa φ(h), que depende solo de h. 

Entonces M es una esfera. 
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Demostración: Como M es cerrado y convexo, existe un punto p ∈ M , tal 

que la curvatura gaussiana en ese punto K(p) > 0. Por lo tanto, el conjunto 

U = {p ∈ M ; K(p) > 0} es no nulo. Juntamente con la condición C y el 

lema anterior, implica que para cada punto p ∈ U , se tiene que K(p) = 

4π2/φ′(0)2, que es independiente de p ∈ M . Aśı, la continuidad de K, muestra 

que U = M , y por lo tanto, se tiene que K = 4π2/φ′(0)2 en M . Aśı, se 

completa la prueba del teorema.                                                                                                             

 

4.2. Paraboloides eĺıpticos 

El objetivo de esta sección es demostrar el teorema (4.4) que es una caracteri- 

zación del paraboloide eĺıptico, para lo cual se hará el mismo tratamiento que en la 

sección anterior, pero en vez de usar superficies en R3, se usarán hipersuperficies en 

Rn+1, en este espacio la curvatura de Gauss se llama curvatura de Gauss-Kronecker. 

 

Sea M una hipersuperficie convexa en el espacio (n + 1) dimensional 

Rn+1. Para un punto fijo p ∈ M y para un suficientemente pequeño t > 0, 

considerando un hiperplano Φ paralelo al hiperplano tangente Ψ de M en p con 

distancia t que intersecta M . 
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Denotando por Sp(t) (respectivamente, Rp(t)) el volumen de la región acotada 

por la hipersuperficie y el hiperplano Φ (respectivamente, de el cilindro con 

base Φ ∩ M y altura t). Entonces Rp(t) es (n + 1) veces el volumen de el cono 

con la misma base y el vértice p. 

 

Ahora se introduce un sistema de coordenadas (x, z) = (x1, . . . , xn, z) de 

Rn+1 con el origen p, el plano tangente de M en p es z = 0. Además, asumiendo 

que M es localmente el gráfico de una función no negativa convexa f : Rn → R. 

Entonces 

 
 





1xf

p dX1ttR  

    
 





1xf

p dXXfttS  

Donde  dX=dx1……dxn 

También 

    
 

 
dzdx1

dXXfttS

0z xf

1xf

p

 
























 

Por lo tanto, junto con el teorema fundamental del cálculo, se muestra que 
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 tRdX1ttS p

1xf

´
p  



 

Lema 4.3  Si la  curvatura  de Gauss-Kronecker K(p)  de  M  en p  es  positiva, 

entonces 

 
 

 p

n
2n

p22n0t K

W2
tR

t

1
lim 


 

donde ωn denota el volumen de la esfera unitaria n dimensional. 

 

Demostración: Considerando la expansión de Taylor de f (X) como sigue 

f (X) = XtAX + f3(X), 

donde X denota la columna del vector (x1, . . . , xn)t, A es una matriz simétrica 

de orden n × n, y f3(X) es una función O(|X|3).Entonces la matriz Hessiana de f 

en el origen está dada por 

D2f (0) = 2A

Por lo tanto 

K(p) = det D2f (0) = 2n det A. (4.5) 
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Puesto que K(p) > 0 y f es no negativo, La matriz A es definida positiva. 

Aśı, existe un matriz no singular B satisfaciendo 

A = BtB, 

donde Bt denota la transpuesta de B. En consecuencia, se obtiene 

f (X) = XtAX + f3(X) 

=  XtBtBX + 

f3(X) 

= (BX)tBX + f3(X) 

=  |BX|2 + f3(X). 

Ahora, sea t = ǫ2 y X = ǫy, se tiene 

|BX|2 + f3(X) = f (X)  <  t = ǫ2 

|Bǫy|2 + f3(ǫy)  <  ǫ2 

|By|2 + ǫg3(y) < 1 

donde g3(y) es una función O(|y|3). 

Entonces la ecuación (4.4) da 

 
 

   







1yegBy1xf
2np22n

3
2

dy1dX1
t

1
tR

t

1
 

Como ǫ → 0, entonces t → 0, se sigue que 
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1yegBy1xf
2np22n0t

3
2

dy1dX1
t

1
tR

t

1
lim  

Si w = By, entonces, se tiene 

 
 

Bdet

W
dw1

Bdet

1
tR

t

1
lim n

1w

p22n0t
 




 

donde ωn  denota el volumen de la esfera unitaria n dimensional. Por lo tanto de 

la ecuación (4.5) se sigue que 

 
 

 pK

W2
tR

t

1
lim n

2n

p22n0t



 

En seguida se enuncia y demuestra la caracterización de los paraboloides eĺıpti- 

cos, que es uno de los objetivos del trabajo de investigación 

 

Teorema 4.4 Sea M hipersuperficie suave convexa en el espacio (n + 1) dimen- 

sional Rn+1. entonces M es un paraboloide eĺıptico si y sólo si, existe una ĺınea L 

para que M satisface la condición: 

(L) Para cualquier punto p en M y cualquier sección del hiperplano de M paralelo 

al plano tangente de M en p, si v denota el punto donde la ĺınea junto con p pa- 

ralelo a L se encuentra con el hiperplano. Entonces el volumen de la región de M 
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x1 

xn 

entre estos dos hiperplanos paralelos es Ip − vI(n+2)/2 para alguna constante que 

depende solamente de la hipersuperficie M . 

 

Demostración: Asumiendo que la ĺınea L es el eje z y la 

hipersuperficie convexa M está dada localmente por z = f (X) para alguna 

función convexa f : Rn  → R. Para un punto fijo p = (X, f (X) in M con 

curvatura de Gauss-Kronecker K(p) positiva y t > 0, sea la región de M 

cortado por el hiperplano paralelo al hiperplano tangente de M en p con 

distancia t > 0. Entonces la hipótesis muestra que Sp(t) = aIp − vI(n+2)/2 para 

todo t ∈ R, donde a es una constante. 

Si se escribe 

 
n1 xx f..............f

W

1
N   

donde   21
x

2
x

2
n1

f..............f1W  entonces N  es un vector unitario 

normalapuntando hacia arriba. Sea θ el ángulo entre N y −p→v, entonces se tiene 

cos θ = 

1/W . 

Por lo tanto, se obtiene Ip − vI = tW , lo cual muestra que 

      22n22n
p taWtS   
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Aśı, de la ecuación (4.4) se tiene 

      22n22n
p taW

2

2n
tR 
  

Por lo tanto, por el lema 4.3, se muestra que 

 
  2n22

2
n

2n

W

1

a2n

W2
pK






  

puesto que la curvatura de Gauss-Kronecker K(p) de M está dado por 

 
 

2n

2

W

xfDdet
pK


  

se sigue de la ecuación (4.6) que el determinante det D2f (X) de la Hessiana de 

f (X) es una constante positiva. La continuidad de D2f (X) muestra que es 

una constante positiva sobre todo el espacio Rn. Aśı, f (X) es una polinomio 

cuadrático definido globalmente 
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Caṕıtulo V 

CONCLUSIONES 

 

1. En el teorema 4.2, se logró demostrar una caracterización de la esfera en el  

espacio tridimensional, siendo M una superficie y dos planos paralelos 

intersectando a M con distancia h y que el área de la región entre los planos 

solamente dependiendo de h, tal superficie es una esfera. 

 

2. La interpretación de la curvatura gaussiana se justificación detalladamente 

para una superficie en R3, este hecho es debido al ejemplo 7 de la sección 

2.2, y para una superficie n dimensional esta curvatura toma el nombre de 

curvatura de Gauss-Kronecker. 

3. La caracterización del paraboloide eĺıptico se realizó en el teorema 4.4, de- 

mostrando que el volumen de la región de una hipersuperficie M entre dos 

hiperplanos paralelos está dado por Ip − vI(n+2)/2, y esto resulta mediante el 

uso de la curvatura de Gauss-Kronecker.  
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Cap    ́ıtulo VI 

RECOMENDACIONES 

 

1. En la geometŕıa diferencial local y global de dimensiones arbitrarias no es 

posible hacer un tratamiento geométrico de las hipersuperficies, pero en el 

espacio tridimensional las superficies se pueden caracterizar fácilmente por lo 

que sugiero a estudiantes interesados en el espacio Rn trabajos de investi- 

gación en forma anaĺıtica. 

 

2. Durante el desarrollo del trabajo, surgieron algunas preguntas que podŕıan ser  

considerados como trabajos de investigación, por ejemplo la caracterización  

de la curvatura de Gauss-Kronecker de una hipersuperficie, la cual permite 

calcular dicha curvatura sin conocer las curvaturas principales. 
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Felipe Cl ı́maco Ccolque Taipe, 2012. Geometrı́a Diferencial II con Pro- 

blemas Resueltos, Puno-Perú. 
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