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Resumen

En el presente trabajo, se introducen: la teoria de grupo de Lie, el algebra de
Lie y la geometria simplética. Para obtener el resultado del teorema de reduccion de
Marsden, Weinstein y Meyer, se defini6 una aplicacion de momento p : M — g*,
para acciones Hamiltonianas de grupos de Lie G en una variedad simplética (M, w);
consideré una acciéon suave y propia de un grupo G en una variedad simplética
(M,w), y el subgrupo de Lie G, = {g € G : Ad}n = n} actia libremente en
el conjunto de nivel p=*(n) con n € g*, un valor regular. Demostré que la reduc-
cién simplética M,’;ed = p'(n)/G,, admite una estructura simplética y cuya forma
simplética w, es caracterizada por 7w, = iw, donde m, : u~'(n) — p'(n)/G,
es la aplicacién proyeccién y i, : pu~'(n) < M la inclusién. Finalmente, muestro
algunos ejemplos de reducciéon y un resultado para acciones que conmutan en la

variedad simplética.

Palabra clave: Simplética, aplicacién de momento, reducciéon simplética.
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Abstract

In the present work, we introduction the theories of Lie groups, Lie algebras
and simplectic geometry. To have the result, it is given in an application of moment
i M — g* for Hamiltonian actions of Lie group actions GG in a manifolds sim-
plectic (M,w); Consider smooth action and proper of a Lie group in a simplectic
manifolds and the subgroup of Lie {g € G : Adjn = n}, acts freely on the level set
=t (n) with n € g* a regular value. Simplectic reduction is demonstrated admits a
simplectic structure and whose form simplectic w, is characterized by mw, = i;w
where 7, : p='(n) — p'(n)/G, is projection application and i, : p~'(n) — M
the inclution. Finally, I show some examples of reduction and a result for actions

commuting over simplectic manifolds.

Keywords: Simplectic, application moment, simplectic reduction. newpage
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Introduccion

El objetivo de este trabajo es formular y demostrar el teorema de reduccion
simplética de Marsden, Weinstein, Meyer. La reduccion simplética requiere, una ac-
cion Hamiltoniana de un grupo de Lie, en una variedad simplética que define la
aplicacién de momento para la variedad simplética. Luego, usando dicha aplicacion
dividi en conjuntos de nivel del valor regular, y consideré una accién de un subgrupo
adecuado, para definir en seguida un espacio cociente del conjunto nivel de valor re-
gular sobre el subgrupo mencionado. Este cociente define el espacio de érbitas, que
tiene algunas propiedades y considerando que el subgrupo actiia suavemente, libre-
mente, y propiamente en el conjunto de nivel, para obtener una estructura simplética
en el espacio cociente. Antes de la division en conjuntos de nivel, se sabe que la varie-
dad simplética es estructurada con una forma diferencial de grado 2, no-degenerada
y se pasa esa propiedad al espacio cociente construido por el conjunto de nivel, dicha

operacién fue promovida por Cartan, [1922].

Smale, [1970] identific6 un adecuado subgrupo que tiene relacién con la aplica-
cién del momento, en el contexto especial de fibrado cotangente. Dicho trabajo que
realizo Smale, inspiro a Meyer, para formular la construccién simplética, y la version
fue formalizada por Marsden y Weinstein, con el uso explicito de las propiedades de

la aplicacién del momento.

En el capitulos 1, se tiene la revisién de la literatura, en ella se menciona el

planteamiento del problema, los antecedentes de la investigacién, objetivos y el mar-
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co tedrico, para el desarrollo de esta tesis.

En el capitulo 2, se menciona los materiales usados durante la investigacién y

también la métodologia.

En el capitulo 3, presento los resultados y discusion: En la primera seccién,
sera introducida la nocién de grupos de Lie y algebras de Lie y sus ejemplos respec-
tivos. También se establecera las condiciones para que un espacio de érbita, admita
una estructura suave. En la segunda seccion, introduciré la definicién de variedad
simplética e ilustro algunos ejemplos. Después, discutiré la accién simplética y la
accion Hamiltoniana. En seguida, mostraré algunas aplicaciones de momento. En la
seccién tres, expongo la reduccién mediante la aplicacion del momento p: M — g*,
considerando 7 € g* valor regular y el cociente M;ed = u'(n)/G,. Pruebo bajo
ciertas condiciones, el espacio cociente M{]’ed admite una estructura simplética, tal
resultado fue descubierto por Marsden, Weinstein y Meyer, luego se vera algunos

ejemplos y una aplicacion para acciones que conmutan.

Finalmente, en los capitulos 4 y 5, presento las conclusiones y las recomenda-

ciones respectivamente.

11
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Capitulo 1

Revision de Literatura

En este capitulo, presento el planteamiento del problema, los antecedentes de

la investigacion. Luego, los objetivos y el marco tedrico.

1.1. Planteamiento del problema

En la actualidad, la geometria simplética es una nueva rama de la matematica
muy investigada, debido a la existencia de muchos problemas abiertos y aplicacio-
nes interesantes. La investigacion propuesta estd basada en los articulos de Marsden,
Weinstein y Meyer sobre reduccion simplética; en la presente investigacién analizare
propiedades geométricas para una accién de un grupo de Lie que actiia suavemente,
libremente y propiamente en una variedad real suave.

Por otro lado, se define un nuevo tipo de estructura geométrica en una variedad
suave, que es la estructura simplética que tiene similitud a una métrica Riema-
niana, pero que tiene propiedades diferentes. En la estructura simplética un grupo
de Lie que actia de manera Hamiltoniana define la aplicacién del momento aso-
ciada al grupo de Lie. Por ejemplo, para la acciéon de C — {0} en C", dada por
t.(z1, ..y 2n) = (t.21,...,t.2,), se tiene dos tipos de 6rbitas: lineas perforadas repre-
sentadas por los vectores no nulos de C" y una orbita inestable en el origen, que

consta de un solo punto. El espacio de érbitas es: C"/(C — {0}) = CP"' LU {punto},

12
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el cociente topolégico restricto a la topologia usual en CP" ™', se observa que existe
un solo conjunto abierto denominado espacio total, que contiene al conjunto {punto}
en la topologia cociente, entonces el cociente C"/(C — {0}) no es de Haussdorff y
menos una variedad simplética. Sin embargo es suficiente retirar el origen de C",
para obtener un espacio de 6rbita CP" ' Hausdorff. También existe una descripcién
compacta de espacio de 6rbitas tomando vectores unitarios: CP"~* = §2*~1 /8%,
Considero la forma simplética estandar w = %ZZZI dz, A\ dz, en C", con la accién
de S sobre C", t.(21, ..., 2,) = (t.21, ..., t.2,); la accién es Hamiltoniana con aplica-
cién del momento p : C* — (iR)* = R, dada por u(z) = —|z|/2 + C (C es una
constante), en el sentido que satisface dj = 4¢cnw, donde £C" es el campo vectorial
definida por el generador infinitesimal. Si C' es igual a 1/2 entonces el conjunto de
nivel 71(0) = 5?71 es la esfera unitaria; el espacio de érbitas del conjunto de nivel
de la aplicacién del momento es sorprendentemente CP" ™!, esto motiva a reducir la
variedad simplética mediante la aplicaciéon del momento, dividiendo en conjuntos de
nivel por la acciéon de un subgrupo adecuado.

Para formalizar el problema, para un grupo de Lie G que actia suavemente sobre
una variedad simplética (M, w). Dicha accién simplética ¢ : G — Dif f(M), es Ha-
miltoniana si la aplicacién del momento y satisface du® = denw y pu(g.p) = Adu(p).
Considerando a (M, w, G, i) G-variedad Hamiltoniana que consta de: una variedad
simplética (M,w), una accién de un grupo de Lie G y con aplicaciéon de momento
@ M — g*. En general, el cociente topolégico u~*(n)/G, no es una variedad ni
mucho menos es, una variedad simplética. Si p~'(n)/G, fuese una variedad, puede
ser que tenga dimensién impar en R y por eso, no hay razén para dar una estructura
simplética. Para obtener un cociente que posee una estructura simplética necesita-
mos garantizar primero, que el cociente sea una variedad suave de dimension par y

luego, caracterizar con una forma de grado 2, cerrada y no-degenerada.

13
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1.1.1. Descripcién del problema

Para (M,w, G, ), G-variedad Hamiltoniana con una accién propia de G y la
aplicacion del momento p equivariante con respecto a la accién coadjunta. Suponga-
mos que 7 € g*, es valor regular de p y que la accién de G, = {g € G : Ad;n = n},

inducida en p~!(n) es libre. Entonces denotaré la reduccién por:

M»:;ed = M_l(n)/Gn‘
Este investigacion queda definida con la siguiente interrogante:
LEl espacio topoldgico Mf;ed sera una unica estructura de variedad suave tal que la
aplicacién m, : = '(n) — Mged es una submersién suave, y con una unica forma
simplética w, satistaciendo myw, = i;w?, donde i, denota la aplicacién de inclusién

natural.

1.2. Antecedentes de la investigacién

Considero como antecedentes de la investigacién los siguientes trabajos:

JERROLD MARSDEN AND ALAN WEINSTEIN, 1972. Reduction
of symplectic manifolds with symmetry, university of california, Berkeley, U.S.A.
El articulo reporta una unificacién para la construccion de variedades simpléticas de
sistemas con simetrias y también muestra un ejemplo especial de estructura simpléti-
ca en orbita que fue obtenido por Kostant, bajo la representacion coadjunta de un

grupo de Lie.

J. BUTTERFIELD, 2005. On Symplectic Reduction in Classical Mechanics,
All Souls College Oxford OX14AL.
El principal propdsito de este articulo, es exposicion de la teorfa moderna de reduc-
cién simplética en mecanica Hamiltoniana de dimension finita. Esta teoria generaliza

la coneccién entre simetria continua y cantidad conservada.
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SHENGDA HU, 2009. Hamiltonian Symmetries and Reduction in generali-
zed geometry, University of Houston.
Reduce en la categoria de geometria compleja generalizada, definiendo y constru-

yendo extensiones naturales de geometria simplética.

JOHN LUDOVIC PIRL, 2009-2010. The Momentum Map, Symplectic Re-
duction and an Introduction to Brownian Motion. Master’s Thesis, Advisor: Tudor
Ratiu.

En su tesis presenta la reduccién simplética a través de aplicacién de momento y
construye de manera explicita de una forma simplética sobre orbitas de la accion

coadjunta de grupo de Lie, y concluye con una introducién de la nocién de Brownian.

VICTORIA HOSKINS, Simplectic Quotients: moment maps, Symplectic
Reduction and the Marsden-Weinstein-Meyer theorem.
El principal resultado de esta nota, es la construccién de cocientes por grupos en
geometria diferencial, cocientes simpléticos, teorema de reducciéon regular y univer-

salizacién de la reduccién simplética.

JUDITH M. ARMS, RICHARD H. CUSHMAN, AND MARK J.
GOTAY, 1989. A Universal Reduction Procedure for Hamiltonian Group Actions
pag. 33, The Geometry of Hamiltonian Systems, Proceedings of a Workshop Held
June 5-16.

Da un método universal para inducir una estructura de Poisson en un espacio redu-
cido singular de la estructura de Poisson, en el espacio de la orbita para la accion
de un grupo de Lie. Ademads, analiza en los casos en que la reduccion de Marsden-
Weinstein es bien definida, para la acciéon apropiada, y la preimagen de una érbita
coadjunta bajo la aplicacién de momento es cerrada, y muestra que la reduccién
universal y la reduccién de Marsden-Weinstein coinciden. Como ejemplo, constru-

ye explicitamente los espacios reducidos y sus algebras de Poisson para el péndulo
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esférico.

1.3. Objetivos de la investigacién

1.3.1. Objetivo general

Analizar y demostrar el teorema de reduccién simplética de Marsden, Weins-

tein, y Meyer.

1.3.2. Objetivo especifico

a) Demostrar el teorema de la variedad cociente para una accién suave, libre y

propiamente de un grupo de Lie.
b) Demostrar algunos ejemplos de aplicacién del momento.

¢) Construir una forma simplética de grado 2, en la reduccién simplética.

1.4. Marco teorico

A lo largo de esta secciéon se tiene definiciones, demostraciones de teoremas,

proposiciones y corolarios que seran de utilidad para el desarrollo del trabajo.

1.4.1. Definicién de variedad y algunos resultados

Definicién 1.1. Un espacio topoldgico es un conjunto X, junto con una coleccion

7 de subconjuntos de X, llamados conjuntos abiertos tales que,
i) 0,X er;
ii) si Uy € 7, A € A, entonces (., Ux € 7.

iii) si U; € 7, 1 <1 < n, entonces (\;_, U; € 7.

16
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El par (X, 7), es llamado espacio topolédgico y a veces por simplicidad solo denota-

remos por X.

Sea X un espacio topdlogico, Y un conjunto y 7 : X — Y una aplicacién
sobreyectiva. La topologia cociente en Y| determinado por 7, es definida por: un

subconjunto U C Y es abierto si, y solo si, 77! (U) es abierto en X.

Definicién 1.2. Sean X y Y espacios topdlogicos. Una aplicacion 7 : X — Y| es
llamado aplicacion de cociente si, es sobreyectiva, continua y Y tiene una topologia

cociente.

Si ~ es una relacién de equivalencia en X, entonces para cada x € X, la clase
de equivalencia de = denotado por [z], es el conjunto de todos los puntos y € X, tal
que y ~ z. El conjunto de clases de equivalencia determina una particion de X, o sea,
una coleccién de subconjuntos disjuntos no vacios cuya unioén es X. Supongamos que
X es un espacio topdlogico y ~ una relacién de equivalencia en X. Denote por X/ ~,
el conjunto de clases de equivalencia en X y sea m : X — X/ ~, la proyeccién
natural que envia cada punto para su clase equivalencia. Agregandole, la topologia

cociente determinado por 7, el espacio X/ ~, es llamado el espacio cociente.

Definicién 1.3. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accién a la izquierda de G

en X, es una aplicacion ¢ : G x X — X, que satisface dos condiciones:

(a) Si1 es el elemento neutro de G, entonces

(1, p) = p, para todop € X.

(b) Si g1, 92 € G, entonces
¥(91,¥(92,p)) = ¥(91-92, p), para todo p € X.

Frecuentemente, escribimos ¥(g, p) = g.p.
Observacién: La accion de un grupo G, en un conjunto X implica que la aplicacion

G — S(X), g — 1y, es un homomorfismo de grupos, donde S(X) es el grupo

17
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de las biyecciones de X, con operacion dada por la composicién de aplicaciones.

Reciprocamente, cualquier tal homomorfismo determina una accion definida por

V(g,p) = g.p.

Definicién 1.4. Sea G un grupo topoldgico y X un espacio topolégico. Una acciéon

de G en X, es continua si, la aplicaciéon ¢ : Gx X — X, ¥(g,x) = g.z, es continua.

Definicién 1.5. Sea una accién ¢ : G x X — X, de un grupo G en un conjunto

X.

a) Para cada p € X, la drbita en p bajo la accién es el conjunto:
Gp={gp:g9¢€G}.

b) La accién es transitiva si, para todo p,q € X, existe un g € G tal que p = g.q.

c) Para cada p € X, el grupo isotropico (estabilizador) en p, es el conjunto:
G,={9€G:g9p=p}

d) La accién es libre si, G, = {1}, para todo p € X.

Definicién 1.6. Un espacio topoldgico (X, 7), es dicho espacio de Hausdorf si, para

todo p,q€ X, p#qexisten U,V €7, con UNV = talesquepe Uy qe V.

Definicién 1.7. Sea (X, 7) un espacio topdlogico. Una base es una coleccién B =

{Uy, : Uy € 7, A € A}, tales que para todo U € 7, existe A’ C A tal que U = U Usy.
AEA!

Sea X un espacio topolégico y p € X. Una base en un punto p, es una colecién
B, = {U : U es una vecindad de p}, tal que para todo vecindad V en p, existe
UebB,talque U CV.

Definicién 1.8. Se dice que un espacio topoldgico (X, 7), es:

i) Primero numerable, si todo punto de X tiene una base de vecindades nume-

rable.

18
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ii) Segundo numerable, si (X, 7) tiene una base numerable.

Los axiomas de numerabilidad son propiedades topoldgicas. El axioma ii), implica i)

y también los axiomas i) y ii) son propiedades hereditarias para cualquier subespacio.

Definicién 1.9. Sean X y Y espacios topologicos. Una aplicacién F': X — Y| es

propia si, para todo conjunto compacto K C Y, la preimagen F~!(K) es compacto.

Definicién 1.10. Sean G grupo topolégico y X un espacio topoldgico. Una accion
Y :Gx X — X, es propia si, la aplicaciéon ¥ : G x X — X x X es una aplicacion

propia.

Definicién 1.11. Supongamos que M, es un espacio topoldgico. Diremos que M,

es una variedad topolégica de dimensién n, si tiene las siguientes propiedades:
i) M es un espacio de Hausdorff.
ii) M es segundo numerable.

iii) M es localmente Euclidiano de dimensién n: cada punto de M, existe una

vecindad que es homeomorfismo a un subconjunto abierto de R”.

Definicién 1.12. Sea M una variedad topoldgica de dimensiéon n. Un carta coorde-
nada en M, es un par (U, ¢), donde U es un subconjunto abierto de M y ¢ : U —
©(U), es un homeomorfismo de U, para un subconjunto abierto ¢(U) C R™.

Por la definicién de una variedad topoldgica, cada punto p € M esta contenida en el

dominio de alguna carta (U, ). Si ¢(p) = 0, diremos que la carta esta centrado en p.

La aplicacion ¢, es llamado una aplicacién coordenada local y las funcio-
nes componentes (z',...,z") de ¢, definida por p(p) = (z'(p),...,2"(p)) son lla-
mados coordenadas locales en U. Algunas veces denotamos la carta (U, ) por
(U, (x',...;2™)) o (U, (z)).

La definicién de variedad (topoldgica) dada es suficiente para estudiar propiedades

topolodgicas de variedades, tales como compacidad, conexidad, simplemente conexo,
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y el problema de clasificacion de variedades por homeomorfismo. Sin embargo, en
toda teoria de variedad topoldgica no hay mension sobre célculo. Hay una razén
para esto: no obstante, podemos intentar dar sentido a la derivada de una funcién
sobre una variedad, que sean invariantes por homeomorfismo, pero no siempre es
invariantes por el homeomorfismo. Por ejemplo, la aplicacién ¢ : R? — R?, dada
por p(u,v) = (u®,v*) es un homeomorfismo y defina la funcién suave F : R? — R,
por F(z,y) = x, obtenemos F o ¢~! no es suave en el origen.

Para que tenga sentido las derivadas de funciones que asigna valores reales a puntos
de la variedad, necesitamos introducir un nuevo tipo de variedad llamada variedad
suave. Serd una variedad topoldgica con alguna estructura adicional a su topoldgia,
que nos permitird determinar que las aplicaciones definidas en una variedad sean
suaves.

La definicion sera basada en el cédlculo de aplicaciones entre espacios Euclidianos,
antes recordemos algunas definiciones basicas de tales aplicaciones. Si U y V son
subconjunto abiertos de espacios Euclidianos R™ y R™, respectivamente, entonces
una funcién F' : U — V, es dicho suave (o C°, o infinitamente diferenciable),
si cada uno de sus funciones componentes tienen derivadas parciales continuas de
todos las ordenes. Si en adiccién F es biyectiva y F'~! suave, entonces F, es llamado
difeomorfismo.

Para observar que la estructura adicional en una variedad topoldgica sea apropiado
para exigir que las aplicaciones sean suaves, considere una variedad topolégica M,
arbitrario de dimensién n. Cada punto de M, esta contenida en el dominio de una
aplicacién (carta) coordenada ¢ : U — ¢(U) C R™. Una definicién plausible de una
aplicacion suave en M, es dada por: f : M — R, es suave si, la funciéon compuesta
foo™:p(U) — R, es suave en el sentido del célculo en R". Pero tendré sentido
solamente si esa propiedad es independiente de eleccién de carta coordenada. Pa-
ra garantizar esta independencia, restringiremos nuestra atencién a cartas suaves.
Como la suavidad no es una propiedad invariante por homeomorfismo, entonces la

manera para definir esto es considerar la coleccién de todas las cartas como un nuevo
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tipo de estructura en M.

Definicién 1.13. Sea M una variedad topolégica de dimensién n. Si (U, ¢) y (V, )
son cartas coordenadas en M tal que U NV # (), entonces la aplicaciéon compuesta

Yol ipUNV)— »(UNYV),esllamado aplicacién de transicion de ¢ a 1.

Definicién 1.14. Sea M una variedad topoldgica de dimensién n. Diremos que las

cartas (U, ) y (V, 1) son compatibles si,
i) obilen UNV =0,
ii) o bien, las aplicaciones de transicién

Yo i p(UNV)CR — p(UNV) C R

ot i p(UNV)CR® — o(UNV) C R

son suaves.

Definicién 1.15. Una coleccién de cartas A = {(U,, ¢q)}, se llama atlas suave si
i) M=]Ju.,
ii) las cartas son compatibles dos a dos.

Definicién 1.16. Sea M una variedad topoldgica. Una estructura suave en M, es

un atlas suave maximal.

Definicién 1.17. Una variedad suave, es un par (M, A), donde M es una variedad

topoldgica y A, es una estructura suave.

Definicién 1.18. Sea M y N variedades suaves de dimensién m y n respectiva-
mente. Decimos que una aplicacion F' : M — N, es suave en un punto p € M si,
existen cartas coordenadas (U, p) en M y (V,¢)en N, conp € Uy F(U) C V tales
que Yo Fop™t:pl) — 1(V), es suave en el punto ¢(p) € R™.
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Definicién 1.19. Sea G un grupo, y sean M y N variedades suaves con acciones
V:GXM— My#6:GxN— N suaves. Un aplicacién F': M — N es dicho

equivariante con respecto a las acciones ¥ y 6 si, para cada g € G satisface:

F(g.p) =g.F(p).

Equivalentemente, si ¢ y 6 son acciones en M y N, respectivamente entonces F' es

equivariante si, el siguiente diagrama conmuta para cada g € G:

M £ N

N B

M N

Definicién 1.20. Sea M una variedad suave. El fibrado tangente de M, es la unién
disjunta de todos los espacios tangentes de M:
T™ = | | T,M = [ J{p} x T,M.
peEM peM
Definicién 1.21. Sea 7w : M — N, una aplicacién continua. Una seccion de m, es
una aplicacién continua inversa a la derecha de 7. Es decir, una aplicacién continua

o0: N — M tal que moo = Idy:

N
Una seccion local de m : M — N, es una aplicacién continua o : U — M,

definida en algin subconjunto abierto U C N y satisfaciendo 7o o = Idy.

Definicién 1.22. Sea M una variedad suave. Un campo vectorial en M, es una sec-
cion de la aplicacion 7 : T'M — M. Es decir, un campo vectorial es una aplicacion

continua X : M — TM, p— X, € T,M, con la propiedad:
moX = Idy.

Definicién 1.23. Un campo vectorial débil en una variedad suave M, es una apli-

cacién X : M — T M, (no necesariamente continua) que satisface m o X = Id,.
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Suponga que M es una variedad suave. Si X : M — TM, es un campo
vectorial débil y (U, (z')) cualquier carta coordenada suave para M, entonces X, es

escrito:

0

8xi p7

Xp = Xl<p)

donde X*: U — R, son funciones componentes de X.

Proposiciéon 1.24. Sea M una variedad suave y sea X : M — T M un campo
vectorial débil. Si (U, (x%)) es cualquier carta coordenada suave en M, entonces X
es suave si, solamente si, sus funciones componentes son suaves con respecto a esta

carta.

Demostracién. Sea (7}(U),$ = (z%,v")) una carta coordenada en 7 *(U) C
TM, asociada a la carta (U, ¢ = (z%)). La representacién coordenada de X en U es

dada por: para todo z = (2!, ..,2") € U,

X@) = poXop (@)
0

= @ X @] )
= (2., 2", XY (z),..., X" (x))

La componente X° es suave en U si, y solo si, X' es suave, y eso equivale a la

suavidad de X. O

Sea M un espacio topoldgico y sea U un abierto en M. El soporte de una
funcién continua f : M — R, es la clausura del conjunto {p € M : f(p) # 0}.

Una funcion bump en p, con soporte en U, es una funcion continua p que es igual a

1 en una vecindad de p con, Supp(p) ={p € M : p(p) # 0} C U.

Proposicion 1.25. Sea M una variedad suave y sea X : M — TM, un campo

vectorial débil. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) X es suave.

b) Para todo f € C®(M), la funcion X f es suave en M.
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¢) Para cualquier subconjunto abierto U C M, la funcién X f es suave en U,

para todo f € C*(U).

Demostracién. Para probar (a) = (b), supongamos que X es suave y sea [ €
C>(M). Para todo p € M, escoge una carta suave (U, (z')) en p. Entonces para

todo g € U,
0

ox?
Como X* es suave en U (proposicién [1.24]), entonces X f es suave en U. Por lo tanto,

Xflq) = X"(q)

f(@)-

X f es suave en M.
Para probar (b) = (c¢), supongamos que U es un conjunto abierto arbitrario en M

y sea f € C*(U). Para todo p € U, existe una funcién bump p, suave con soporte

en U tal que p = 1, en una vecindad V en py Supp(p) = {x € M : p(x) # 0} C U;
defina

- ) f(x) sixelU
fy | P s
0 sizgU

Claramente, f es suave en U. Si z & U, entonces z & Supp(p). Se sabe que Supp(p)
es cerrado, o sea, su complemento es abierto. Es decir, existe una vecindad W en
x tal que W C Supp(p). En consecuencia, para todo y € W, p(y) = 0. Asi, fes

suave en x € U y por tanto, f es suave en M con la propiedad f ‘ = f‘ .
v v

Por hipétesis, X f es suave en M entonces X f ‘ =Xf ‘ , €S suave en una
1% 1%
vecindad V' en p. Como p es arbitrario en U, resulta que X f es suave en U.
Finalmente, para probar (¢) = (a). Sea (U, (z')) una carta arbitraria suave en

U C M. La funcién z* : U — R, satisface

Xzt = inxi = X!
oxd

Por hipétesis, Xz° es suave entonces la funcién componente X* es suave. En conclu-

sion, X es suave. O]
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Definicién 1.26. Sea M una variedad suave. Para cada p € M, se define el espacio

cotangente en p, denotado por T;M que viene ser el espacio dual a T),M:
oM = (TpM ) .

Los elementos de T;; M, son llamados covectores tangentes en p, o simplemente co-

vectores en p.

Definicién 1.27. Para cualquier variedad suave M, la unién disjunta
T°M = | | ;M
peEM

es llamado el fibrado cotangente de M. El fibrado cotangente T*M tiene una apli-

cacion proyeccion natural 7 : T*M — M, que envia o € T;M para p € M.

Teorema 1.28. Sea ¢p : G x M — M, ¥(g,p) = g.p una accion. La accion 1,

induce una accién ¥ en el fibrado cotangente T*M.

Demostracién. Defina
v GXxT*M — T*M
(9, ) — 7;(970%) = (wg‘l)Ig.q(aq)'

Demostremos que 1; define una accién en T*M: sea X € Tj4,M,

G(h, (g, a))(X) = (R, (Yg1)igq(ag)) (X)

= (1) g g (Y1) 4 (g) ) (X)
(1) - () (1) ehg.o (X))

(Vg1 0 Pn-1)ung.qo(X))

q((¢(hg>-1)*hg.q(X))

*

%ﬁ(hg)—l) g (X)

xhg.q

Y(hg, ag)(X)

I
L

|
Q

I
/N

Consecuentemente, ¥(h, (g, o)) = ¥(hg, ag) v ¥(1, ay) = ay. O
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Definicién 1.29. Sea M una variedad suave. Un campo vectorial dependiente del
tiempo en M, es una aplicacién continua V' : J x M — TM, donde J C R es un
intervalo abierto tal que V' (t,p) € T,M, para todo (t,p) € J x M. Esto significa,
para cada t € J, la aplicacién V, : M — T'M, definida por V;(p) = V(¢,p) es un

campo vectorial en M.

Teorema 1.30 (Teorema fundamental de flujos dependiente de tiempo).
Sean M una variedad suave, J C R un intervalo abierto y V : J x M — TM, un
campo vectorial suave dependiente del tiempo en M. Entonces, existe un subconjunto
abierto & C J x J x M y una aplicacion suave ¢ : € — M, llamado el flujo

dependiente del tiempo de V', con las siguientes propiedades:

(a) Vto € J, p € M, 4P = [t € J: (t,ty,p) € E} es un intervalo abierto que
contiene ty y la curva suave ptoP) . £tor) 5 M definida por 0P)(t) =

U(t,to,p), es la tinica curva integral mazimal de V', con P (ty) = p.
(b) Sity € E(to.p) yq= ¢(to,p) (tl); entonces Et1:0) = g(top) y ¢(t1,q) — @[)(to,p),

(c) Y(t1,to) € J X J, My, 1o ={p € M : (t1,t0,p) € E}, es un conjunto abierto en
M, y la aplicacion iy, 4, © My, 1o — M, definida por iy, 4,(p) = ¥(t1,t0,p), es

un difeomorfismo de My, 4, para My, ., con inversa ¥y, 4, .

(d) Sipe My Y Vra(p) € Myys,, entonces p € My, 4, y
th,tl © ¢t1,t0 (p) = wtg,to (p)

Demostracién. Para la prueba, ver [7]. O

Teorema 1.31 (Teorema de la funcién inversa para variedades). Supongamos
que M y N son variedades suaves, y F': M — N wuna aplicacion suave. Si p € M
tal que dF,, es un isomorfismo entonces, existen vecindades conexas Uy de p y Vp

de F(p) tal que F| : Uy — Vj, es un difeomorfismo.
Uo
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Demostraciéon. De hecho, que dF}, es biyectiva implica que M y N tienen la misma
dimensién, o sea, dimM = dimN = n. Escoja cartas suaves (U, ) centrada en
p € My (V,¢) centrada en F(p) € N con F(U) C V. Entonces la representacion

coordenada de I es:
F=v¢oFop':pl)cCR — (V) CR",

con F(p) = 0.
Como ¢ y 1 son difeomorfismos entonces d(F)y = dipppyodF,od(¢™")o es no singu-
lar. Por el teorema de la funcién inversa existen vecindades conexas Uy C o(U)

y Vo C (V') conteniendo 0 tal que F| U, — ‘70, es un difeomorfismo. Entonces

Uo
Uo= ¢ 1 (Uy) y Vo =1 (Vp) son vecindades conexas en p y F(p) respectivamente,
yF| =¢1oF| op:Uj—s Vp, es un difeomorfismo. O
Uy Up

Definicién 1.32. Sea U un subconjunto abierto de R™. Un k-“slice”de U, es cual-

quier subconjunto de la forma

S={(z',...,a") € U : "t =1 2" ="},

+1 n

para algunas constantes c**1, ..., ¢".

Definicién 1.33. Sea M una variedad suave de dimensién n y sea (U, ¢) una carta
suave en M. Si S es un subconjunto de U tal que ¢(.S) es k-“slice”de p(U), entonces

se dice simplemente que S es k-“slice”de U.

Definicién 1.34. Una aplicacién suave F' : M — N, entre variedades suave es

dicho,

a) submersion suave si, dF), es sobreyectiva para todo p € M (o equivalentemente,

si rankF = dimN);

b) inmersién suave si, dF, es inyectiva para todo p € M (o equivalentemente, si

rankF = dimM).

Definicién 1.35. Sean M y N variedades suaves. F' : M — N es una aplicacion

incrustada suave (“embedding”) si,
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a) F es inmersién suave, y

b) F' es un homeomorfismo sobre su imagen F(M) C N con el subespacio to-

poldgico.

Definicién 1.36. Sea M una variedad suave. Un subconjunto S C M, es una

subvariedad incrustada de M si,
a) S es una variedad topoldgica con subespacio topolégico;

b) S tiene una estructura suave tal que la aplicacién inclusién i : S < M, es una

aplicacion incrustada suave.

Algunos matematicos le llaman subvariedad regular, a la subvariedad incrus-

tada.

Definicién 1.37. Sea M una variedad suave de dimensién n. Un subconjunto S C
M, satisface la condicién local de k-“slice”, si para cada punto p € S, existe una
carta suave (U, ) de p en M tal que U N S es solo k-“slice”de U.

Si (U, ) = (U, (2%, ...,2™)) entonces U N S es k-“slice”significa que:

o(UNS) = {(z*, ..., 2" 2" . a™) € p(U) : aF Tt = FH1 o = ).

Definicién 1.38. Sea M una variedad suave de dimensién n + k y sea G un grupo.
Una carta (U, ) en M, con funciones coordenadas (x!,...,z% y!, ..., y"), es una carta

adaptada para una accién de G si,
i) o(U) =U; x Uy C R¥F x R",

ii) Cada drbita intercepta a U, en un conjunto vacio, o en una unica ”slice”de la

forma {(z,y) : y' = ', ..., y" = "}

Teorema 1.39. Sea M una variedad suave de dimension n. St S C M, es una
subvariedad incrustada de dimension k, entonces S, satisface la condicion local de

k- “slice”. Reciprocamente, si S C M es un subconjunto que satisface la condicion
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Figura 1.1: Carta adaptada

local de k-“slice”, entonces S es una subvariedad topologica de dimension k con

subespacio topologico y tiene una estructura suave que es una subvariedad incrustada

de M.

Demostracién. La prueba observe [7]. ]

Teorema 1.40 (Teorema de rango). Supongamos que M y N son variedades
suaves de dimension m y n, respectivamente y F' : M — N, es una aplicacion
suave con rango constante r. Entonces para cada p € M, existen cartas suaves
(U, @) para M centrada en p y (V,¢) para N centrada en F(p) tales que F(U) C V

y I tiene una representacion coordenada de la forma,

F(z', .. 2" 2™ 2™ = (2f,...,2",0,..,0). (1.1)

F(z', .. 2™ 2" ™) = (2f) .., 2"), (1.2)

F(xl,...,xm) = (2',...,2™0,..,0). (1.3)
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Demostracién. Considere cartas suaves (U, ) centrada en p € M y (V, 1)) centra-

da en F(p) con F(U) C V, entonces la representacion coordenada de F' es:
F:@DoFogp_l co(U) — (V)
tiene rango constante r. Aplicando el teorema en F se obtiene el resultado. [
Definicién 1.41. Sea F': M — N una aplicacién suave entre variedades suaves.
a) Un punto p € M, es llamado un punto regular de F' si, dF), es sobreyectiva.

b) Un punto ¢ € N, es llamado un valor regular de F si, todo p € F~1(q) es

punto regular.

¢) Un punto p € M que no es regular de F', es llamado un punto critico de F'. La

correspondiente valor F(p), es dicho el valor critico.

Para la aplicacién F': M — N, se define el conjunto de nivel de ¢ € N:
FYc)={peM:F(p)=c}

La imagen inversa F~!(c) de un valor regular ¢, es llamado un conjunto de nivel

regular.

Teorema 1.42 (Teorema de conjunto de nivel regular). Sea F': N — M, una
aplicacion suave entre variedades suaves, con dimN = n y dimM = m. Entonces
un conjunto de nivel reqular F~*(c), no vacio es una subvariedad incrustada de N,

de dimesion igual a n — m.
Demostracién. Vea [7] y [5]. O

Proposicion 1.43. Suponga que M, es una variedad suave y S C M una subvarie-
dad incrustada. St F : M — N, una aplicacion suave tal que S, es el conjunto de

niel reqular de F', entonces T),S = KerdF, : T,M — TN, para todo p € S.
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Demostracién . Considere i : S < M y identificando 7,5 = i.,(7,,S). Como F o4

es constante en S, resulta que
de o dip : TPS — TF(p)N,

es cero. Entonces I'mdi, C KerdF,.

Por otro lado, dF), es sobreyectiva por hipétesis, esto implica

dimKerdF, = dimT,M — dimTpy, N
= dimT,S

= dimImdiy,
de aqui, Imdi, = KerdF, O

Teorema 1.44. Suponga que F : N — M, es suave y la imagen F(N) esta
contenido en un subconjunto S de M. Si S es una subvariedad incrustada de M,

entonces la aplicacion inducida F': N — S, es suave.

Demostracion. Sea p € N. Denote las dimensiones de N, M y S por n, m y
k, respectivamente. Por hipétesis, F(p) € S € M. Como S es una subvariedad
incrustada de M, entonces existe una carta coordenada (V,v) = (V,(y',...,y™))
en F(p) € M, tal que SNV, es un k-“slice”, con aplicacién coordenada v
SNV — R* dada por

snv

O = ).

Nial%

Por continuidad de F, para V abierto, existe una carta suave (U, ¢) = (U, (2!, ..., 2"))

enp € N tal que F'(U) C V. Entonces F(U) C VNS, de modo que en ¢(U), tenemos

YpoFop (! . ..,2") = (y',....,4%,0,..,0)

Snv

lo que muestra que F', es suave en U. O]
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Definicién 1.45. Sea M una variedad suave. Una subvariedad inmersada de di-
mensién k de M, es un subconjunto S C M dotada con una variedad topolégica
(no necesariamente con el subespacio topolédgico), junto con una estructura suave
tal que la aplicacion inclusién i : S < M, es una inmersién suave.

Claramente, toda subvariedad incrustada es una subvariedad inmersada. Para una
inmersién inyectiva F' : N — M, podemos dar al conjunto imagen F(N) C M,
una unica variedad topoldgica y estructura suave tal que F' : N — F(N), sea un
difeomorfismo: simplemente declarando que un conjunto U C F(N) es abierto si, y
solo si, F~1(U) C N es abierto y tome las aplicaciones coordenadas suave en F'(N),
a las aplicaciones de la forma (U, o F~1), donde ¢ es una aplicacién coordenada
suave en N. Con esta estructura de variedad suave, i : F/(N) < M es una inmersién
suave, porque ¢ es igual a la composicion de un difeomorfismo y una inmersion suave
inyectiva:

i

=
FIN N M

Definicién 1.46. Sean M una variedad suave y S C M una subvariedad inmersada.
Se dice que S, es una subvariedad incrustada débil en M si, para toda aplicacion

suave F': N — M, con F(N) C S, induce una aplicacién suave F': N —s S.

1.4.2. Formas diferenciales

Definicién 1.47. Sea V espacio vectorial real. Un k-tensor alternada w, es una
aplicacion

w:Vx..xV—R
k
que es multilineal (es decir, k-lineal) y tiene la propiedad adicional, w(vy, ..., v) =0

si, {v1, ..., o} C V es linealmente dependiente.

Sean w k-tensor y n [-tensor en un espacio vectorial V. Su producto tensorial

es, w ®n (k4 1)-tensor definida por

W N(V1y ey Ugtt) = W(V1, ooy V)N(Vkt1y ey Ukr)-
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Se define una proyeccién Alt : T*(V*) — A¥(V*), llamado alternacién por:
Alta = L 7
a=4 Z sgnoa’,
o€ES
donde S}, es el grupo simétrico de k elementos. Explicitamente, significa

1
(Alter) (v1, ..., vg) = 7 Z SGNoa(Vg(1y, -, Vo(k))-

€Sk
Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita. Dadas w € A¥(V*) y n € AL(V*),
se define su producto exterior

(k+1)!

WA=

Alt(w @),

que es (k + l)-covector (o tensor).

Definicién 1.48. Sea V' un espacio vectorial de dimensién n con base {Ey, ..., E,}
y supongamos que {&!,...,"} su base dual. Se define e’ : V' x ... x V. — R, k-tensor

en V por

et(vy) ... &(vy)

g (vy) ... &% (vy)
donde I = (iy,...,1), es el multi-indice de longitud £ tal que 1 < iq,...,7 < n.

Claramente, ! es k-tensor alternada.

Proposicién 1.49 (Base en A¥(V*)). Sea V un espacio vectorial de dimension
n. Si {e!,...,e"} es una base en V*, entonces para cada entero positivo k < n, la

coleccion de tensores
{el I =(iy,....,ix),1 <iy < ... <ip <n},

es una base para A*(V*). Ademds,

n!

. k *\
dimA® (V") = W =B

Demostracién. Vea [7]. O
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Lema 1.50. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea {e',...,e"} una base

de V*. Para todo multi-indices I = (i1, ...,3x) y J = (j1, ..., Ji), satisface
el Nel =Y,
donde 1J = (i1, ..., 1k, j1, ---, J1), €S obtenido por concatenacion de I y J.

Demostracién. Como ¢/ A ¢’ y !/ son multilineales, es suficiente demostrar:

e'Nel(Ey s Bp) = (B, ... Ep.,) (1.4)

) Pkl ) T Pk+1

para todo secuencia (E,, ..., E,, ), de vectores de la base de V. Considere varios

€asos como:
Caso 1: P = (p1, ..., pr+1) tiene indice repetido. Sin perdida de generalidad supone
p1 = po, entonces e’ Ne/(E,,, E,,,....E,,.,) =0y e (E, ,E,,, ... E,.)=0,o0 sea,
satisface los ambos lados de (1.4).

Caso 2: P contiene un indice que no estd en I o J. Entonces e!/(E,,, ..., E,,,,) = 0

y por otro lado,

(k+1)!
!

e'Ne!(Epy, . Bp,,) =

) TPkl

Alt(e! @ e’)(E,,, ..., E,,.,) = 0.

) ' Pk+1

Caso 3: P = IJ y P no tiene indices repetidos. En este caso, para P = (i1, ..., i, j1, -, Ji) =

(p1, .-, k1), €l lado derecho es
81J(Ei1, "'7E’ik7Ej17 7E]l) = 1

y por definicion,

(k+ 1)
€IA€J(EP1>'“7Epk+l) = A Alt(EI®€J)<Ep1,...,Epk+l)

1

= o Z (sgna)gf(Epa(l), ”"Epa(k)>€J(Epa(k+1)’ --'7Epa(k+z))
o O’GS}H_Z
La permutacién o es la composicién de 7 y n:
1 .k kE+1 ... k41 1 ...k k+1 ... Ek+I
T = 1=
o(l) .. ok) k+1 ... k+I 1 ... k ok+1) ... ok+1)
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y como sgn(Tn) = sgntsgnn, obtenemos

1
el A 5J(Ep1a ey Epk+l) = JATI) Z (SgnT) (Sgnn)c”[(EpT(l), ey Ep‘r(k)) X
TESKL,NES]
SJ(EPn(kH)? Tt Epn(k+l))
1
- <E Z (sgnT)sl(EpT(l),...,EpT(k>)) X
TESK
1 J
(ﬂ Z (ng])g <Epn(k+1)’ o EPn(k+l))>
neS]

= Alt(e")(Epy, .o, Bp Al () (Epyyys oo Bpy )

= 1.

Caso 4: P es una permutacién de [J sin indices repetidos. En este caso, para

P = (Do(1), -+ Po(k+1)) S tiene

1J 1J
e (Epyys s Epyoy) sgnoe’ (Ep,, ..., Ep, )
I A J
= sgnoe’ Ne'(Ep,, ... Ep, )
N S
= ¢ Ae¢ (Epa(l),...,Epa(kH)).

]

Proposiciéon 1.51. Supongamos que w, w', n, y o son tensores covariantes alter-

nadas en un espacio vectorial V', de dimension finita.
a) Bilinealidad: para a,a’ € R,
(aw+dw)An = alwAn)+d (W An).

n A (aw +a’w') = a(n/\w) + a'(n /\u/).

b) Asociativa:

w A (77/\a) = (w/\n) A Q.
c¢) Anticonmutativa: para w € A*(V*) yn e AYV*),
wAn = (=D)*pAw. (1.5)
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d) Si {e',...,e"}, es cualquier base de V* y I = (iy,...,ix) es cualquier multi-

indice, entonces

ETALLAER = £l (1.6)

e) Para todos los covectores w', ...,w* y vy, ..., v vectores, tenemos

w' A AW, o) = Det (W (v;)). (1.7)

Demostracién. Se sigue inmediatamente del lema [1.50)

Definicién 1.52. Sea M una variedad suave. Se define

(T M) = | | T(T; M),
peEM

llamado el fibrado de k-tensores covariantes en M.
Anélogamente, se define el fibrado de k-tensores contravariantes:
T™HTM) = | | T*(T,M),
peM
El espacio de secciones de estos fibrados tensoriales I'(T*(T*M)), I'(T*(T'M)), son
espacios vectoriales de dimension infinita sobre R. Denote el espacio de campos
k-tensores covariante por
T*(M) =T (TH(T*M)).
El subconjunto de tensores alternadas en T*(T*M), es denotado por AKT*M y

definida por
AT M = | | ANT;M).
pEM
Definicién 1.53. Sea M variedad suave y X un campo vectorial suave en M, y

1 es el flujo de X. Para todo, campo vectorial suave Y en M, se define el campo

vectorial débil LxY en M por:

(LxY) = lim d(V-t) 4y Yiem) = Yo
p

t—s0 t ’

siempre que, el limite existe.
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Definicién 1.54. Sea A € T*(M). Se define la derivada de Lie de A, con respecto
a X, denotado por Lx A, mediante

A1) (App) — Ap
_ (ur4), = Jim (1), (Avn) (1.8)

t—0 t

(£x4), =

d
dt
siempre que, el limite existe.

Proposicion 1.55. Supongamos que X y Y, son campos vectoriales suave, f :

M — R una funcion suave. Si o y T son campos tensoriales covariantes suaves.

Entonces
(a) Lxf=X[.
(b) Lx(0®@7)=Lxo®T+0®LxT.
(¢) Lx(fo) = (Lxf)o + f(Lx0).

(d) Si X1,..., X} son campos vectoriales suaves y A un campo k-tensorial suave,

entonces
Lx(A(X1, 0 X)) = (LxA) (X, oo, Xe)FALx X, ooy Xp) 4 A AKX, oy Lx X).

Demostracién. Observe [7] y [5]. O

Definicién 1.56. Una forma diferencial de grado k, o simplemente un k-forma en

una variedad suave M, es una aplicacién
w: M — AFT*M
P — wy€ Asz’)k M
Denote el espacio vectorial de k-formas suaves por:
QF(M) =T(A"T*M).
El producto exterior de dos formas diferenciales es definida puntualmente:
(w A n)p = wWp A\ np.
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Si f es un O-forma y 7 es un k-forma, entonces f A 7 es interpretado por producto

ordinario f7. Se define
(M) = @ k(M).
k=0
Entonces (Q*(M), A), es una dlgebra graduado anticonmutativa y asociativa.

Sea (U, (x')) carta coordenada suave arbitraria en p € M, con funciones coor-
denadas x!,...,2" : U — R. Entonces para cada punto p € M, el conjunto

(il el )

Ozt lp "7 dxnlp

forma una base para el espacio vectorial 7),M. Para encontrar una base del espacio

vectorial dual Ty M, considere cada funcién suave 2' : U — R y cuyo diferencial
dx; :TyM — Toi)R = R es un elemento de 77 M. Entonces

(0
dl‘p(% p) = 5”

Por lo tanto, {dx,, ...,dz}} define una base en T M.
Usando proposicién d) y|1.49} para w € QF(M) en una carta coordenada suave
(U, (x%)), tiene la expresion local:

Wy = Z Wi, i) (P)ATT A o A da,

1<ir1<...<ip<n

o simplemente,
w = E wrdx?,
I

donde I = (i1,...,73) con 1 < i; < ... < i < n. Diremos que w es suave en U, si
cada coeficiente wr es suave en U.

En términos formas diferenciales, el resultado de la proposicién e), se obtiene:

Az’ A .. A da® ( afﬁ . %) — Det (daﬂ's ( afjt)>1gs,t§k‘

Definicién 1.57. Sea F' : M — N, una aplicacién suave y w € Q¥(N). El pullback

F* de w, denotado por F*w, es una forma diferencial en M definida por:
(F*w)p(vl, k) = wrg) (dFp(01), ..., dFy(vr)),
donde vy, ..., v, € T, M.
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Lema 1.58. Supongamos que F

: M — N es una aplicacion suave. Entonces:

a) F*: QF(N) — Q¥(M), lineal sobre R.

b) F*(wAn) =FwA F.

¢) En cualquier carta coordenada suave,

Fr (S wrdy™ A Ady*) =3 (wro F)d(y™ o F) A Ad(y" o F).
I I

Demostracién. a) Sean w,n € Q*(N) y a,b € R. Entonces

(F* (aw + bn))p(vl, s U) = awpy) (dF,(v1), .., dE,(0g)) + biipgy) (dF,(v1), ..., dFy ()

b) Para w € QF(N) y n € QY(N)

(F*(a} A n))p(vl, ooy Ukt

¢) Usando b), obtenemos

F*(Zw[dy“ AN dyik>
I
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a(F*w)p(vl, oy Ug) + b(F*n)p(vl, vy UR)

(aF*w + bF*n)p(vl, vy UE).

(w N n)F(p) (de(vl)’ ) de(Uk-H))

(k+1)!
T Alt(wrp) @ Nee)) (de(Ul), e de(ka))
1

i Y 59n0wr) (A (Vom)); s dFy(va(r))) X
o 0ESk41

"F(p) (de(UU(k+1))7 0 de(va(k—i—l)))

1
m Z Sgna(F*w)p(UU(l)v'“77]0(16))X

0ESk+1

(F*n)p(va(kﬂ), ey Ua(k+l))

k+1)!
( k;-I!_l! ) Alt((F*w)p ® (F*n)p) (U1, oeey Vkay)

(F*w VAN F*T])p<’l)1, ceey vk+l).

> Frwi(Frdy™ A A Frdy™)
I

D (wroF)d(y" o F) A ... Ad(y* o F).
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Definicién 1.59. Sean X € X(M) y w € Q¥(M). Se define una aplicacién lineal

ix 1 QF(M) — QFY(M), llamado contraccién por X como sigue:

(ixw>p(X1, o Xp1) = wp(X (D), X1(p), oy Xia (),
para cada p € M,y Xy, ..., Xp_1 € X(M).
Lema 1.60. Sea M una variedad suave y X € X(M). Entonces
a) ixoix = 0.
b) Siwe QM) yn e Q(M), entonces
ix(wAn) = (ixw) A+ (=1)fwA (ixn).

Demostracién. Ver [7] y [5]. O

1.4.3. Derivada exterior

Definimos un operador diferencial natural en k-formas, llamada derivada ex-
terior.
Para U C R™ abierto, defina la derivada exterior de O-forma f € C*°(U) como su

diferencial:

df = Z g;dxi e QYU).

Definicién 1.61. Si w = Zw;dxl € QF(U), entonces su derivada exterior dw, es
T

definida por:

dw =3 dwy Nda' =3 ( a—“[_da:j) Adx! € QFL(U).
I

)
I ja

Con mas detalle, esto significa:

d(ZwIdxil A A da:i’“) = ZZ %d.ﬂ Adx A ... A\ dxt®.
I I j
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Observe para w = E wjda?,
J

d(ijdxj) = Zdwj A da?
J J

= ; %dzz A dx?
_ ow; . j dw; . j
i<j 1>]
8Wj Qwi i j
— Z(@xz _axj)dx A dx’.
i<y

Para transferir esta definicién para variedades, necesitamos verificar las siguiente

propiedades.

Proposicién 1.62 (Propiedades de la derivada exterior en R").
a) d:QFU) — QFY(U), es lineal sobre R.
b) Siwe QFU) yne QYU), entonces

dwAn) = dwAn+(=1)%wAdny. (1.9)

c) dod=0.

d) d conmuta con pullback: si U C R™ abierto y V.C R™ abierto, y F : U — V

es una aplicacion suave y sea w € QF(V), entonces
F*(dw) = d(F*w). (1.10)

Demostracién. a) Es consecuencia inmediata de la definicién de d.

Para probar b), por linealidad de d es suficiente considerar w = udz! € Q¥U) y
n = vdz’ € QYU), para u,v € C®°(U). Si I = (iy,...,ix) tiene indices repetidos
entonces d(udz’) = 0 = du A dz’. Si I, no tiene indice repetidos considere una

permutacién o tal que I’ = I, es multi-indice creciente entonces
d(ud:vl) = sgnad(udxll) = sgna(du A d:z:ll) = du A dx’.
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Usando esto, calculemos

dlwAn) = d(udz’ Avdz”)
= d(uvdz’ A da”)
= (vdu + udv) A dz" A dz’
= (duAdz") A (vdz”) + (=1)" (udz") A (dv A da?)

= dwAn+(—1)"w Adn,

donde el (—1)* viene de dv A dz! = (—1)kdz! A dv.

Para probar c), justifiquemos un caso especial para 0-forma f € C*(U):

a(an) = d( a—f.dxj)

— QxJ
j

02 f

>’ f >f ; A
- > ((‘9351'8:133' - 8xj8xi)d1: N de?

1<j

= 0.
Para el caso general,
d(dw) = (D duy Ada™ A Ada)
I

= Y d(dwr) Ada" AN da + ) dwy Ad(da't A A da™)
I I

k
= > > (=1 tdwp Ada™ A Ad(da) A A da

I s=1

=0

Finalmente, para probar d) es suficiente considerar w = udx™ A ... A dz® € QF(V),

Para el lado, izquierdo se tiene:

F*(dw) = F*(du/\d:v“/\.../\dxi’“)
= d(qu)/\d(a:“oF)/\.../\d(:[:i’foF)
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y el derecho es:
A(F'w) = d(F*(uda® A .. A da™) )
- daqum@ﬁonAmAd@%oF»
= duo F)ANd(z" o F) A ... Nd(z™ o F).
O]

Estos resultados nos permite trasladar la definicién de la derivada exterior de

R™ para variedades.

Teorema 1.63 (Existencia y unicidad de la derivada exterior). Suponga
que M es una variedad suave. Entonces existe un tnico operador d : QF(M) —
QFY(M), para cada k, llamado la derivada exterior satisfaciendo las siguientes pro-

piedades:

i) d es lineal sobre R.
ii) Siw e QFM) yne QM) entonces
dwAn) =dwAn+ (=1)Fw Adn.
iii) dod=0.
iv) Para cada f € Q°(M) = C®(M), df (es la diferencial de f) dada por:

df (X) = X /.

Demostracién. Suponga que w € Q¥(M). Para carta suave (U, ¢), defina:
dw = @*dp " w. (1.11)

Para verificar que (1.11]), estd bien definida note que para toda carta suave (V, ), la
aplicacion poyp~! : Y(UNV) — p(UNV), es un difeomorfismo en (U UV) C R™.
Por la proposicién d), implica que

(vou ) dlg™w) = d((po v ) e ") = dv
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Como (1p71)" 0 " = (po1~!)", entonces
go*dgﬁ_l*w — ’Qb*d'l/J_l*w.

Por consiguiente, dw esté bien definida.
Satisface inmediatamente, la propiedad i) porque pullback y d (en R™) son lineales.

Para ii), sean w € Q*(M) y n € QY(M). Obtenemos,

d(wAn) = @'dp™"(wAn)
_ go*d(cp_l*w A 90_1*77>
— QO*(d(,O_l*W/\QO_l*n—F (_1)1990—1*60 Ad@_l*n)
= dwAn+(=1)wAdn.
Para verificar iii),

dod(w) = d(¢*(dp~"w)) =0.

tenemos
p

0
Finalmente, para X, = Xl(p)y
xl

dfy(Xp) = (w*d(foso_l)) (Xp)

p

0

_ Z 8(fo—gg_) (d2?) pp) (Xi(P)SO*p(@

oxJ

)

i #(p)
_ i O(fop™)
= > X D)=

(@ )o (55] )

»(p)

” »(p)

9
= 2 X'y

i i 5

= X,f.

o1
gD(p)(f © )

f

La unicidad: sea d' : Q¥(M) — QFFY(M) una derivada exterior arbitraria que

satisface 1) al iv), demostremos que d' = d.

En efecto, sea w € Q*(M) y p € M arbitrario. Escoja una carta (U, (¢!, ...,2"))

en p y considere w = E wrdz!, en U. Extendiendo las funciones w; , z!, ..,z
I
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definidas en U para funciones @y, ', ..., 3" en M, y que coincide con w, z', ..., 2", en

una vecindad de V', en p. Defina

G =) wdi' € QM)
I

= (D‘ . Verifiquemos que d’, es local:

Entonces w ‘
1%

|4

w‘ =W

14 \%4

De hecho, sea n = w — @ entonces 77‘ = 0. Sea p un punto arbitrario en V. Es
v

suficiente demostrar d'n, = 0.

Escoja una funcién bump suave p, en p con soporte en V. En particular, p = 1 en

una vecindad de p en V. Entonces pn = 0, en M. Por la propiedad ii),

0=dp, A+ p(p)dnp.

Como n, =0y p(p) = 1, resulta que d'n, = 0. El punto p es arbitrario en V' entonces

d’w‘ —d
Vv
Asi,

V'

(), = (d2)

P
(Zd’wIAdng)
I
dwy A dx! , &;I:wfyzﬁlzmlenv
(> )
I
= (dw)

p

Por lo tanto, d = d'.
]

Proposicion 1.64. Si F': M — N es una aplicacion suave, entonces la aplicacion

pullback F* : Q¥(N) — QF(M) conmuta con d: para todo w € QF(N),

F*(dw) = d(F*w). (1.12)
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Demostracién. Sea (U, ¢)y (V, 1) son cartas suaves para M y N, respectivamente.

Entonces en U N F~1(V):

Fidw) = F(¢" (d0"w))
= ¢ o(poFop™)d(y " w)
= ¢'d((woFoyp™) v )
= @'d((Foy)w)
= (e (Fw))
= d(F'w).

O

Proposicién 1.65 (Derivada exterior de un 1-forma). Para todo 1-forma w,

suave y campos vectoriales suaves X y'Y se cumple:
W(XY) = X)) - ¥ (@(X)) - (X)) (1.13)

Demostracion. Considere w = udv, con u,v suaves y, X y Y campos vectoriales

suaves. Entonces el lado izquierdo de ([1.13)) es igual a,
dw(X,Y) = d(udv)(X,Y)
= duhdv(X,Y)
= du(X)dv(Y) — dv(X)du(Y)
= XuYv— XvYu,

y el lado derecho,

Xw(Y)—Yw(X) —w(X,Y]) = X(udv(Y)) =Y (udv(X)) — udv([X,Y])
= XuYv+uXYv—YuXv—uYXv—uXYv+uYXv

= XuYv— XvYu.
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Proposicién 1.66 (Formula invariante para la derivada exterior). Sea M
una variedad suave yw € QF(M). Para todos campos vectoriales X1, ..., Xj41, suaves
sobre M se tiene

k+1
dw(X17"'7Xk+1) = Z(_l)i_lXiw(le"'7X2'7"‘7Xk+1)
=1
k+1
+ ) (D) (X X)X X X X,

1,j=1,1<j

donde los indices con sombreros omiten argumentos.
Demostracién. Ver [5] y [7]. O

Proposiciéon 1.67. Sea M una variedad suave y X un campo vectorial. Si w, n €

Q*(M), entonces
Lx(wAn)= (ﬁxw) AN+wA (Exn)

Demostracion. Por definicion,

(Vi (wAm), —wp Amp

(EX(W/W)),, = i t
t—0 t
(Yiw), —wy (), =y
- th—ngof A (1/’7577)1, T wp A th—I>nOf

= (Lxw), Amp+wy A (Lxn) -
[

Teorema 1.68 (Formula méagica de Cartan). Sea M una variedad suave. Para

todo campo vectorial suave X en M y para cualquier forma suave w, se tiene:
EXu) = ide + dixw. (114)
Demostracion. Por induccion sobre k: para O-formas se tiene,

ixdf +dixf = df(X)=Lxf.
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Ahora, supongamos que la igualdad sea valida para formas de grado menor que k.

En una carta suave (U, ), w es escrito como: w = Zwld:pil A ... Adz™ |y luego

I
considerando u = 2% y 8 = wydx? A...Adz™* € Q¥1(M), se observa que los términos

de sumatoria w, son de forma du A 5. Ademas se justifica: d(ﬁ Xu) = Lxdu, usando

la proposicién d), para A = du,

(Lxdu) (X)) = Lx(du(x1)) - du(Lx X))
= XXju-—[X, Xi]u
= XXju—XXju+ X5 Xu
~ X,Xu
= Xi(Lxu)
- d(ﬁxu)(Xl)

Entonces,

ixd(du A B) +dix(duhB) = ix(—duAdB)+d(ixdu B —duNixp)

= —ixdu NdB + du NixdB + d(Xuf) — d(du Aixf)

= —Xudf +duNixdf+d(Xu) A S+ (Xu)ds
+du A dix 3

= duA (ixdB+ dixB) +d(Xu) A\ B

= du/LxB+ d(Lxu) A B, por hipdtesis

= duNLxB+ LxduNp

= Lx(duAp).
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Capitulo 2

Materiales y metddos

2.1. Materiales

Libros

= [nternet

= USB

= Papel A4

= Lapicero

= Pizarra

= Plumones acrilicos

= Mota

2.2. Metddologia de la investigacion

La investigacion es basica y estda basada en los resultados obtenidos en el

articulo de Marsden, Weinstein y Meyer [9], el trabajo serd ampliar y profundizar

49

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO ([ Nacional del
Altiplano

el articulo.

Método de investigacion
El método que se utilizara en la presente investigacion es lectura, andlisis, sintesis,

justificacion, interpretacion y comprension.

Diseno de investigacion
El diseno de investigaciéon que se usara es de tipo descriptivo que consiste en la

exploracion.

Técnicas
Lectura compresiva, concentracién, andlisis y consulta, de libros, articulos y notas

disponibles en internet, impreso, y en entre otros.
Estrategias

Planificar, tomar apuntes, y subrayar la informacion necesaria para el trabajo pro-

puesto.
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Capitulo 3

Resultados y discusion

En este capitulo, expongo el resultado del proyecto de tesis. Primero presento
grupos de Lie y algebras de Lie en la cual, demuestro un resultado importante de
espacios cocientes que admiten una estructura suave y cuyas referencias son [2], [5]
y [7]; luego, en la geometria simplética presento variedades simpléticas y defino el
concepto de aplicacion de momento y analizo ejemplos de aplicaciéon del momento.

Finalmente, la prueba y aplicaciones del teorema de Marsden, Weinstein y Meyer

[, B, [y [10].

3.1. Introduccion de grupos de Lie y algebras de
Lie
3.1.1. Grupos de Lie

Definicién 3.1. Un grupo de Lie es una variedad suave (G, con una estructura alge-
braica de un grupo tales que las operaciones del grupom : GxG — G, (g, h) — gh

yi:G— G, g— g~ ! son suaves.

Dichas operaciones m e ¢, son llamados multiplicacién e inversién respectiva-

mente. A continuacion defino las traslaciones sobre un grupo de Lie G:

51

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO [ Nacional del
: Altiplano

Para cada g € G, se define la traslacién a la izquierda

Ly G — G
h +— gh

Para cada g € G, se define la traslaciéon a la derecha

Ry,: G — G
h +— hg

Ejemplos de grupos de Lie:

Ejemplo 3.1. Sea el grupo lineal general GL(n,R) = {A € M(n,R) : Det(A) # 0}.
Como GL(n,R) es abierto en M(n,R), entonces GL(n,R) es una variedad suave.

La (i, j)—entrada del producto de dos matrices A y B en GL(n,R),

(AB)zj = Z aikbkj,
k=1

es un polinomio en las coordenadas de A y B, entonces la multiplicacion m :
GL(n,R)xGL(n,R) — GL(n,R), es una aplicacion suave. Recuerde que (i, j)—menor
M;; de una matriz A es el determinante de la submatriz de A, eliminando la fila i y
la columna j de A. Por regla de Cramer del dlgebra lineal, la (i, j)—entrada de A™!

es:
1

(A7) = Za

que es una funcion suave. En consecuencia, la aplicacion inversién i : GL(n,R) —

(—1)" My,

GL(n,R), es también suave. Por lo tanto, GL(n,R) es un grupo de Lie.

Ejemplo 3.2. El grupo lineal general complejo GL(n,C) = {A € M(n,C) : det(A) #
0}, es un grupo de matrices de n x n invertibles bajo la multiplicacion de matrices.
Como GL(n,C) es un abierto en M(n,C) entonces GL(n,C), es una subvariedad
suave abierta en M(n,C), de dimensién 2n?; las aplicaciones de multiplicacién m
Y 1nversion i son suaves porque, la parte real y la parte imaginaria son suaves. Se

concluye que GL(n,C), es un grupo de Lie.
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Ejemplo 3.3. El circulo unitario S' € C* = C — {0}, es una variedad suave con

atlas suave: A = {(U,p), (V,4¥)}, donde

¢ : U ={(cosh,senb) : 0 € (0,2m)} — R, (cosb,senf) — 6 € (0, 27)

vV ={(cosb, senb) : 0 € (—m, )} — R, (cosh, sen) — 0 € (—m, 7).

También, es un grupo con la multiplicacion compleja y las operaciones de multipli-
cacion m y la inversion i, tienen representacion de coordenadas suaves (01, 0y) —

01 + 0y, y 0 — —0. Por tanto, S* es un grupo de Lie.

Ejemplo 3.4. Dados los grupos de Lie Gy, ..., Gy, su producto directo G1 X ... X Gy,

es una variedad producto con estructura de grupo dada por:

(gla ceey gk)(hb (ERE) hk) = (glhb cey gkhk)

Es facil verificar que Gy X ... X Gy, es un grupo de Lie.
Un ejemplo particular, el n-toro T" = S* x ... x S' es un grupo de Lie abeliano de

dimension n.
Definicién 3.2. Sean G y H grupos de Lie.

i) Un homomorfismo de grupos de Lie de H en G, es una aplicacién suave ¢ :

H — G, que es un homomorfismo de grupos.

ii) Un isomorfismo de grupos de Lie de H en G, es un homomorfismo de grupos
de Lie biyectiva ¢ : H — G, con inversa ¢! : G — H, homomorfismo de

grupos de Lie.
Definicién 3.3. Un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G es,
i) un subgrupo algebraico H;
ii) H una subvariedad immersada via aplicacién inclusién;
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iii) las operaciones del grupo sobre H, son suaves.

La siguiente proposicién, muestra que subgrupos regulares (o subgrupos in-

crustados) son autométicamente subgrupos de Lie.

Proposicion 3.4. Si H es un subgrupo algebraico y una subvariedad incrustada de

un grupo de Lie G, entonces H, es un subgrupo de Lie de G.

Demostracion. Como H es una subvariedad incrustada de G, entonces i : H — G
es una aplicacion incrustada suave y en particular, H es una subvariedad immersa
en G.

Seam : G x G — @G, la aplicacion multiplicacién sobre G. Como H, es una subva-
riedad incrustada de GG, entonces la aplicacion inclusion ¢ : H — G, es suave. Por lo
tanto, la aplicacion inclusiéon H x H <— G X G es también suave y la composicion
moi: Hx H— G, es suave. Como satisface las hipdtesis del teorema la
aplicacién inducida m : H x H — H, es suave (porque H es una subvariedad
regular.)

La suavidad de la aplicacion inversa ¢ : H — H, es deducida de la suavidad de

i : G — G, usando el mismo argumento que el de la multiplicacion. m

Ejemplo 3.5. El conjunto O(n) = {A € M(n,R) : ATA = I,,}, es un subgrupo de
GL(n,R) llamado el grupo ortogonal.

Defina una aplicacion suave ® : M(n,R) — S,x, = Rw, por ®(A) = ATA.
Entonces O(n) = ®(I,,).

Para cada A € ®71(I,,), demostremos que ®,4 : TaM(n,R) — Ty, Spxn €s sobre-

yectiva. En efecto, como TaM(n,R) = M(n,R) y Ty, Spxn = Spxn, entonces

O,4(B) =

O(A +tB)
t=0

o t:o(AT +tBT)(A +tB)

= A"B+ BTA.

dt

AS
Sea S € Spxn arbitrario. Entonces existe B = - € M(n,R) tal que ®.4(B) = S.

La identidad I,,, es un valor regular de ®, se sigue que O(n) es una subvariedad
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incrustada de M(n,R), de dimension . Por la proposicion anterior se con-

n(n —1)
2
cluye, O(n) es un subgrupo de Lie de M(n,R).

Ejemplo 3.6. La aplicacion ® : GL(n,R) — R, dada por ®(A) = Det(A) es suave

y el conjunto de nivel D~1(1) es:
SL(n,R) ={A € M(n,R): Det(A) =1},

el grupo de lineal especial. Para I, € (1),

_ 4 tB
s (B) = dt t:OCI)(e )
d
- D t tB
dtlimo” € (6 )
_ d ttr(B)
o dt t=0€
= tr(B).
Luego, para A € ®~(1) obtenemos
d,.4(B) = d Det(A+tB)
wA T dtl=o ‘
= —| Det(A)Det(I, +tA™'B
dtlizo (A) Det(ly + )

d
= Det(A)—| Det(I, +tA™'B
et ( )dt]tzo et(I, +tA™'B)
= Det(A)®,;, (A7'B)
= Det(A)tr(A™'B).

k
Como Det(A) =1 y para cada k € R tome B = —A. Entonces, ezxiste B € M(n,R)
n

k
tal que ®.A(B) =tr(—1,) = k.
n

Ast, @, 4 es sobreyectiva para todo A € SL(n,R) y por lo tanto, 1 es un valor reqular
de ®. Consecuentemente, SL(n,R) es una subvariedad incrustada en GL(n,R). Por

la proposicion anterior, SL(n,R) es un subgrupo de Lie.

Teorema 3.5 (Teorema de rango equivariante). Sean M y N variedades suaves
y sea G un grupo de Lie. Supongamos que F' : M — N, es una aplicacion suave

equivariante con respecto a una accion suave transitiva de G en M y cualquier accion
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suave de G en N. Entonces F, tiene rango constante. Asi, si F' es sobreyectiva
entonces es una submersion suave; si F' es inyectiva entonces es una inmersion

suave; si F' es biyectiva entonces es un difeomorfismo.

Demostracién. Sean v y 0, acciones de G en M y N respectivamente, y sean p y
g puntos arbitrarios en M. Escoja g € G tal que 1,(p) = ¢ (g existe, pues G actiia

transitivamente sobre M). Como F o, = 6, o F, entonces el siguiente diagrama

conmuta:
M —" TN
d(iﬁg)pt ld(%)p(p)
T,M ) Tr@gN

Como dF, o d(1)y), = d(04)p@) © dF,, de aqui resulta que rank(dF,) = rank(dF,).
Por consiguiente, F' tiene rango constante.

Por otro lado, sean m = dimM y n = dimN y supongamos que F', tiene un rango
constante k. Para demostrar que F' es submersién, supongamos que F' no es una
submersién entonces £ < n. Por el teorema de rango, para cada p € M, existen
cartas suaves (U,p) en p € M y (V,4) en F(p) € N tal que F(U) C V y la

representacion coordenada de [, es dada por
F!',...,2™) = (2% ..,2%0,..,0). (3.1)

Como cualquier cobertura de una variedad tiene una subcobertura numerable, po-
demos escoger coleccién numerable de cartas {(U;, p;)} para M y correspondientes
cartas suaves {(V;,1;)} para N tales que {U;} cubre a M y F(U;) C V;, y la represen-
tacion coordenada de F' : U; — V; es dada en . Como F(U;) esté contenida en
un k- “slice” de V;, entonces F'(U;) tiene medida cero en N. Como F(M) = |J, F(U;),
entonces F'(M) tiene medida cero en N. Lo cual implica que F', no es sobreyectiva.
Para probar que F' es una inmersion, supongamos que F' tiene rango constante k.
Si F' no es una inmersién entonces k < m. Por el teorema de rango, existen car-

tas suaves (U,p) de p € M y (V,¢) de F(p) tal que F' tiene una representacion
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coordenada,

Entonces F(0,...,0,e) = F(0,...,0), para ¢ suficientemente pequefio y concluimos
que F', no es inyectiva.

Finalmente, si F' es biyectiva entonces F' es submersiéon e inmersién, o sea, dimM =
dimN . La biyectividad y el teorema de la funcién inversa, implica que F': M — N
es un difeomorfismo.

]

Proposicién 3.6. El grupo unitario U(n), es un subgrupo de Lie incrustado de

GL(n,C), de dimension n.

Demostracién. Considere la aplicaciéon ® : GL(n,C) — M(n,C), definida por
P(A) = A*A. Se observa que U(n) = &~1(I,,).

Probemos que @, es equivariante con respecto a un adecuada accién a la derecha de
GL(n,C). Sea GL(n,C), que actiia sobre si mismo por la multiplicacién a la derecha

y defina una accién a la derecha de GL(n,C) sobre M(n,C), por
X.B=B*XB, paraX € M(n,C)y Be GL(n,C).

Esta accién definida, es suave (pues la parte real y la parte imaginaria son suaves),

y ® es equivariante, porque para A € GL(n,C) se tiene:
®(AB) = B*A*AB = B*®(A)B = ®(A).B.

Entonces, por el teorema ® tiene rango constante. Por tanto, U(n) es un sub-
grupo de Lie incrustado de GL(n,C).

Para determinar la dimensién de U(n), necesitamos calcular el rango de la aplica-
cion ®. Como el rango de ¢ es constante, es suficiente determinar ®,;,. Asi, para
cualquier B € T;, GL(n,C) = M(n,C), sea v : (—e,6) — GL(n,C), la curva
~(t) = I, + tB y calculando,

d

(I)*I"(B) - dt li=o

d
(®o)(t)=—| (In+1tB) (I, +1tB)=B"+B.
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Luego, la imagen de ®,;, es igual al conjunto {A € M(n,C) : A* = A} (de matrices
n x n Hermitianas) y cuya dimensién es n?. Por consiguiente, U(n) es un subgrupo

de Lie incrustado de dimensién 2n? — n? = n2. m

Teorema 3.7. Supongamos que M y N son variedades suaves y ©: M — N una
aplicacion suave. Entonces m es una submersion suave si, solamente si, todo punto

de M esta en la imagen de una seccion local suave de .

Demostracciéon. Primero, supongamos que 7 es una submersion suave. Dada p €
M y sea ¢ = w(p) € N. Como 7 tiene rango constante, entonces por el teorema de
rango constante, escoja las coordenadas suaves (U, o= (a, ..., mm)) centrada en p

y (V, v =(y, ..., y”)) centrada en ¢, tal que 7 tiene representacion coordenada,

Si € es un numero positivo suficientemente pequeno entonces el cubo coordenada
C.={x:|2'|<e i=1,..,m},

es una vecindad de ¢(p), cuyo imagen bajo 7 es el cubo
Cl={y:ly'|<e i=1,..,n}

La aplicacién ¢ : C. — C., dada por:

define una seccién local suave 0 = Lo g o1 . V — M, para 7 donde V =
Y (CY) y satisface o(q) = p.

Reciprocamente, supongamos que cada punto de M esta contenido en la imagen de
una seccion local suave. Dada p € M y sea 0 : U — M, una seccién local suave
tal que o(q) = p, donde ¢ = w(o(q)) = 7(p) € N. La ecuacién m o o = Id|y, implica

que dmy o dog = Id|y,y. Por consiguiente, dm, es sobreyectiva. [

Proposicién 3.8. Sean M y N wvariedades suaves, y w: M — N una submersion
suave sobreyetiva. Para cualquer variedade suave P, la aplicacion F: N — P es

suave si, y solamente si, F'om es suave.
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Demostracion. Si F' es suave entonces, F o w es suave.

M

l Fom
T

N P

Reciprocamente, supongamos F' o 7 es suave y sea ¢ € N arbitrario. Para cualquier
p € 7 1(q), existe una vecindad U en ¢ y una seccién local suave o : U — M de 7

tal que o(g) = p (por el teorema [3.7)). Entonces m o o = Id|y, implica
Fly=F|ypoldly =(Fom)oo,

es una composicién de aplicaciones suaves. Esto muestra que F, es suave en una

vecindad U de ¢, por consiguiente F' es suave. O

Teorema 3.9. Sean M y N wariedades suaves y F' : M — N wuna imersion
inyectiva suave. Si F' es propia entonces F', es una aplicacion cerrada y incrustada

suave.

Demostracion. Primero verifiquemos que si F' es propia, entonces I’ es una apli-
cacion cerrada. Dada A C M, un cerrado arbitrario y sea q € W Como N
es precompacto, entonces existe una vecindad U, de ¢ tal que Fq es compacto en
N. Por hipétesis, F' es propia implica que F~1(U,) es compacto. En consecuencia,
F _1(7(]) N A es compacto en M y por otro lado, por continuidad de F', el conjunto
F(F~Y(U,) N A) = U, N F(A) es compacto en N. Se sabe que N, es Hausdorff de
ahf U,NF(A) es cerrado en N. Por consiguiente, q € m = U,NF(A) C F(A),
es decir, ¢ € F(A).

Como F es inyectiva, entonces F' : M — F(M) es biyectiva y existe F~! :
Dada A C M un conjunto cerrado arbitrario. Entonces F(A), es cerrado en N.
Ademéds, F(A) = F(A) N F(M) y por tanto, F'(A) es cerrado en F(M). Esto
muestra que F' : M — F(M) es continua, biyectiva y cerrada. Concluimos que

F: M — F(M), es un homeomorfismo.
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3.1.2. Algebras de Lie

Definicién 3.10. Un algebra de Lie sobre R, es un espacio vectorial g real, con una
aplicacion (corchete de Lie) [.,.] : g x g — g, (X,Y) — [X, Y] que satisface las
siguientes propiedades: para todo X,Y, 7 € g,

i) bilineal: para todo a, § € R,
(X +BY, Z] = a[X, Z] + B[Y, Z],
[Z,aX + pY] =alZ, X]+ B[Z,Y],
ii) antisimétrica:
X Y] = —[v, X],

iii) identidad de Jacobi:

X, Y], Z]|+[Y,Z],X]|+[[Z,X],Y] = 0. (3.2)

Definicién 3.11. Sea g un algebra de Lie. Un subespacio vectorial b C g, es llamado

un subalgebra de Lie de g, si es cerrado bajo el corchete de Lie.

Definicién 3.12. Sean g y b algebras de Lie. Una aplicacién lineal T': g — b, se
dice un homomorfismo de algebras de Lie si preserva el corchete de Lie: T([X,Y]) =
TX,TY], X,Y € g.

Un homomorfismo invertible de algebras de Lie es llamado un isomorfismo de 4lge-
bras de Lie. Si existe un isomorfismo de algebras de Lie, T' : g — b, entonces

diremos que g y b son isomorfos como élgebras de Lie (g = b).

Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 3.7. El espacio X(M), de todos los campos vectoriales suaves sobre una

variedad suave M, es un dlgebra de Lie con el corchete de Lie:
(X,)Y|f=XYf-YXf XY eX(M), feC®M).
En efecto, la bilinealidad para todo X,Y,7Z € X(M) y para o, 5 € R,
X + Y, Zlf = a(XZ-ZX)f+pYZ-2Y)f
= (a[X,Z]+BlY,2)) f
y de manera similar,
[Z,aX +BY]f = (a[Z,X]+B[Z,Y])].

La antisimétrica es inmediato y la Identidad de Jacobi se verifica:

(X Y] Z]+ (v, 2] X] + (2, X),Y])f = [X,Y]Zf - ZIX,Y|f+ V. Z]Xf -
XY, 21f + 12, X]Yf=YI[Z, X]f

= 0.

Campos vectoriales invariantes a la izquierda sobre un grupo

de Lie

Sea X un campo vectorial (débil) sobre un grupo de Lie G. Para cualquier
g € G, y como la translacién a la izquierda L, : G — G, es un difeomorfismo

entonces el “pushforward”(L,).X, es un campo vectorial bien definida en G.

Definicién 3.13. Decimos que el campo vectorial X, es invariante a la izquierda si

(Lg)+X = X, para todo g € G; es decir, para cada h € G,

(Lg)sn(Xn) = Xgh.

En otras palabras, un campo vectorial X es invariante a la izquierda, si solamente,

si X es Lg-relacionado sobre si mismo, para todo g € G.
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Ejemplo 3.8. Si G es un grupo de Lie entonces el conjunto de campos vectoriales
suaves invariantes a la izquierda sobre G, es un subdlgebra de Lie de X(G) y por lo
tanto, un dlgebra de Lie. De hecho, {X € X(G) : (Ly).X = X, para todo g € G} es
un subespacio vectorial de X(G) y (L) ([X,Y]) = [(Ly).X, (Ly).Y] = [X,Y].

Observacién. En el ejemplo [3.8 El dlgebra de Lie formado por todos los campos
vectoriales invariantes a la izquierda sobre el grupo de Lie G, es llamada el dlgebra

de Lie de G y es denotado por Lie(G).

Ejemplo 3.9. El espacio vectorial M(n,R), de matrices reales de n X n, es un

2

algebra de Lie de dimension n” con el corchete conmutador:

[A, B] = AB — BA.

La bilinealidad y antisimétrica son obvias por la definicion, y la identidad de Jacobi
se obtiene de un simple cdlculo. Cuando se considera M (n,R), como dlgebra de Lie

con corchete conmutador, denotaré por gl(n,R).

Ejemplo 3.10. Similarmente, para el espacio vectorial M (n,C), de matrices com-
plejas de n X n, es un dlgebra de Lie con corchete conmutador. Dicha dlgebra de Lie

real de dimension 2n? es denotada por gl(n,C).

El siguiente teorema es un resultado fundamental, de Lie(G) que tiene dimen-

sion finita y posee la misma dimensién que G:

Teorema 3.14. Sea G un grupo de Lie. La aplicacion t : Lie(G) — T1G, dada por
t(X) = X1, es un isomorfismo de espacios vectoriales. Asi, Lie(G) es de dimension

finita con dimension igual a la de G.

Demostracién. Es claro que, t es lineal sobre R: para todo X,Y € Lie(G), y
a, B eR,

Verificaré que t es inyectiva: si t(X) = X; = 0, para algin X € Lie(G) entonces la
invarianza a la izquierda de X implica que X, = (L;).1(X1) = 0, para todo g € G,
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o sea, X = 0.
Para demostrar que t es sobreyectiva, sea v € T7G arbitraria y defina un campo

vectorial (débil) v¥ sobre G por
= (L)al). (33)

Si existe un campo vectorial invariante a la izquierda sobre G, cuyo valor en la

identidad es v, entonces claramente dicho campo vectorial esta dado por la ecuaciéon

B3).

Primero necesito verificar que v” es suave. Por la proposicién es suficiente mos-
trar que v’ f es suave cuando f € C*(G). Se escoge una curva suave 7 : (—4,8) —

G, tales que 7(0) =1 y +/(0) = v. Entonces para todo g € G,

(W' f)lg) = o g
= U(fOLg)
= 7 (0)(foLy)

d
- aLzoqoLgm)(t).

Si definimos ¢ : (—0,8) x G — R, por ¢(t,g) = f o Ly ov(t) = f(gv(t)), entonces

(vEf)(g) = %—f(O, g). Como ¢ es una composicién de suaves, entonces resulta que ¢

dp

; 52(0, g) depende solamente de g y por tanto, concluimos

es suave. Por lo que sigue

’UL €S suave.

L

Luego, mostremos que v~ es invariante a la izquierda, es decir,

)=t

g

(Lp) g (v* , para todo g, h € G.

hg

Usando la definicién de v* y Lj, o L, = Ly, obtenemos:

(Ln) (0"

g

th)
L

*1

) = (L), (L))
(v)

hg.
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Asi, v¥ € Lie(G). Como L, (translacién a la izquierda en la identidad) es la aplica-
cién identidad de G, entonces t(vF) = UL‘ = v, en otras palabras t es sobreyecti-
1

va. O

Dado cualquier vector v € Ty G, v denotaré por v* al campo vectorial suave
invariante a la izquierda definida por (3.3).
Vale la pena observar en la prueba anterior, que la suavidad de la definicién de

Lie(G) es innecesaria; veamos el corolario que sigue:

Corolario 3.15. Cualquier campo vectorial débil invariante a la izquierda sobre el

grupo de Lie es suave.

Demostracion. Sea X un campo vectorial débil invariante a la izquierda sobre el
grupo de Lie G y sea v = X;. El hecho que X es invariante a la izquierda, implica

que ’UL‘ = (Ly),,(X1) = X,, y de lo cual X es suave. O
g
Ejemplos de algebras de Lie de algunos grupos de Lie familiares:

Ejemplo 3.11. Espacio Euclidiano R": si consideramos R"™, como un grupo de Lie
bajo la adicion entonces la traslacion a la izquierda por un elemento b € R™, es dada
por la aplicacion afin Ly(x) = x + b, cuya diferencial (Ly).1, es representado por la
matriz identidad en coordenadas estindares. Ast, Xi(x)aim € Lie(R™), si solamente

si, (Lb)*o(Xi(O)a%i 0) = Xi(b)a%i b

, lo que equivale, X" es constante. Como

para todo X = X2 Y = Y7L € Lie(R"), entonces el dlgebra de Lie: Lie(R"),

6:131' Y

es abeliano y es isomorfo al mismo R™, con corchete de Lie trivial. Escribimos,

Lie(R") = R".

Ejemplo 3.12. El grupo circulo S': sea un carta suave (U, = (0)). Luego, para

ic

g = €' se tiene
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Sin embargo,

QoLgogp_lzéw(l)H—}-c:l.

00 ’w(l)
a . 1 . 1 . . 1 ~Y
Entonces, {%} es base de Lie(S") y por lo tanto, Lie(S") es abeliano y Lie(S') = R

Ejemplo 3.13. El n-toro T" = S! x ... x S': considere un carta suave (U, =

(01, ...,0,)). Luego,

implica que

an = Za"’“a_ei o= (Lg)*l(—aek‘l)el - 1)w(1)<8_9’€ <p<1))9l oL,  (3.4)
=1
_ 9 Ly 0 o kAl
= % S0(1)(900Lg090 )l— 89k‘¢(1)(01+95)— Lo (3.5)

donde g = (€1, ...;e"). De la ecuacion , el conjunto {a(z (92 }, de campos

vectoriales coordenados, es una base para Lie(T™). Como el corchete de Lie de estos

~Y

campos coordenados es cero, entonces Lie(T™) = R™.

El pushforward de campos vectoriales invariantes a la izquier-

da

Si F: N — M, es una aplicacion suave de variedades y X un campo vectorial
suave sobre N, entonces el “pushforward” F, X, en general no estd bien definida,
excepto cuando F'; es un difeomorfismo. Si embargo, en caso de grupos de Lie debido
a la correspondencia entre campos vectoriales invariantes a la izquierda y vectores
tangentes en la identidad, es posible definir el “pushforward”de campos vectoriales
invariantes a la izquierda bajo un homomorfismo de grupos de Lie.

Sea ' : H — G, un homomorfismo de grupos de Lie. Un campo vectorial X,
invariante a la izquierda sobre H, es generado por su valor v = X; € T1H en

la identidad, de modo que X = v*. Como un homomorfismo de grupos de Lie
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F : H — G, lleva la identidad de H para la identidad de G, por esta razén
su diferencial F,; en la identidad, es una aplicacion lineal de 77 H para T7G. El
diagrama

TlH e TlG | —— F*l?J

| R

Lie(H) — Lie(G) vt —— (Fqv)t

claramente, muestra la existencia de una aplicacién lineal inducida F, : Lie(H) —
Lie(G), sobre campos vectoriales invariantes a la izquierda; asi, hay una manera

para definir ello.

Definicién 3.16. Sea F': H — G, un homomorfismo de grupos de Lie. Se define
F,: Lie(H) — Lie(G) por

F*(UL> = (F*lv)L, para todov € T1 H.

Teorema 3.17 (El homomorfismo inducido de algebras de Lie). Sean H y
G grupos de Lie, y sean b y g sus dlgebras de Lie. Suponga que F' : H — G es
un homomorfismo de grupos de Lie. Para cualquier X € b, existe un unico campo
vectorial Y en g, tal que F,X =Y. La aplicacion F, : h — g, definida por F,X,

es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion. Defina

Y = F1(Xp)~
Verifiquemos que F,X = Y: como F' es un homomorfismo de grupo de Lie, entonces
F(Lh(h’)) = F(h)F(h)

= Lpw (F(1'))
= LF(h) @) F(h/)
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Luego, F o Ly, = Lp@p)« o F, implica que

Fon(Xn) = Fa(Ln(X1))
= Lpma (Fa(X1))
= Lpny(Y1)

= Yp(h).

Por lo tanto, para cada X € b, existe Y € g tal que F,X = Y. La unicidad es

inmediata y como F,X denota el inico campo vectorial en g, resulta que
F.(X,X']) = [F.X, F.X].

Por consiguiente, F, es un homomorfismo de dlgebra de Lie.

El algebra de Lie de un subgrupo de Lie

Si G' es un grupo de Lie y H C G es un subgrupo de Lie entonces esperamos
tener que el dlgebra de Lie de H, es un subdlgebra de Lie del algebra de Lie G. Sin
embargo, los elementos de Lie(H) son campos vectoriales definidos en H, y no en
G; asi, hablando estrictamente los elementos de Lie(H), no son campos vectoriales
invariantes a la izquierda en G. No obstante, la siguiente proposiciéon nos da una

manera de ver Lie(H) como subélgebra de Lie de Lie(G).

Proposicion 3.18. Suponga que H C G, es un subgrupo de Lie yi: H — G, es la
aplicacion inclusion. Entonces existe un subdlgebra de Lie i,(Lie(H)) en Lie(G), y

es isomorfo a Lie(H), donde
i»(Lie(H)) ={X € Lie(G) : X, € T1H} (3.6)

Demostraciéon. Como la aplicacion inclusién ¢ : H — G, es un homomorfismo

de grupos de Lie entonces i, (Lie(H)) = {i.(X) € Lie(G) : X € Lie(H)}, es un
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subdlgebra de Lie de Lie(G). De manera como se definié el homomorfismo inducido
de algebras de Lie, z'*(X)‘g = (L,) .1(Gx1(X1)). Entonces
ir(Lie(H)) = {i.(X) € Lie(G) : X € Lie(H)}
= {X € Lie(G) : X1 € T1H}, pues i, (TlH) =TH c T1G.

La inyectividad de 4,3 : Ty H — T1G, implica que i, : Lie(H) — Lie(G), es inyec-
tiva; como Lie(H) — i, (Lie(H)) es sobreyectiva (por la definicién de i, (Lie(H)),
resulta que Lie(H) es isomorfo a i, (Lie(H)). O

Observacion: Usando esta proposicion, siempre cuando H es un subgrupo de
Lie de G, identificaré Lie(H) como un subélgebra de Lie de Lie(G). Como mencione
antes, los elementos de Lie(H) no son en si campos vectoriales invariantes a la
izquierda en (. Pero en la procedente proposicién muestro que cualquier elemento
de Lie(H) corresponde a un tnico elemento de Lie(G), determinado por su valor en
la identidad y el isomorfismo Lie(H) = i.(Lie(H)) C G, asi determina [X,Y], =
[1:.X,4.Y ]y = [X,Y]g; por eso al considerar Lie(H), como un subalgebra de Lie(G),
no se comete ningun error.

Ejemplos de subdlgebras de Lie:

Ejemplo 3.14. EIl grupo ortogonal O(n), es un subgrupo de Lie de GL(n,R) (ejem-
plo [3.5). Recuerde O(n) = ®~Y(1,) con I, valor regular, implica que T1,0(n) =
Ker®,; . Es decir, T;,O(n) = {B € gl(n,R) : B+ BT =0}. Por lo tanto,

Lie(O(n)) = o(n) = {B € gl(n,R) : B+ B" = 0}.

Ejemplo 3.15. El subgrupo lineal especial SL(n,R), es un subgrupo de Lie de
GL(n,R) (ejemplo[3.6). Entonces

T;,SL(n,R) = Kerd,,,
= {Ae€gl(n,R):tr(A) =0}.

Consecuentemente,
Lie(SL(n,R)) = sl(n,R) = {4 € gl(n,R) : tr(A) = 0}.
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Ejemplo 3.16. El grupo de matrices unitarios U(n), es un subgrupo de Lie de
GL(n,R), Luego,

T, Un) = Kerd,,,

n

= {Aegl(nC): A+ A" =0}
Por lo tanto, Lie(U(n)) = u(n) = {A € gl(n,C) : A+ A* = 0}.

Definicién 3.19. Un subgrupo de 1-pardmetro de GG, es un homomorfismo de grupos
de Lie v : R — G, con R como un grupo de Lie bajo la adiccién.
Dada X € Lie(G), el subgrupo de 1-pardmetro determinado por X, es llamado el

subgrupo de 1-parametro generado por X.
A continuacién defino la aplicacion exponencial:

Definicién 3.20. Dada un grupo de Lie G, con élgebra de Lie g. Se define una
aplicacion exp : g — G, llamado la aplicacion exponencial de G como: para cada
X €y,

exp(X) =~(1),

donde 7y es el subgrupo de 1-parametro generado por X, o equivalentemente la curva

integral de X, comenzando por 1.

Figura 3.1: La aplicacién exponencial
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Teorema 3.21. Sea G un grupo de Lie. Los subgrupos de 1-parametros de G son
precisamente las curvas integrales maximales del campo vectorial invariante a la

1zquierda, comenzando en la identidad 1.

Demostracién. Ver [7].

Propiedades de la aplicacion exponencial.

Proposicién 3.22. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie de G. Entonces:
a) La aplicacion exponencial exp : g — G, es una aplicacion suave.
b) Para todo X € g yt,s € R, exp ((s +1)X) = exp(sX) exp(tX).
¢) Para todo X € g, (exp X) ™! = exp(—X).
d) Para todo X € g yn € Z, (exp X)" = exp(nX).

e) La diferencial dexp, : Tog — ThG, es la aplicacion identidad, bajo las identifica-
ciones Tog =g y 171G = g.
f) La aplicacion exponencial exp : g — G, es un difeomorfismo en una vecindad en

el origen 0 € g, para una vecindad de 1.

g) Si H es un grupo de Lie con dlgebra de Lie b,y ® : G — H, es un homomorfismo

de grupos de Lie, entonces el siguiente diagrama conmuta:

h) El flujo ¢ del campo wvectorial X, invariante a la izquierda en G es dada por

wt = Rexp(tX)~

Demostracién. a) Para cualquier X € g, denota el flujo de X por ¢x. Defina un

campo vectorial X , en la variedad producto G' x g por

X(g,X) = (Xg,O) - TgGEBTXg = T(g7X)(G X g)
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Mostremos que X, es suave: escogemos cualquier base {X7,..., X3} para g y sea

(g, = (2%)), la carta global suave de g, definida por (27X;) — z'. Sea (U,W =

(w)) carta local suave de G. Si f € C*°(G x g) arbitrario, entonces X f, es escrito

localmente:

X[fo (W xp) (w2

X W (w')e ! (z"))
Afw-1wi), o1 (@) (X' <W*1<wi>,sofl<xi)>)
df w1 (i)~ (@) (27 X w1, 0)

& df w1 (), 1 ) (X1 () 0)

¥ X w1 (i) o1 (@) f

DX (W x o) H(w', 2"))

como X, son suaves, y usando la proposicién , concluimos que X es suave.

El flujo ¥ dada

\I;t<g>X) = (¢X(t> g)>X>>

es un flujo de X. De hecho,

VO (k) f

o ()7
d

| T 9% (1)

d -
E f(¢X(t7g)7X)

t=to

df(zl;x (t0,9),X) (Xdix (t0,9)> 0)

X(wx (t0,9),X) f

X\I/(g,x)(to)f

Por el teorema fundamental para flujos, ¥ : R x (G x g) — G X g, es suave. Luego,

observe la composicién de aplicaciones suave

g—>i1G><g—>\Ij1 Gng—>rG G
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y (Prg oW, 0iy)(X) = (Prg o 0,)(1, X) = Pra(vx(1,1), X) = ¥{(1) = exp(X).
Por lo tanto, exp es suave.

Para demostrar los demés, primero probemos la siguiente afirmacién:
Afirmacién: Sea G un grupo de Lie. Para cualquier X € Lie(G), v(s) = exp(sX)
es un subgrupo de un l-parametro de GG, generado por X.

En efecto, sea v : R — @G, el subgrupo de 1-parametro generado por X, o sea, es
la curva integral de X comenzando en 1. Para cualquier fijo s € R, reescalando por

A(t) = ~(st). Mostremos que 7 es curva integral de sX, comenzando en 1:

S0 = dinL)y

dt
= Lo
d
= Sm(fo”y)(é”t)
= 7 (st)f

= SX'y(st) f

Por lo tanto, exp(sX) = J(1) = v(s) es un subgrupo de 1-parametro.
b) Para s,t € R,

V(s +1) = 7(s)v(t) = exp(sX) exp(tX).

c¢) Usando a), para s = —1 y t = 1 tenemos
1 = exp(—X)exp(X).

d) Es inmediato.
Para probar e), sea X € g arbitrario y sea o : R — g, la curva o(t) = tX. Entonces

d0)=Xy

dexpy(X) = dexpy(c'(0))

= (exp OO')/(O)
exp(tX)

t1t=0
= X.
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f) Por la parte e), dexp, es un isomorfismo entonces por el teorema de la funcién
inversa existen vecindades U en 0 € gy exp(U) en 1 tal que exp|y : U —
exp(U), es un difeomorfismo.

g) Sea ® : G — H, un homomorfismo de grupos de Lie. Queremos mostrar que:
exp(P. (X)) = ®(exp(X)), para todo X € g.

Si o(t) = P(exp(tX)), es una curva en H entonces 0 = ® o p es compuesta de
homomorfismos de grupos de Lie, donde p: R — G, p(t) = exp(tX) y cuyo vector
velocidad satisface

0 = 4| exp(x)

= ©.a(Xy)

= (q)*X)l'

Asi, 0 : R — G, o(t) = ®(exp(tX)) es un subgrupo de 1-parametro de G, generado

por @, X. Por definiciéon de la exponencial, resulta que
exp(P,X) = o(1) = P(exp(X)).

Finalmente, para todo g € G, la traslacion a la izquierda L4, toma curvas integrales
de X para curvas integrales de X. Asi, la aplicaciéon p : R — G dada por p(t) =
Ly(exp(tX)), es una curva integral comenzando en g, es decir, wgg) (t) = p(t), luego

obtenemos
O(t) = gexp(tX) = Rowx)(9)-

]

Teorema 3.23. Cualquier subgrupo de Lie H, de un grupo de Lie G, es una sub-

variedad incrustada débil.
Demostracién. Ver, la pagina 506 en [7]. O
La aplicacién exponencial tiene la siguiente caracterizacion para subdlgebra de

Lie de un subgrupo de Lie.
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Proposicion 3.24. Sea G un grupo de Lie y sea H C G un subgrupo de Lie.
Identifique i,(Lie(H)) = Lie(H) como subdlgebra de Lie de Lie(G), entonces la
aplicacion exponencial H, es la restriccion de la aplicacion exponencial de G, al

Lie(H) y
Lie(H) = {X € Lie(G) : exp(tX) € H, para todot € R}. (3.7)

Demostraciéon. Sea v : R — H un subgrupo de 1-parametro. Entonces i o 7y :

R — G define subgrupo de 1-parametro en G. Para todo X € h C g,
expa(X) = i079(1) = expy(X) = expy = expg |
Establecemos la siguiente equivalencia para todo X € Lie(G):
exp(tX)e H, Vte R<= X; € T'H

(«<=) Supongamos que X; € T1H. Sea v : R — G, v(t) = exp(tX), el subgrupo
de l-pardmetro de G con 7/(0) = X; y considere un subgrupo de 1-pardmetro
4 :R — H, con 7(0) = X; € T1H. De la composicién de ¥ con i : H < G,
tenemos 7 0y : R — G, un subgrupo de un l-parametro en G, que satisface
(10%)'(0) =4'(0) =+/(0), y entonces por la unicidad de curvas integrales v =i o0 7.
Por consiguiente, exp(tX) € H, para todo t € R.

(=) Supongamos que exp(tX) € H, para todo t € R. Como H, es una subvariedad
incrustada débil en G (por el teorema [3.23), entonces la curva v : R — H, y(t) =
exp(tX) es una curva suave en H y 7/(0) = X; € T1 H. O

3.1.3. Acciones adjuntas y coadjuntas

Dada una accién suave a la izquierda de un grupo de Lie G' en una variedad
suave M (denotando por ¢ : G x M — M, 1¥(g,p) = g.p), con algebra de Lie g.
Para cada £ € g = Lie(G), se define un flujo global suave en M:

RxM — M
(t,p) — exp(t).p,

debido a que satisface exp(0€).p = p y exp((t + s)§).p = exp(t€) exp(s§).p.
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Definicién 3.25. Sea GG un grupo de Lie y M una variedad suave. Si¢) : G X M —

M, es una accién suave a la izquierda, se define el generador infinitesimal de 1), como

una aplicacién ¢ : g —» X(M), dada por z@(f) =¢M donde

) = | explie)p = v, 39

y @ : G — M, ¥P(g) = g.p es la aplicacién érbita.
La asignacién p € M — £M(p), define un campo vectorial €M en M.
Teorema 3.26. Sea p: R x M — M, p(t,p) = exp(t).p el flujo suave sobre una

variedad suave M. El generador infinitesimal de p, define €M un campo vectorial

suave en M y cada curva p® : R — M, es una curva integral de M.

Demostracién. Para mostrar que V = &M es suave, basta demostrar que V f es
suave para cualquier funcién f : U — R, suave definida en un abierto U C M.

Para todo f € C*(U) y para cualquier p € U:

d
Vo=, f=2 I t.p)).
pf =00 = | Fort ) =g Te(tp)
Como f(p(t,p)) es suave entonces = ( )f(p(t,p)) es suave. Asi, la suavidad de V f
0,p

depende del punto p, por lo tanto, V' suave.

A continuacién deseamos demostrar que p®(t) = exp(t£).p, es una curva integral
de V, es decir, p(p)/(t) =V, ), para todo p € M y para cualquier ¢ € R.

En efecto, sea ty € R arbitrario y sea ¢ = pP)(ty) = py,(p). Tenemos que verificar

p(p)/(tg) = V,. Para todo t € R, por la definicién grupo se tiene:

PO () = pi(pro(p)) = pP(t + to).

Por consiguiente, para cualquier funcion real suave f definida en una vecindad de

q, se obtiene

Vof = p90)f
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Figura 3.2: curva integral

O

Definicién 3.27. Sea GG un grupo de Lie con algebra de Lie g y para cada g € G,

sea Cy : G — G, h — ghg™! la accién conjugada. Entonces la aplicacién
Ad: G — GL(g), g — Ady = (Cy)a

es llamada la representacion adjunta de G.

Explicitamente, define la accion adjunta de G en g:

v Gxg — g
(975) L w(%f) = Adgg = (Rg_1 © Lg)*lé.'

Definicién 3.28. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. Sea Adj : g* — g7,
el dual de Ad, y es definida por:

(Adgn, §) = (n, Adg—:§),

paran € g* vy £ € g. Entonces la aplicacién

v GExgt — g
(g;m) = lg,m) = Ad;n,
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es la accion coadjunta de G sobre g*. La correspondiente representacion coadjunta

de G sobre g*, es denotado por

Ad* :G — GL(g%)
g +— Ad; = (Rg—l o Lg):l'

Ejemplo 3.17. Para SO(3) = {A € O(3) : Det(A) = 1}, la accion conjugada
es dada por C4(B) = ABA™'. Luego, diferenciando Cs en I se tiene Ada(0) =
(Ca)ur(0) = ADA™L. Sin embargo, para el dlgebra de Lie Lie(SO(3)) = 0o(3) =
{A: A+ AT = 0} con corchete [A, B] = AB — BA, existe una aplicacion lineal
7R3 — 50(3) dada por

0 —c b
v=(a,b,c)—0v=|¢ 0 —al,
—-b a 0

es un isomorfismo. Como R3, es un dlgebra de Lie con producto vectorial entonces

se verifica (v X w) = [0,w] y por lo tanto, s0(3) = R3. Usando d(w) = v x w, luego

(AdA@>(w) — ADAY(w)
= Ad(Aw)
= A(vx A7)

= Av X w.

Por lo tanto, Ado = Av. Identificando, 50(3) = R? obtenemos Adv = Av.
Definicién 3.29. Dada g un algebra de Lie. La aplicacién

ad g — gl(g)

X +— adx :g—9¢g

define una representacion adjunta de g.

Usando la aplicacion exponencial, demostraré que las representaciones Ad y

ad estan idénticamente relacionadas.
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Teorema 3.30. Sea G un grupo de Lie, con dlgebra de Lie g y sea Ad : G —>
GL(g) la representacion adjunta de un grupo de Lie G. Entonces la representacion

de dlgebra de Lie inducida Ad. : g — gl(g), es dada por
(Ad)*l = ad.

Demostracién. Sea X € g. Por definicién de la diferencial de Ad tenemos d(Ad); :
g = TG — Ti(GL(g)). Asi, para X € g = T1(G) se tiene Ad,1 X € Ti(GL(g)) =
gl(g), es decir, Ad,1 X € gl(g). Como ¢t — exp(tX) es una curva integral en G
pasando por 1, con vector velocidad X7 en ¢ = 0. Entonces calculando la accién de

Ad,; X sobre un elemento Y € g,

d

(Ad, X)(Y) = (% tZOAdeXp(tX)>(Y) (3.9)
d

= %t:OAdexp(tX)Y (310)

Como un elemento de g, se observa que Adey,:x)Y, s un campo vectorial invariante
a la izquierda en G'y asi, Adexpix)Y estd determinado en la identidad 1.
Usando el hecho que

Ady = (Cy)aa = (Rg1 0 Lg)*v

y su valor en 1 € GG es dada por

(Adexp(tX)Y> 1 = (dRexp(—tX) o dLexp(tX) (Y)) 1= dRexp(—tX) (}/exp(tX) ) . (3 1 1)

Por la proposicién [3.22} el flujo de X es dada por ¥4(g) = Rexp(tx)(g). Por consi-
guiente, la ecuacion ([3.11]) implica

(Adexp(tX)Y>1 = d(Rexp(—tX))(Y:axp(tX)>

= (¢—t) " (1)(th<1>)-

Tomando la derivada con respecto a t en t = 0, obtenemos

d
(ad.xr)) = =
d

dt li=o (w_t) *T/Jt(l)(th(l))

- (‘CXY)l

(Adexp(tX) Y) 1

= [X,Y];.

78

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO [ Nacional del
Altiplano

Como (Ad*X )Y es determinada en la identidad 1, esto completa la demostracién.

O
Corolario 3.31. Para é € g e g € G tenemos:
Adesye) = explad)
Demostracién. Se obtiene del teorema [3.301 O

Proposicién 3.32. Sea 1) una accion(izquierda) suave de un grupo de Lie G en M.

a) Para cualquier g € G y & € g se liene
(V) oy 1, (€ (97 0)) = (Ad©)Y (p), p € M.

b) La aplicacion o : g — X(M), dada por € — €M es un anti-homomorfismo

de dlgebras de Lie.

Demostracién. a)

d
M pu— —_—
(Ady§)™" (p) = i exp(tAd,€).p
- % gexp(t€)g™"p, por proposicion 322 (g)
t=
Tdt tzowg(exp(tﬁ).(g p))

= (¥),,-1," (g7 p)).
b) Usando el resultado anterior, para g = exp(tn) obtenemos
M
(

(wexp(t"?))*exp(ftn).p (6" (exp(—tn).p)) = (Adexp(en)€) "~ (p).

Entonces
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" M) = (L))
_ i Yoo (€7 (1)) — €Y (p)

t—s0 t

% tzod(weXp(t")) * exp(—tn).p (gM (exp(—tn) p))
% =0 (Adexp(tn)f ) M(
- (adn‘5 ) M(P)

=[5 (p)

= (. (D)

, pi(p) = exp(—tn).p

p)

Proposicion 3.33. El espacio tangente a G.p, en p es definida por

T,(G.p) ={M(p) : € € g},

donde G.p, tiene estructura de variedad suave y F' : G/G, — G.p un difeomorfis-

mo.

Demostracién. Observe el diagrama

G

e

G/Gy,——=Gp
entonces dFg, (TG,,(G/Gp)) = T,(G.p). Luego,

T,(Gp) = {dFe,(V):V € Tg,(G/G, )}
= {dFg,(ma(8)) - € € o}
= {(v") ©:¢eq
= {%‘t:[) exp(t&).p: & € g}, por definicién.
= {"(p ¢l
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3.1.4. Teorema de subgrupo cerrado

En esta subseccion, usando la aplicacion exponencial se prueba el siguiente
resultado: si un subgrupo de un grupo de Lie, es topologicamente un conjunto cerrado
entonces, es un subgrupo de Lie.

Antes se tiene un simple resultado:

Proposicién 3.34. Sea G un grupo de Lie y sea g, su dlgebra de Lie. Para cualquier

X,Y € g, existe una aplicacion suave Z : (—e,e) — @, para algin € > 0 tal que
exp(tX) exp(tY) = exp(t(X +Y) +t?Z(t)), para todot € (—¢,¢). (3.12)

Demostraciéon. Como la aplicacién exponencial es un difeomorfismo en alguna
vecindad del origen en g, entonces existe algin ¢ > 0 tal que la aplicacién ¢ :

(—e,e) — g, definida por

o(t) = exp? (exp(tX) exp(tY)),

es suave. Es obvio que ¢(0) = 0y exp(tX) exp(tY) = exp(p(t)).

Observe que ¢, es la composicion:

ex Xe m exp !
REAEGx G2 -G2 oy

donde, ex(t) = exp(tX) y ey(t) = exp(tY). El resultado, m,1,1)(X,Y) = X +Y,
para X,Y € T1G, implica que

P'(0) = d(exp )1 (el (0) + eh(0))
= (d(exp)o) " (€' (0) + €4,(0))
= X4V

Por tanto, por el teorema de Taylor se tiene
e(t) =t(X +Y)+t*(Z(t)),

para alguna aplicacion suave Z.
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Corolario 3.35. Sea G un grupo de Lie y sea g, su dlgebra de Lie. Para cualquier

X,Y ey,

lim <exp (%X) exp (%Y))n = exp (H(X +Y)). (3.13)

n——aoo

Demostracion. La proposicion [3.34] implica que para cualquier ¢t € R y para todo
n € Z suficientemente grande,
t t t 2t
exp(—X)exp(—Y)=exp(—(X+Y)+ —=2(—
xp (LX) exp (JY) =exp (C(X+Y) + 52(0))
y entonces por la proposicién c),

(exp(%X)exp(%Y))n = (exp(%(X+Y)+:L_zZ<%>)>n

= exp(H(X+Y)+ 22(%)).

Fijando t y tomando el limite ambos lados cuando n — oo, obtenemos

lim (exp (%X) exp (%Y))n = exp (H(X +Y)).

n—aoo

O

Teorema 3.36 (Teorema de subgrupo cerrado). Supongamos que G, es un
grupo de Lie y H C G es subconjunto cerrado con estructura de subgrupo en G.

Entonces H, es un subgrupo de Lie incrustado.

Demostracién. Usando la proposicién es suficiente demostrar que H, es una
subvariedad incrustada de G.

Sea g = Lie(G) y defina un subconjunto b C g por:
h={X eg:exp(tX) € H, Vt € R}.

Necesitamos, demostrar fj, es un subespacio vectorial de g:
si X €bhyteR, entonces tX € b (por definicién).
Suponga que X,Y € hh y sea t € R, arbitrario. Entonces exp ( X), exp( Y) € H,

t t
n n
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para cualquier n € Ny como H, es un subgrupo cerrado en G y el corolario [3.35]
implica que

lim (exp (%X) exp (%Y))n =exp(t(X +Y)) € H.

n—aoQ

Asi, X +Y € b, en consecuencia b, es un subespacio vectorial de g.

Afirmacion: existe una vecindad U en 0 € g, tales que exp| es un difeomorfismo
U

y
exp(UYNH = exp(UNh). (3.14)

Si U C g, es cualquier vecindad en la cual exp es difeomorfismo, entonces exp(U N
b) C (expU) N H (por definicién de b).

Luego, verifico la existencia de U, con la propiedad exp(U) N H C exp(U N h):
supongamos lo contrario, exp(U)NH ¢ exp(U NBh), para toda vecindad U en 0 € g.
Escoja un subespacio vectorial b C g, que es el complemento a h, o sea, g =bh @ b.
Defina la aplicacién @ : hob — G, por ®(X,Y) = exp(X) exp(Y), y cuya derivada,

d
(I)*(()?O)(U, V) = % t:O(I)(tU, tV)

= U+V.

Entonces, @, (o,0) es un isomorfismo. Por el teorema de la funcién inversa, existe una

vecindad Uy en (0,0) € h @ b tal que, ®|_ : Uy — ®(Uy) es un difeomorfismo. Por

Uo
otro lado, existe una vecindad Uy en 0 € g tal que exp - Uy — exp(Up), es un
difeomorfismo. '

Sea {U;} una base numerable en 0 € g, con U; C Uy, para cada i. Si escogemos
Vi = exp(U;) y U, = d~1(V}), con U, C Uy, para cada i entonces {Vi} y {Ul} son
bases vecindades para G en 1y para h @ b en (0, 0), respectivamente. La suposicién

implica que, para todo i, existe h; € exp(U;) N H tal que, h; & exp(U; N ). Esto
significa, que h; = exp Z; para algin Z; € U;. Como exp(U;) = ®(U;), entonces

hi = exp(X;)exp(Y;) para algin (X;,Y;) € U;. (3.15)
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Tenemos dos casos:

Caso 1:s1Y; = 0, entonces h; = exp(Z;) = exp(X;) € exp(h). Pero, exp es inyectiva
en Uy, esto implica que X; = Z; € U;Nh, o sea, h; = exp(X;) € exp(U; Nh) (lo cual
contradice a h; & exp(U; N'h)).

Caso 2:s1 Y; # 0, y como {U;} es una base vecindad en (0,0), entonces Y; — 0,
cuando i —» oo. Observe que, exp(X;) € H (por definiciéon de bh), implica que
exp(Y;) = (exp(Xi))_l.hi €H.

Considere un producto interno en b y sea |-|, denota la norma asociado a ese producto
interno. Si ¢; = |Y;|, entonces ¢; — 0, cuando ¢ — oo. La secuencia (cl-_lY;),
satisface |c;'Y;| = 1, entonces c¢;'Y; pertenece a la esfera unitaria en b. Como la
esfera es compacta, existe un subsecuencia (ci_ 1Y;), tal que c; Y, — Y € b, con
|Y| = 1. En particular, Y # 0.

Demostremos que:
exp(tY) € H, paratodo te€R. (3.16)

t
De hecho, sea t € R arbitrario y para cada i, sea n; = [—W, entero grande tal
C;

t
que n; < —. Entonces,
i

t

Ci
lo cual implica, |n;c; —t| < ¢; — 0. Asi, nY; = (ngc;)(c;'Y;) — tY, y por con-
tinuidad exp(n;Y;) — exp(tY). Pero, exp(n;Y;) = (exp(¥;))" € H y como H es

cerrado, resulta que exp(tY') € H. Por lo tanto, exp(tY) € H, para todo t € R.

ComoY #0,yY € hnb = {0}, entonces Y = 0. Esto muestra para el caso
2, que la suposicion es no verdad.
Asi, existe una vecindad U en 0 € g tal que exp(U) N H C exp(U Nh). Por lo tanto,
queda justificada la igualdad .
Escoge, la base {Vi, ..., Vi, Wii1, ..., Wi} en g, con {V4, .., ., Vi } base en b entonces el
isomorfismo lineal E : g — R™, B(3.F, a Vi) UVWG) = (at, o, a bR 0™

cumple F(h) C R¥. La composicién ¢ = Eoexp ' : exp(U) — R™, es una carta
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kexp(l7)

Figura 3.3: carta slice en H.

suave para Gy ¢(exp(U)NH) = E(UNY) = {(a,b) : bF™ = .. =™ = 0}, es el
k-“slice”. Ademds, si h € H es arbitrario entonces, L; : G — G define un difeo-
morfismo LkLXpw) cexp(U) — kexp(U). Como H es un subgrupo y Ly(H) = H,
entonces,

Li(exp(U) N H) = Ly (exp(U)) N H.
-1

: kexp(U) — R™, es una carta “sli-
exp(U)

ce” (satisface la condicién local de k-“slice”) para H:

Ahora, verifiquemos que @ o Ly

-1

(kexp(U)NH) = ¢(exp(U)N H) = E(UNH).

exp(U)

po Ly

Asi, H es una subvariedad incrustada de GG y conclusién, H es un subgrupo de Lie.

]
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3.1.5. Teorema de la variedad cociente

Se considera una accién a la izquierda de un grupo G, en una variedad topdlo-
gica M. Defina una relacion de equivalencia en M por: p ~ g si, existe g € G tal que
g.p = q. Esta relacién define clases de equivalencia que son exactamente las orbitas
de G en M. El conjunto de 6rbitas es denotado por M /G y con topologia cociente

es llamada el espacio de orbitas de la accion.

Proposicién 3.37. Sea M una variedad topolégica y sea G un grupo de Lie que

actia continuamente sobre M. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
a) La accidn es propia.
b) Si (p;) es una secuencia en M y (g;) una secuencia en G tales que (p;) y (gi-pi)

convergen, entonces existe una subsecuencia de (g;) convergente.

¢) Para cualquier subconjunto compacto K C M, el conjunto
Gr={9€G:(9.K)NK # 0},
es compacto.

Demostracién. Sea ¥ : G x M — M x M, la aplicacién dada por ¥(g,p) =
(g.p,p); asi, la accién 9 es propia si, solamente si, ¥ es propia.

Pruebo de la siguiente manera:
a) = b) = c¢) = a).

a) = b). Supongamos que ¥ es propia y sean (p;), (¢;) secuencias satisfaciendo
la hipétesis b). Sean U y V vecindades precompactas de los puntos p = h}n Di y
qg = lign gi-pi, respectivamente. La suposicién significa que los puntos ¥(g;, p;) =
(gi.pi, pi) € V x U, de modo que i es suficientemente grande y (g;, p;) € V"1 (V x U).
Por lo tanto, la subsecuencia de (g;,p;) converge en G x M. En particular, existe
una subsecuencia de (g;) en G que converge.

b) = ¢). Supongamos que se cumple b) y sea K un subconjunto compacto de M.

Para mostrar que G es compacto, suponga (g;) una secuencia arbitraria de puntos
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de G. Esto significa que para cada i, existe p; € (g;.K) N K, o sea, (p;) v (g; '.pi)
son secuencias en K. Por compacidad, existen subsecuencias (p;,) y (g;,"-ps,) conver-
gentes a p y q respectivamente, luego (g;, ') tiene una subsecuencia convergente en G,
lo que implica que (g;,) tiene una subsecuencia convergente. Como cada secuencia
arbitraria de G, tiene una subsecuencia convergente, entonces G'i es compacto.

¢) = a). Finalmente, supongamos que es valido ¢). Considere L C M x M, com-
pacto y sea K = m;(L) Umy(L) C M, donde m y my proyecciones de M x M sobre

M, definida sobre la primer y el segundo factor respectivamente. Entonces
UYL CcU K x K)={(9,p) :gp€ K,pe K} C Gk x K.

Como ¥~1(L) es cerrado por continuidad, y ademds es un subconjunto cerrado del
conjunto compacto G X K, entonces W~(L) es compacto. Esto muestra que la

accién es propia. O

Lema 3.38. Para cualquier accion continua de un grupo de Lie G sobre una variedad

topolégica M la aplicacion cociente m: M — M /G, es una aplicacion abierta.
Demostracién. Sea U un conjunto abierto de M. Entonces considere 7! (7 (U)),

7=z (U) = {peM:x(p) €nU)}
= {pe M :Gp=G.q, para alginq € U}
= {p€ M :p=g.q, para algiin ¢ € U y para algin g € G}

= {pe M :peg.U, para algin g € G}

= Ug.U

geG
Por otro lado, para cada g € G, la accién 9, : M — M es un homeomorfismo
implica que gU es abierto y por tanto, 7 !(w(U)) es abierto. Concluimos que 7 (U)

es abierto en M/G. O

Ejemplo 3.18. Sea G =R, el grupo que actia sobre M =R por:

v i GxM — M

(t,s) > (s) =els.
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Entonces RT, R~ y {0} son drbitas de M/R. Claramente, M /R no es Hausdorff.
Ejemplo 3.19. Sea G = C — {0}, el grupo que actia sobre C"™ por

v GxM — M
(t,z) = W(t,z) = (tz1,....,t.2).
Las orbitas son las lineas complejas perforadas en el origen, y una orbita inestable

en 0, {0}. El espacio de drbita es
M/G = CP" ' u{0}.

La topologia cociente restricta a la topologia usual sobre CP"™'. Solamente el con-
Junto abierto que contiene {0} en la topologia cociente es el espacio total M/G.
Nuevamente, la topologia cociente en M /G no es Hausdorff. Quitando el origen de

C", se obtiene M /G, Hausdorff.

Teorema 3.39 (Teorema de variedad cociente). Suponga que G es un grupo
de Lie que actia suavemente, libremente y propiamente sobre una variedad suave
M. Entonces el espacio de orbitas M /G es una variedad topoldgica de dimension
1gual dimM — dimG, y tiene una unica estructura suave con la propiedad de que la

aplicacion cociente m: M — M/G, es una submersion suave.

Demostracion. Supongo sin perdida de generalidad que G, actia por la izquierda
en M y escribiendo dimG =k, dimM =m yn=m—k.Seavy: G x M — M, la
accibon y W : G x M — M x M, la aplicacién propia dada por, ¥(g,p) = (g.p, p).

Primero muestro la unicidad de la estructura suave:

Supongo que M /G, tiene dos estructuras suaves diferentes tal que 7 : M — M /G,
es una submersién suave. Sean (M/G), y (M/G)y dos estructuras que denotan a

(M/G), con la primera y con la segunda estructura suave respectivamente. Por la

proposicién la aplicacion identidad de (M/G); para (M/G)a, es suave:

| S

(M/G)lT(M/G)z

88

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO &1[L5T Nacional del
Altiplano

El mismo argumento muestra que Id : (M/G)y — (M/G), es suave. Por lo tanto,

las dos estructuras suaves son idénticas, esto justifica la unicidad.
(A1) M/G es una variedad topoldgica.
(a) M/G es Hausdorff: defina la relacién 6rbita O en M x M por:
O=V(GxM)={(gp,p):9g€G, pe M}

Es llamada relacién 6rbita porque, (¢, p) € O, si solamente si, p y g estan en la
misma 6rbita. Como G x M es cerrado y ¥ es propia, entonces O = W(G x M)
es cerrado (por el teorema [3.9)).

Si(p) y m(q) son dos puntos arbitrarios de M /G tal que 7(p) # 7(q), entonces
py q estan en érbitas diferentes, asi (¢,p) ¢ O. Como O° es un conjunto
abierto, entonces existe una vecindad abierta producto U x V de (q,p), y
luego w(U) y w(V) son abiertos disjuntos en M /G, conteniendo 7(q) y 7(p)

respectivamente. Por consiguiente, M /G es Hausdorft.

(b) M/G, satisface la segunda numerabilidad: sea U C M /G, un conjunto abierto
arbitrario. Por la definicién de la aplicacién cociente, se tiene 71 (U) es abierto

en M entonces existe una base numerable de abiertos {U;}; en M tal que

7 Y(U) = U, Ui. Entonces U = |J, 7(U;).

(c) M/G, es localmente Euclidiano.

Mostremos que las orbitas definidas por G, son subvariedades incrustadas en
M, y difeomorfas a G:

En efecto, para cualquier p € M, defina la aplicacién 6rbita ® : G — M
por

P (g) = g.p,

esto es una aplicacién suave cuya imagen es exactamente la orbita G.p, de p.

(c1) ¥® es inyectiva: sean g, ¢’ € G tal que ) (g) = 1) (g'), entonces ¢""'g.p = p,

y por la hipétesis del teorema se tiene g = ¢'.
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(c2) ¥® tiene rango constante:

De hecho, se observa que, para todo g,g’ € Gy cualesquiera p € M se tiene
WP(g'g) = g'¥"(g).

Asi, 9P es equivariante con respecto a la acciéon de grupo G, sobre si mismo y

la accién de G en M, como G actia transitivamente sobre si mismo entonces

por el teorema de rango equivariante 1) tiene rango constante.

De los resultados (cl), (c2) y por el teorema implica que ¥® es una

inmersion suave.

(c3) ¥® es una aplicacién propia:
Sea K C M un subconjunto compacto arbitrario. Por continuidad, la preima-
gen (Y®)71(K) es cerrada en Gy como (¢P)"1(K) C Ggugpy = {g € G :
g(K U {p}) N (K U{p}) # 0}, con Gy compacto, resulta que (@)1 (K)
es compacto.
De (cl), (¢2), (c3), y por el teorema se obtiene que ¥®, es una aplicacién
incrustada suave. Es decir, la aplicacién ¥® : G — G.p es un homeomorfismo

y nuevamente por teorema , @) G — G.p es un difeomorfismo.

(c4) Demostraré que para cualquier p € M, existe una carta coordenada adaptada
centrada en p:
se sabe que G.p es una subvariedad incrustada de M, entonces existe una carta

coordenada (W, ¢g) en M centrada en p tal que G.pNW es un k-“slice “en W.

Escribo las funciones coordenadas de ¢y como, (ul,...,u* !, ...;9"), de modo
que G.op N W es un “slice "de la forma {(u,v) : v' = ... = v" = 0}. Sea S
la subvariedad de W definida por {(u,v) : u' = ... = u* = 0} (esta “slice”es

perpendicular a la 6rbita en esta coordenada). Asi, T, M se descompone como
suma directa:

T,M =T,(G.p) & T,S,
donde T,,(G.p), es generado por {%, s %} y 1,5 es generado por {%, s a%}.

Sea |gxs : G X S — M, denota la restriccién de la aplicacién ¢ a G x S C
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G x M. Usando el teorema de la funcién inversa, demostraré que ¥|gxs, €s
un difeomorfismo en una vecindad de (1,p) € G x S. Sea i, : G — G x S,
la aplicacién incrustada suave dada por i,(g) = (g,p). La aplicacién orbita

PP G — M, es igual a la composicion:
ip Vigus
G—GxS——M.

(Observe la figura, . Como 9™ es una aplicacién incrustada suave cuyo

Figura 3.4: Construccién de una carta adaptada.

imagen es la 6rbita G.p, de ello se deduce 1" (11G) =T,(G.p) C T,M,y asi, la
imagen de (¥|gxs)« : Ta,p)(G x S) — T, M, contiene T,(G.p). Similarmente,
si j1: S — G x S es una aplicacién incrustada suave definida j;(q) = (1, q),

entonces la inclusién ¢ : S — M, es igual a la composicion:

S I G x g s, ar

Por consiguiente, la imagen de (¢|gxg). también incluye 7,5 C T,M. Como
T,(G.p) y T,S generan a T, M resulta que (¢|gxs)« €s sobreyectiva y por ra-

zones de dimension, (1|gxs)« es un isomorfismo. Por el teorema de la funciéon
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inversa existe una vecindad X x Y en (1,p) € G x S y una vecindad U
en p € M tal que ¥|xxy : X XY — U, es un difeomorfismo.
Reduciendo X y Y (si es necesario), podemos asumir que X y Y son conjuntos
precompactos que son difeomorfos a las bolas Euclidianas en R*¥ y R™, respec-
tivamente.
Mostraré que Y C S (lo suficientemente pequeno), intercepta a cada dérbita
G.p en lo maximo en un solo punto.
En efecto, supongo lo contrario. Entonces si {Y;} es una base vecindad en p
(una sucesién de bolas coordenadas cuyos didmetros decrecen para 0), para
cada i, existen p;,p, € Y; con p; # p. tal que estan en la misma drbita, es
decir, g;.p; = p}, para algin g; € G. Como {Y;} es una base vecindad entonces
las secuencias {p;} y {p; = ¢;.pi}, convergen para p. Por la proposicién se
pode pasar a una subsecuencia y supongo que g;, — g € G. Por continuidad,
tenemos

gp = lim gi,.pi, = lim p, = p.
Como G actia libremente esto implica ¢ = 1. Cuando k es suficientemente

grande, tenemos g;, € X. Pero, | xxy es inyectiva, o sea,
U(Gir pir) = Py, = (L, 16,)

implica que p;, = pj, . Lo cual contradice a la suposicién.
Escojo difeomorfismos o : B* — X y 3 : B® — Y (donde B* y B", son bolas

abiertas unitarias respectivamente), y defina ~ : B¥ x B" — U, por

Y@, y) = Ya@(BH)). (3.17)

Como 7, es igual a la composicion de difeomorfismos:

axf Ylxxy

BF x B" X xY

U,

entonces 7, es un difeomorfismo. Por lo tanto, la aplicacién ¢ = v, es una

aplicacion coordenada suave (carta suave) en U.
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Demostraré que (U, ), es una carta adaptada para la accién de G: por cons-
truccion o(U) = B*xB" C R¥xR" y se observa que ¢~ ({(z,y) € o(UNG.py) :
y=c}) = vo(axB(ny) € plUNGp):y=c}=b(X x {B(0)}) C
G.5(c) = G.py. Es decir,

GponNU = Ui "({(z,y) : o(UNG.po) iy =c'}). (3.18)

Sin embargo, como la érbita arbitraria GG.py intercepta a Y, en un solo punto
eso implica que para todo i, ¢! = c. Entonces G.poNU, es un “slice”de la forma
{(z,y) : y = c}. Esto completa la prueba que (U, ¢), es una carta adaptada.
Para finalizar la prueba que M /G, es localmente Euclidiana, considere un pun-
to arbitrario ¢ = 7(p) en M /G, y sea (U, ), una carta coordenada adaptada
para M centrada en p, con p(U) = U; x Uy C R* x R™. Sea V = 7(U),
un abierto en M /G (porque 7 es aplicacion abierta). Denotando las funciones
coordenadas de ¢, como (2!, ..., 2% y', ..., y") yseaY C U, lan—“slice” {(z,y) :
rt = ... = 2 = 0}. Note que 7 - Y — V, es biyectiva: sean pi,ps € Y tal
que 7(p1) = w(p2), entonces existe g € G tal que p; = g.pe. Por la definicién
de la carta adaptada, ¢(p1), ¢(p2) € o(UNG.p1) = {(z,y) : y = ¢}, pero

@(p1), p(p2) € p(Y) = {(z,y) : = 0} de eso obtenemos ¢(p1) = ¢(p2), lo

cual implica que p; = po. Por otro lado, dada v € V. Entonces existe p € U
tal que 7(p) = v, y como cada érbita G.p intercepta a Y en un solo punto, es
decir, existe ¢ € Y tal que ¢ = g.p. Asi, existe ¢ € Y tal que 7(q) = v. Por lo
tanto, W’Y es biyectiva.

Por otra parte, si W es un subconjunto abierto de Y (n-“slice” {(z,y) € U :
z = 0}) entonces

ﬂ(@‘l({(x,y) € pU):(0,y) € <p(I7V)})) = le(W), es abierto en M /Gy

por lo tanto, 7T‘ es un homeomorfismo.
Y

Sea o = (71" )71V — Y C U, una seccién local de 7. Defino una aplicacién
Y
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Figura 3.5: Una carta coordenada para M/G.

nN=my0poo:
: |% — U
! 2 (3.19)
[(z,y)] —
donde 7y : Uy x Uy —> U C R”, es la proyeccién en el segundo factor y
identificando (z,y) = p. Como o : V — Y C U,y moyp : Y — U, son

homeomorfismos entonces 7, es un homeomorfismo. Esto completa la prueba

que M /G, es una variedad topoldgica n-dimensional.

(A2) Finalmente, demuestro que M /G tiene una estructura suave con la propiedad
de que 7, sea una submersién. Defino el atlas {(V,, 7. )}, constituido por todas
las cartas de tipo (V,,7,), como fue dada en . Muestro que para dos
cartas cualesquiera para M /G, son compatibles.

Sean (U, ¢o) v (Ugs, pp) cartas adaptadas para M y sean (V,,1a) y (Va,15),
las cartas coordenadas correspondientes para M/G.

Primero, considere el caso en que las dos cartas adaptadas estan centrada en
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el mismo punto p € M. Escribo las coordenadas adaptadas como, ¢, = (z,y)
y pp = (Z,9).

La aplicacién de transicion pgop,! : 9o (UsNUs) — p5(UaNUp), es de forma
(poows')(z,y) = (A(z,y), B(z,y)) = (&,9), donde A : 9o (U NUs) — R"y
B : ¢, (U, NUg) — R™, son aplicaciones suaves. Para z1, x5 arbitrarios tales
que (21,), (2,4) € @a(Ua N Us), entonces ¢3'(z1,5), o5 (¢2,y) estén en la
misma Orbita (por carta adaptada). Lo cual implica, B(x1,y) = B(xs,y), en
consecuencia B(z,y) = By(y).

La aplicacién de transicién ngon,* : 7,(VaNVs) — n5(V,NV3), es dada por:

(gon, )y) = (msowgoas)o (o, 0w, omy)(y)
= Bo(y):?j,

lo cual es claramente suave.

Para el caso general, supongo que (U,, ¢a) v (Us, ¢s) son cartas adaptadas
para M y p € U,, p € U son puntos tales que 7(p) = n(p) = ¢. Modi-
ficando ambas cartas, podemos suponer que ellos estan centrados en p y p
respectivamente. Como p y p estan en la misma orbita entonces, existe g € G
tal que g.p = p. Como 1, : 1, (Us) — Ups es un difeomorfismo, entonces
wi = wp oty : Y (Us) — wp(Us),, es otra carta adaptada centrada en p.
Por otra parte, o = ¢;1 o 0g, es la seccién local correspondiente a ¢, y por

lo tanto,

1 = Ty O Qi3 003 = Ty O Pg 0 Ty = T)3.
De esta manera, se reduce al primer caso y por consiguiente, 7z o n.' es suave.
Finalmente, pruebo que 7 : M — M /G es una submersiéon. Sean p € M y

q = 7(p) € M/G. Entonces existen cartas suaves (U, ¢) en py (V,n) en g tal

que, la representacion coordenada,

Try) =y
es submersién suave. Entonces 7, es una submersién suave.
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Aplicaciones del teorema:

Ejemplo 3.20. Sea G = R? el grupo de Lie, actia en M = R? por traslacion:

v GxM — M

(g,l’) — iﬁ(gaf): g+

Entonces, para todo v € M = R? la drbita es R® .z = {g+x : g € R*} = R% Se
observa que la accion es transitiva, propia y libre, usando el teorema M/R? es

una variedad suave.
Ejemplo 3.21. Se considera M = R"™ y una accion del grupo Z™ en M, por:
(kpy oo k) (2t 2™) = (28 + Ky, 2™ + k).

Esta accidn es propia y libre, y por lo tanto, R"/Z" = T™ es una variedad suave de

dimension n.
Ejemplo 3.22. El grupo G =R — {0}, actia en M = R"** — {0} por:
t(xt, . 2" = (tat, Lt .

Esta accidén es propia y libre, y por consiguiente, R"™ — {0} /R — {0} = RP" es una

variedad suave de dimension n.
Ejemplo 3.23. Sea G = C — {0}, que actia en M = C"™ — {0} por:

b GxM — M
(t,z) +—— W(t,z) = (t.z1,...,t.2).

La accion es libre y propia, entonces por el teorema|3.39, el espacio de orbitas
CP"' =C" - {0}/C — {0} = §*/S",

es una variedad suave.
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Ejemplo 3.24. Sean G = SO(3) y M = R3(= 50%(3)). Se considera la accidn

Y SO3)xR® — R?
(A, x) — Y(Ax) = Ax.

Entonces G.x = {y € R3 : ||y|]| = ||z||} es una esfera de radio ||z||. Por lo tanto,
M/S0(3) 2 R{.
El congunto Ry = {r e R:r > 0}, no es una variedad (pues incluye el extremo 0).

Consecuentemente, la accion de SO(3) sobre R no es libre.

Ejemplo 3.25. Sea G un grupo de Lie abeliano. Entonces Ad, = Id,, Ad;,1 = Idg
y las orbitas adjuntas y coadjuntas de & € g yn € g*, son conjuntos de un solo punto
{&} v {n} respectivamente. Por consiguiente, g/G = g y ¢*/G = g* son variedades

suaves.

3.2. Geometria Simplética

Inicio con geometria simplética en espacios vectoriales en seguida, varieda-
des simpléticas y acciones Hamiltonianas. Finalmente, analizo algunos ejemplos del

aplicacion del momento en T*M, C" y otros.

3.2.1. Espacio vectorial simplético

Definicién 3.40. Sea una aplicacion(forma) bilineal, w : V- x V. — R.
» w es antisimétrica si, w(v,w) = —w(w,v), para todo v,w € V.
= w es no-degenerado si, para cualquier v € V|

w(v,w) = 0, para todo w € V, implica que v = 0.
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Teorema 3.41. Siw es cualquier forma bilineal antisimétrica sobre espacio vectorial

V', entonces existe una base {uy, ..., Uk, €1, ..., €n, f1, ..., fu} en V tales que

w(u;,v) = 0,Vi,Yv eV, (3.20)
w(eiaej) =0 :w<f17f])7 \V/ia.ja (321)
LU(@Z', fj) = 6ij7 VZ,j (322)

Demostracién. Sea U = {u € V : w(u,v) = 0,YVv € V}. Escojo una base
{uy,..,ux} en U y considere el espacio complemento de U en V(denotando por W),

entonces:

V=UacW

Tome e; € W, con e; # 0. Entonces, existe f; € W tal que w(eyq, f1) # 0. Normali-
zando, tenemos w(ey, f1) = 1.

Sean

Wi = span{es, fi},
Wy = {weW:w(w,v)=0,YVve W}

Afirmacién: W, N Wy = {0}.
De hecho, supongo que v = ae; +bf; € Wi, N W, Luego,
0 = w(v,e;) =—b,
0 = w(,fi) =a.
Entonces v = 0.

Afirmacién: W =W, @ Wy.

En efecto, supongo que v € V' y tiene w(v,e;) = ¢ y w(v, f1) = d. Entonces
v=(dey —cfi)+ (v+cfi —dey) € Wy & WY,

pues, de; —cfi € Wy y v+ cfy —de; € WP
Luego, V.= U ® Wy @ WY con w(ey, fi) = 1. Como W} es un espacio vec-

torial de dimension 2n — 2 entonces por hipétesis de induccion, existe una base
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{e2,....en, fo,..., fu} en V tales que w(u;,v) =0, Vi, Yo € V, w(e;, e;) = w(fi, fj) =

0, 2<1i,5 <n,w(e;, fj) =0dij, 2<4,5 <n. =

Definicién 3.42. Un espacio vectorial simplética es un par (V,w), que consiste de
un espacio vectorial real, V' de dimensién finita y una forma bilineal w : V' xV — R,

antisimétrica y no-degenerada.

Para todo espacio vectorial simplético (V,w). Por el teorema [3.41] se tiene
U = {0} y dimV = 2n. En conclusién todo espacio vectorial simplético es de

dimensién par.
Ejemplo 3.26. Sea R?", espacio vectorial con forma bilineal:
wWo(U, V) = —Upy1U] — Upiols — ... — UpUp + U Vps1 + ... + UpVop,

U= (Ug, ..., Usn) YV = (Vy,...,02,) en R*. El par (R* wy), es un espacio vectorial

simplética.

Definicién 3.43. Un simplectomorfismo lineal de espacios vectoriales simpléticos
(V,w) y (f/,(b), es un isomorfismo lineal ¢ : V — V, tal que ¢*@ = w.
De forma explicita, la definicién ¢*@ es dada por:

p*o(u,v) = o(p(u), p(v)), para todo u,v € V.

Definicién 3.44. El complemento simplético de un subespacio vectorial W en

(V,w), es definida como el subespacio,
We ={veV:wlhw)=0,VYwe W}

El complemento simplético no es necesariamente es trasversal a WW. Un subespacio

vectorial W es llamado,
= isotrépico si W C W¥;
= coisotrépico si W« C W;
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» simplética si W N W« = {0};
» Lagrangiana si W = W<,

Note que, W es isotrdpico si, solamente si, w|y = 0y W es simplética es equivalente

a, w|y es no-degenerado.

Lema 3.45. Sea W un subespacio vectorial de (V,w). Entonces
dimW + dimW?® = dimV, W** =W.

Demostracién. Defino una aplicacién, w : V. — V* dada por &(u) = w(u,.).
Como w es no degenerada, implica que @, es un isomorfismo. Usando la identificacion
W =~ W mediante v — w(v,.). Pero, por dlgebra lineal para un subespacio

vectorial arbitrario WW del espacio vectorial V', se tiene
dimW + dimW+ = dimV/

lo cual demuestra el lema.
Por otro lado, sea w € W. Para todo v € W, se tiene w(v, w) = 0. Por consiguiente,
w e W, Asi, W C W,
Se sabe que dimW® 4+ dimW** = dimV, de modo que, dimW*“* = dimW . Por lo
tanto, W« = W.

[

Corolario 3.46. Sea W un subespacio vectorial de (V,w). Tenemos las siguientes
equivalencias:

a) W es simplética, si solamente si, W es simplética;

b) W es Lagrangiana, si solo si, dimV = %dimW;

c) W es isotrdpico, si solamente si, W¥ es coisotrdpico.

Demostracion. Inmediatamente se sigue del lema anterior.
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El siguiente resultado, afirma que todos los espacios vectoriales simpléticos de

la misma dimensién son simplectomorfismos lineal.

Teorema 3.47. Sea (V,w) un espacio vectorial simplética de dimension 2n. Enton-

ces existe una base {ey, ..., en, f1,..., fn}, tales que
w(eiaej) = w(fi?fj) = 07 w(eiafj) = 51]

Tal base es llamada una base simplética. Ademds, existe un isomorfismo F : R*" —

V', de espacios vectoriales tal que F*w = wy.

Demostracion. Pruebo por induccion sobre n. Como w es no-degenerado, entonces

existe vectores ey, f; € V tal que

w(er, f1) = L.

Sea U = span{ey, fi}. Para v = ae; + bf; € U, satisfaciendo w(v,e1) = 0, y
w(v, f1) = 0, tenemos a = 0 y b = 0. Por lo tanto, (U,w|y) es un espacio vectorial
simplética.

Observe que W = U“ es un espacio vectorial simplética de dimension 2n — 2. Por
hipétesis de la induccién, existe una base simplética {es, ..., €, fa, ..., fn} de W. Por
consiguiente, los vectores {ei, ..., €n, f1, ..., fn}, forman una base simplética de V. La

aplicacion lineal F' : R?*™ — V| es definida por
F(l’l, vy Ty Y1y 4eey yn) = Z Z;e; + Zyj.fja
j=1 j=1
satisface F*w = wy: para u = (uy, ..., Usy) ¥ 0(v1, ..., Vo, ) en R?,

Fro(u,v) = w(F(u), F(v))

n n n n
= w( Z uje; + Z Untk [ Z vje; + Z Un+.fi)
j=1 k=1 j=1 k=1
= Z Z ’LLj’l}n_|_kW(€j, fk;) + Z Z un+kvjw(fk7 6])

j=1 k=1 k=1 j=1
n n

- E :ujvn—f—j - E Un+;U;j
j=1 j=1

= wo(u,v).
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Corolario 3.48. 5i V' es un espacio vectorial de dimension 2n, entonces una forma
bilineal antisimétrica w, sobre V' es no-degenerada, si solamente si, w" = WA...\w #

0.

Demostracién. Supongo primero que w, es degenerado. Sea v # 0, tal que w(v, w) =
0, para todo w € V. Ahora, escoja una base {vy,...,v9,} de V tal que v; = v. En-
tonces w¥ (v, ..., Vo) = wW(v,.)...w(vap,.) = 0.

Reciprocamente, supongo que w, es no-degenerado. Como wg es la forma de volu-
men entonces por el teorema existe un isomorfismo F : R — V| tal que

F*w = wy. Asi, F*w" = wj # 0, esto implica que w™ # 0.

3.2.2. Variedad simplética

Definicién 3.49. Una variedad suave M, es una variedad simplética si existe una
forma w de grado 2 tales que w es no-degenerado y cerrado en M. Es decir, w

satisface

b) para todo p € M y para cada X € T,M, se w,(X,Y) =0, paratodo Y € T,M,

entonces X = 0.
Denotamos toda variedad simplética por (M,w). Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.27. Sea M = R?", con coordenadas estdndar (x1,...,Tn, Y1, s Yn), la

2-forma
w = Z dx; N\ dy;,

i=1
0

p, ceny axn

9
p Oy

0

g }, una base de T,R*".

p

0
es simplética. En efecto, sea { —

8x1
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Para uw=o;—| +Bj=| € TPRQ” arbitrario y para todo v € T,R*", tenemos
(95(71' p 8y] p
wp(u,=—|)=0 = =B, =0,
P( axz p) ﬂ
( 0 )=0 = 0
wy(u, —1| ) = a; =0,
p ayj » J

y concluimos que v = 0. Ademds, dw = 0. Por lo tanto, (R*",w) es una variedad

simplética.

Ejemplo 3.28. Sea M = C", con coordenadas lineales z, ..., z,. La forma

w:%;dzk/\dzk,

es simplética. De hecho, esta 2-forma es iqual al ejemplo anterior bajo la identifica-

cion C" 2 R?", 2, = xp, + iy,

Ejemplo 3.29. Sea M = 5? = {(z,y,2) € R® : 22 +y?>+ 22 = 1}, la esfera unitaria.
La forma simplética estindar en S?, inducido por el producto interior y el producto
vectorial:

wy(u,v) = (p,u x v), para todou,v € T,S* = {p}™+,

define (S%,w), una variedad simplética.
Considero las coordenadas cilindricas (0,h) en S?, definida en 0 < 0 < 2w y —1 <

h < 1. La forma simplética anterior es de la forma:
w =df A dh.
En efecto, sea V = xc% + ya% + z% € X(R3). La 2-forma
w=1ty(de Ndy Ndz) = xdy N dz — ydx N dz + zdz N\ dy

en R3. Luego, en coordenadas cilindricas v = /1 —h%cosf, y = /1 — h%senf y

z = h, obtenemos

dr = \/% cos Odh — V1 — hZsenfdf
dy = %Senedh + V1 — h?cos0db
dz = dh
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de Ndy = hdfd A dh
dr Ndz = —+/'1— h2senfdf N dh
dyNdz = +1—h%cos@df N dh

Restringiendo, en la esfera unitaria:
tydx Ndy N\ dz . = dé N dh.
s

No cualquier variedad tiene estructura simplética, los contra ejemplos triviales
son todas las variedades de dimensién impar y también existen ejemplos de dimen-

sién par, que no son simpléticas como por ejemplo:

Ejemplo 3.30. Se muestra que (S**,w), no es una variedad simplética para n > 2.
En efecto, supongamos que w es una 2-forma cerrada y no-degenerada sobre S*".
Como H325(S*) = 0,(ver [7]) entonces existe a 1-forma tal que w = da. Luego,

la forma de volumen Q) = wAw--- Aw es exacta, o sea, eriste W ANw--- \Nw A €
S——— ——

n n—1

Q2n=1(S?7) tal que

dwAw---ANwha)=dlwAw---ANw) ANa+ (wWAw--- Aw) Ada = Q.

n—1 n—1 n—1

Por el teorema de Stokes se tiene:

/ d(w/\w---/\w/\a):/ wAw---ANwAa = 0.
—_ —_
S2n

2
n—1 a52n n—1

Lo cual es una contradiccion para la forma de volumen €.

Una de las variedades simpléticas importantes es el fibrado cotangente. Pri-
mero, justifico la existencia de una 1-forma 7, natural en T*M, llamado 1-forma
tautoldgica definida como sigue. Un punto en T*M es un covector a € T M, para
algin ¢ € M (algunas veces denotamos tal punto por (g, «)). La proyeccién natural
7w T*M — M, estd dada por 7(q,«) = ¢, y su pullback puntual en ¢, es una

aplicacién lineal dn, ., : ToM — T( (T M). Se define 7 € Q'(T*M) por

(g,@) (g,2)

Tga) = ATz (3.23)
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Figura 3.6: 1-forma tautolégica

Observe la figura En otra palabras, el valor de 7 en (q,«) € T*M, es el
pullback con respecto a 7 del covector « en el punto (g, «). Si v es un vector tangente

en T{q,a)(T*M), entonces

T(g,0) (V) = a(dm(g.a)(V)).

Proposiciéon 3.50. Sea M wariedad suave. La 1-forma T tautoldgica es suave y

(T*M,—dr) es una variedad simplética.

Demostracién. Sea (U, = (2')), carta suave en p € M y sea (7'(U),¢ =
(z%,&)), denota la carta suave correspondiente en (p,&) € T*M. En términos de
estas coordenadas, la proyeccion « : T*M — M, tiene la representacion coordenada

m(z,€) = z. Esto implica que dr*(dz') = dz’, y en consecuencia,
Tlae) = ATy e (Gida") = &da’ (3.24)
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M

Figura 3.7: Coordenadas para fibrado cotangente

Como las funciones coordenadas son lineales, por lo tanto, 7 es suave.
Sea w = —dr € Q*(T*M). Como dw = —d*7 = 0, entonce w es cerrado. Ademés, T

en coordenadas naturales definida en se cumple:
w=—dr =Y du' AdE;.
i=1

La forma w, es cerrado y no-degenerado por el ejemplo [3.27] por consiguiente

(T*M,w), es estructura simplética. O

Proposicién 3.51. La 1—forma T € QY(T*M), es tinicamente caracterizada por la

propiedad:
o't = o, (3.25)

para cualquier 1—forma o : M — T*M.
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Demostracién. Sean cartas suaves (U, (z')) en p € M, y (7= Y(U), (2", q;)) en

(p,o) € T*M. La 1-forma o en M, es escrito de la forma:
Oy = Z a;(x)dz’.
j=1

Consideramos o, como aplicacion de M, para T*M, la representacién coordenada

es dada:

]

Proposiciéon 3.52. Sean (Mi,wi) y (M, wy) variedades simpléticas y sea M =
My x My la variedad producto con proyecciones Pry : M — My, y Pro : M — M.
La 2-forma w definida sobre M por

w = Priw; — Priw,
es simplética.
Demostracion. La 2-forma w es obviamente cerrada pues,

dw = Pridw, — Pridws = 0.
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Observe, ademds que el espacio tangente en un punto p = (pi,ps) de la variedad
producto M = M; x M, es identificado con la suma directa T}, M, @ T}, My. Como
wy es no-degenerado entonces para uy # 0, existe v; € T, M; tal que wy(uy,v1) # 0.
Dado U = (uq, u2) # 0 entonces existe V' = (wq(uy, v1)v1, —wa(ug, v2)ve) € T,(M; X
M,) tal que

w(U, V) = [wi(ur,v1)]? + [wa(ug, v2)]? # 0.

3.2.3. Teorema de Darboux

El objetivo es mostrar que toda variedad simplética de dimension finita, son
locamente parecidas. El interés del teorema de Darboux, es el estudio local de resul-

tados en variedades simpléticas y fue formulada por Darboux de la siguiente manera:

Teorema 3.53. Sea (M,wy) una variedad simplética de dimension 2n. Entonces
para cada punto py € M, emiste vecindad coordenada (U, (x',....z" y*, ...,y")) tal

que
n
Wo = dek A dy*.
k=1
Para probar, demostraré algunos resultados primero:

Proposicion 3.54. Sea M una variedad suave. Suponga que V : J x M — TM,
es un campo vectorial suave dependiente de tiempo y i :E C Jx Jx M — M, su
flujo dependiente de tiempo del V. Para cualquier campo tensorial covariante suave

A€ THM) y cualquier (t,ty,p) € &,

d . .
% t=t1 (wt’toA)p - <wt1,to (‘CthA))p~ (3.26)
Demostracién. Para t; = ty, se reduce a 4, = Idy y
d *
E t=to (wtﬂtOA)p = (‘CVtO A)p (327)
Para el caso especial, A = f 0-campo tensorial suave:
d 0
dt t=to (wt’tof)l’ ot t:tof(w( ) 0’p>) ( O?w( 0 Oap))f

= (Lv,f)D).
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Ahora, considere A = df, 1-forma. En cualquier coordenada local suave (z°), la fun-
cién 7, f(x), depende suavemente de n + 1 variables (¢, 2", ...,2™). Asi, la derivada

parcial e conmuta con todas las derivadas parciales Eet cuando aplicamos a ¥y, f.
x b

Entonces
d ‘ 9 .
E‘t:to (wt’todf)p - ot t:tod(wt,tof)p
a *
- d(% t=to (wmof))p
= d(ﬁvto f)p, por ecuacién ((3.27)), para 0-tensor
= (Lu,df),

Queda demostrado la ecuacion, para A= fy A=df.

En seguida, supongamos que A = B® C', donde B y C, son algunos campos tenso-
riales covariantes y asumimos que es verdad la ecuacioon , para By C.

Por regla del producto para derivada de Lie, se tiene

(ﬁvto (B® C)) = (Lv,B),®C,+ B, ® (Ly,C)

p

(3.28)

.
Por otro lado, satisface

d

4 winBe0), = (5

* d N
dt li=tg dt (d}t’toB)P) ©Cp+ By (%‘tzto <¢t’t00>p>

Esta igualdad y la ecuacién (3.28), implica que

(.cvt()(B ® C))p — %

t=to

(Vi (B®C)), (3.29)

t=to
Esto demuestra que la ecuacién (3.27)), es valida para A, cuando B y C satisface.

Por induccién: para un campo tensorial covariante suave arbitrario, el dicho cam-
po tensorial es escrito localmente como suma de campos tensoriales de la forma

A= fdr" ® 2? ® ... ® dz'*. Es suficiente demostrar la ecuacién (3.27)), para A.

Considere A = fdaz" ® gl:ici2 RI® ... ® da:i’i . Entonces por la ecuacion (3.29)), que-

B c
da demostrado la ecuacion (3.27)), para cualquier campo tensorial covariante.

Usando el teorema fundamental de flujo [1.30} (d): para ¢;, arbitrario

¢t,to = wt,tl © @/)tl,to,
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Por lo tanto,

d(e 1) T’“(T;;tl’to M) — TH(T; M)
no depende de t y

d . d .

% t:tl(wt,toA)p = % t:tld(¢t’t0)p(A¢t’t0(p))
_ 4
o dt

t:tld(?’btl,m); o d(wtvtl):btl,to (p)( Vi to (p))
d *
d(wtl,to)p% ‘tztl d<wt7t1)wt1,t0 (p) <A"/’t,t1°¢t1,t0 (p))

* d *
d(wtl,to )p (% ’t:tl (wt,tl A)wtl,to (p))
(V1 4o (Lvi, A))p, poOr ecuacion (3.27)

[
Corolario 3.55. Sea M una variedad suave y J C R un intervalo abierto. Suponga

que V . J x M — TM, un campo vectorial suave dependiente de tiempo en M,

v ECJxJxM— M, flujo dependiente de tiempo del V y A : J x M —

TH(T*M), un campo tensorial suave dependiente de tiempo en M. Entonces para
todo (t1,to,p) € €,

d

% b=ty (15:150 At)p

= t:tlAt))p. (3.30)

Demostracion. Para ¢ > 0, suficientemente pequeno, considere la aplicacion suave

d
(w;,to (Eth Atl +

F:(ti—eti4e) x (t1—e t1+e) — TH(Tr M) es definida por:

F(u7 U) = (Q/}:,toA’U)p = d(wu,to);(Av

dju,to (p) ‘
Como F', toma valores en el espacio vectorial de dimensién finita Tk(T;M ), entonces
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aplicamos la regla de cadena y la proposicién [3.54] para concluir que

d OF OF

el 700 = 0+, ()
d d
= = 1t:hF(t,tl) + 7 t:t1F<t1’t)
d . d .
= Gt W) + g dveadi(af )
* * d
- (¢t11t0 (ﬁwl Atl))P + d(wtl’to)p <E t:t1At Pty 1 (P))
= (¢f . (Lv, AL)) +(¢* (i A>)
t1,to \~ Vi S P t1,to dt t=t, i p'

]

Demostracion del teorema de Darboux. Sea p, € M arbitrario. Entonces exis-
te una carta suave (U, @) centrada en py. Considere la variedad simplética (R**, @),

donde
@ o= Y di* ndg (3.31)
k=1

Como w; = ¢*w; v wy definen formas simpléticas en M, mediante el cambio

de variable por transformacién lineal obtenemos w;| = wy

Po

Po

Sea 1 = w; —wy. Entonces dn = 0, o sea, n es cerrada y por el lema de Poncaré,
existe a € QY(U) tal que —n = da. Sin perdida de generalidad podemos suponer
=0.

Ppo

que «

Para cada t € R, defina w; : U — A*(T*U) por w; = (1 — t)wp + tw;. Luego,

Wt

= (1 —t)wg| +twi| =uwo| , es no-degenerado, para todo t € R.
Ppo Po Po Po

Ahora, definimos w : R x U — A*(T*U) por

w(t,p) = wi(p). (3.32)

Identificando en un punto p el elemento de A*(T*U), con una matriz alternada

en p, tenemos la composicion de w con determinante: Detow : R x U — R,
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Figura 3.8: teorema de Darboux

Det o w(t,p) = Det(w(p)).

Sea J, un intervalo abierto acotado tal que [0,1] C J. Como w;| es no-degenerado,
Po

para todo ¢ € R, entonces Det (w;(po)) # 0, para todo ¢ € R. Por continuidad, para

todo ty € J y po € U, existe un abierto (ty — ,to + &) x Uy, en R x U tal que
Det(wy(p)) # 0, para todo (t,p) € (to — &,to + &) X Uy,.

Por compacidad de J, existen t1,....,ty € J ¥ €1, ..., > 0 tal que
k
J C U<tz —&i,ti + &),
i=1

y respectivos vecindades Uy, , ..., U;, en py.

Escogemos U; = ﬂf U,,. Entonces existe un abierto U; en U centrado en py tal
que w; es no-degenerado para todo t € J y para cada p € Uj.
Como wt‘p es no degenerado para todo (t,p) € J x Uy, define un homomorfismo de

fibrados
O.A}t . TU]_ — T Ul

X o X)) =w(X,)
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que es suave, y un isomorfismo para todo t € J .

Defina un campo vectorial suave dependiente del tiempo

V. Jx U1 — TUl
-1
(t,p) +— V(t,p)= dztp ()

Por suposicién af,, =0y como 0 = wt‘po (V(t,po),.). De este modo,
V(t,po) = 0, para todot € J.

Siy: € C JxJxU — Uy, es un flujo dependiente del tiempo de V' ( por teorema
entonces 1(t,0,pg) = po, para todo t € J. Por tanto, J x {0} x {po} C €&.
Como €& es abierto en J x J x M y [0, 1] es compacto, entonces existe una vecindad
Up en pg tal que [0,1] x {0} x Uy C €.

Como satisface las hipotesis del corolario entonces para cada t; € [0, 1] se tiene

d d )
P Wy
t=t1

— (wf,owt> = w;,o (Ethwtl +
=1

dt dt
. . d
= ’l/}tl,O (’Lwl dwtl + d’Lth Wiy -+ % t:tla)t)
= ¥ olda+n)
= 0.

Entonces 9/ qw; =constante, para todo ¢ € [0,1], lo que implica Y] gw1 = wyp. Por

otro, lado

n

wo = (Potne) @ =) d(#* o@orig) Ad(§Fo@or),

k=1

es suficiente considerar las funciones coordenadas (ULO, (#' o @ othyg,...,i" 0 P o
Al ~ An ~

Y10, 0 @ o, ..., §" 0 P o). []

3.2.4. Campos vectoriales simpléticos y Hamiltonianos

Definicién 3.56. Una aplicacién suave ¢ : M — N entre variedades simpléticas
(M,w1) y (N,ws), es llamado aplicacién simplética se ¢*ws = wy. Ademads, si ¢ es

un difeomorfismo entonces diremos que ¢, es un simplectomorfismo.
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Sea (M,w) una variedad simplética y sea H : M — R una funcién suave.
Su diferencial dH es un 1—forma. Por ser w no-degenerado, existe un tinico campo
vectorial Xy en M tal que tx,,w = dH. Supongamos que M es compacto, o por
lo menos Xy sea completo y sea {1y : M — M },cg, la familia de difeomorfismos

determinado por el flujo ¢y : R x M — M de Xp. Entonces, para todo p € M

w(”)' (t) = XHzp(P) t)

v0) = p.

Teorema 3.57. Cada difeomorfismo v, preserva w, es decir, Y;w = w, para todo

teR.

Demostracion. En efecto, primero mostremos la igualdad

W (EXHW) (p) = (ﬁXHw)d,t(p) © (wt)*p

d o (¢:W)¢t(p) 0 (Y1) xp

ds
Owws+t(p) O (Vits)sp

d
ds

d, .
= E(¢tw>(p)

s§=

Usando la igualdad tenemos
d * * * . .
%W =) (Lx,w) =) (dix,w + ix,dw) = 0.

Por consiguiente, para cualquier funcién definida en (M, w), da una familia de

simplectomorfismos.

O
Note que en la prueba del teorema se uso que w, es no-degenerado y cerrado.

Definicién 3.58. Sea (M,w) una variedad simplética. Un campo vectorial X, es
dicho campo simplético si,

d(in) =0.
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Definicién 3.59. Sea (M, w) una variedad simplética. Un campo vectorial Xy que
satisface

1 XyW = dH s
es llamado el campo vectorial Hamiltoniano con funcion Hamiltoniano H.

Ejemplo 3.31. Para la funcion altura H(6,h) = h sobre la esfera (M,w) = (5%, dOA
dh), se tiene
0

i, (0 A dh) = dh = Xy = =,

Ast, la aplicacion (0, h) = (0 + t, h) es rotacion sobre el eje vertical; la funcion

altura H es preservada por el 1.

Observacion. Si Xy es Hamiltoniano entonces
EXHH = ’I:XHdH + d’iXHH = ’l:XHiXHOJ =0.

Por lo tanto, campos vectoriales Hamiltonianos preserva su funcién Hamiltoniano y
cada curva integral {4)® : I — M} de Xy esta contenido en un conjunto de nivel

de H:
H(p) = (i H)(p) = H(¥u(p)), para todo t € I.

3.2.5. Corchete de Poisson

Los campos vectoriales son operadores diferenciales en espacio de funciones:
si X es un campo vectorial y f € C°(M), y siendo df el correspondiente 1—forma

entonces
Xf=df(X)=Lxf.

Dados dos campos vectoriales X y Y, entonces existe un uinico campo vectorial W

tal que
Lwf=Lx(Lyf)—Ly(Lxf)

Donde W = [X,Y], vy Lw = [Lx, Ly] es el conmutador.
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Teorema 3.60. Para cualquier forma w € Q?(M),
i[X,y}w = EX’l:yw — ’iyﬁxw = [ﬁx, ’l:y]w.
Demostracién. Usando la proposicién d), para iyw € Q'(M) se tiene

(Lx(ive)))) = Lx((ivw) (1)) = dyeo(£x77) (3.33)
- .c(w(Y,Yl))—iyw(ﬁxyl) (3.34)

y nuevamente por la proposicién [1.55 obtenemos

L‘X(w(Y,Yl)> - (Lixw>(Y,Y1)+w(£XY,Y1)+w(Y,£XY1). (3.35)

Remplazando (3.35)) en (3.34)), obtenemos

(LX(in)>(Y1) - (wa)w,}q)w(cxy,}q)

= ’iy (ﬁxw) (Yi) + ’l:[X,y}CU(le).
[

Corolario 3.61. 57 X y Y son campos vectoriales simpléticos sobre una varie-
dad simplética (M,w), entonces [X,Y]| es Hamiltoniano con funcion Hamiltoniano

w(X,Y).
Demostracion.

i[ny]w = ﬁxiyw—iyﬁxw
= dixtyw + ix diyw —ty dixw —tytx dw
Xty X ;f Y 2( YiXx, - ,
= dw(Y, X).
[

Definicién 3.62. El corchete de Poisson para dos funciones f,g € C®(M), es

definida por:
{f.g} = w(Xy, Xy). (3.36)
Como Xy (x,,x,) = [Xy, Xy] entonces X5 = —[Xf, Xy].
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Teorema 3.63. El corchete de Poisson {.,.} satisface la identidad de Jacobi:

{f g n}} +{g.{h, f}} +{h.{f. 93} =0

Demostracion. Usando la proposicion y dw(Xs, Xy, Xp) = 0 tenemos:

0 = Xjw(X,, Xn) — X,w(Xs, X)) 4+ Xpw(Xy, X,) — w([ X5, X, Xn)
Fw([Xy, Xn], Xy) — w([Xg, Xan], Xi)
= X{g,h} = Xo{f. b} + Xl f, 9} + w(Xypgp, Xn) — w(Xipny, Xg) +
w(Xig.ny, Xy)
= {g.n}. 1Y =1, 0b gt + L gt 0y + {{f gb hy = {({f. h) g3 + {{o. ), f}
= g, {f. h}} +2{f {h gt} +2{h. {9, [}}

]

Corolario 3.64. El corchete de Poisson {.,.} definida en , satisface la regla

de Leibniz:

{f.gh}y ={f,gth+g{f h}.

Demostracién. Sean f, g, h € C*°(M). Entonces

{f,gh} = w(Xy, Xgn)
= —ix,,w(X))
= —d(gh)(Xy)
= —dg(Xy)h — gdh(Xy)
= {f.gth+g{f. h}.
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Concluimos que, si (M, w) es una variedad simplética entonces (C*(M),{.,.}),

es un algebra de Lie. Ademas, tenemos un antihomomorfismo de algebras de Lie:

C*(M) —  X(M)
H — Xy
{fr9} — —[Xp X
Sea g* el dual del dlgebra de Lie g. La accién coadjunta de G en g*, esta dada

por:
Ad*:Gxg" — ¢
(g,m) > Adyn,
El grupo isotropico en n € g* esta definida por:
G, =1{9€G:Adn=n}.
La orbita coadjunta a través de n es dada por:

O, ={Adm e g :g9€G},

es una variedad suave difeomorfo a G /G, y la aplicacién inclucion O,, — g* es una

imersién suave.

Teorema 3.65. Sea G un grupo de Lie, g su dlgebra de Lie y g* el espacio vectorial

dual de g.

a) Sea &9 el campo vectorial generado por & € g, para la representacion adjunta de G

en g. Entonces

£%(¢) = &, (], para todo ( € g.

b) Sea £% el campo vectorial generado por € € g, para la representacién coadjunta de

G en g*. Entonces

(€% (), ¢) = —(n,[¢,¢]), para todo ¢ € g.
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¢) Para cualquier n € g*, defina una forma bilineal antisimetrica sobre g por

wﬂ(éa g) = <777 [ga C]>

Entonces el nicleo de wy,, es el dlgebra de Lie g, del estabilizador de n para la

representacion coadjunta.

d) Verifique que w, define un 2—forma w®?, no-degenerada sobre el espacio tangente

a la orbita coadjunta en el punto n.
e) w9 es cerrada.

f) La estructura de dlgebra de Lie g, define un corchete de Poisson en g*:

para f,g € C*(g*) yn € g*. Note que df, : T,,g* = g* — R, es identificado con un

elemento de g = g™*. Entonces {.,.} satisface la regla de Leibniz,

{f.gh}y ={f,gth+ g{f. h}.

Demostracién. a) Por definicién,

d
) = 7

d

exp(t)-C

t=0

% tZOAdexp(tg)(
= (ngc
= &4

b) Recuerde que (Ad}, () = (n, Ady-1(), y considere g = exp(t{). Entonces

*

d
€m0 = 2| (Adiguen.€)

= (n, %’tzoAdexp(_tg)Q
= —(n,[¢q)
c) Sea (w;;) la representacion matricial de w,. Entonces
Ker(w;) = {§€g:[6¢]) =0,V € gj
= {§€g:¢"(n) =0} por b)
= g,
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d) Sean £9(n), (% (n) € T,,0,. Defina

w (€% (n), ¢ (n))

Demostremos que w?" estd bien definida:

sean ff* (n), Cf*(n) € 1,0, tales que &% () =

w (€ (n),¢% () =

El w9 es no-degenerada:

w (€5 (n).¢% () =
_<777 [£7<]> =
& (n) =

= —(n,[€.¢D)- (3.37)

&7 (n) y ¢ (n) = ¢ (n). Luego,

—(n,[&.¢])

—(adgn, ¢)

(€ (1), ¢)

(&t (n).¢)

—(n, &, ¢))

(adin, &)

(adg, (n), &1)

W (& (m), ¢ ().

0, V¢ (n) € T,0,
0, V( €g
0.

e) Sean £ (1), ¢% (n),7* (1) campos vectoriales en O,. Usando la derivada exterior,

de la proposicion |1.66| resulta que

dw® (€57 (1), C% (1), 7% (1)) = €% (Mw (¢ (7),7% () — ¢¥ (Mw (£ (), (1))
+49 ()wn (€27 (n), ¢ (1)) —w ([£2(n), ¥ ()], 7" () +w O ([€% (1), v ()], <% (n))—

w9 ([¢ (1), 7 ()], €% (m)).
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Luego, verifiquemos Adj (wo’?> = w9, para todo g € G:

a(ad) () = L|(Ady) (Adpen)
= S| AT, (Ady)
= % - Adipaa,e (Adgn)
_ (Adgf)g* (Aden)
Entonces
Ady () (& . ) = (), (A(Ady) (€ () d(Ad) (¢ () )

= (w2 ( Adg€)” (Adyn), (AdyQ)™ (Ady) )

= —(Adgn, [Adgf , Ady(C])

= WO (59* (m),¢" (n))
Usando, la invarianza de w® por G, se deduce;
7 (mw (¢ (), 7 () = w2 ([ (), ¢ ()], 7* (1) +w (¢ (), [€¥°(
¢ (mw (€% (), 7 (m) = w ([¢* (), € ()], 7 (m)) + " (€% (n), [¢* (m),
Y () (€5 (1), ¢¥ () = WO ([v* (), €5 ()], C* () + w7 (€% (), [v* (1), ¢* (0))
Reemplazando estas ecuaciones en dw®”, obtenemos:
dw (% (), C"(n), 7" () = —w ([¢* (), €% (W], 7™ () +

WO (€S (), [V (), ¢ ()]) + w0 (0 (), €5 ()], €% (m))

= (0, [, [6 €]+ & [, T+ G 671D
=0.

= =
N~— N~—
2D

3= ©a

* *
—~
= =
= =
~— —

f) Por defincién,

{f,gh}(n) = (n,ldfy, d(gh),])
= (n,[dfy, h(n)dgy + g(n)dhy))
= (0, [dfy, dgq])h(n) + (0, [dfy, dhy])g(n)
= {f.g¥m)h(n) +{f, hi(n)g(n).
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La forma w®", definida en (3.37) es conocido como la forma de Kirillow-

Kostant-Sourian de la érbita coadjunta O,.
Ejemplo 3.32. Para el prototipo (R*",wy), donde wy = Z dz; A\ dy;, tenemos:
i=1

0 0

Por lo tanto, {x;,z;} ={vi,y;} =0y

1 sii=j5
{%Z/J}: JVZJJ‘
0 sii#j
Para funciones arbitrarias f,g € C°(M) se tiene el campo vectorial Hamiltoniano

" /0f 0 of 0
Af = Z(@yic‘?xi_aﬂﬁia%)’

i=1

y el corchete de Poisson cldsica es

"/ 0f g Of O
> (axi aji Oy, ai)'

=1

3.2.6. Acciones simpléticas y Hamiltonianas

Para definir las acciones simpléticas y Hamiltonianas en geometria simplética,
consideré siempre acciones suaves de un grupo de Lie G, en una variedad suave M. La
suavidad de ¢ : G x M — M, implica que v, : M — M, es un difeomorfimo para
g fijo. Entonces S(M) = Diff(M)y G — Dif f(M), g — 1,4, es homomorfismo
de grupos, donde Dif f(M) denota el grupo de difeomorfismos.

De la observacién de la definicién [1.3] el homomorfismo G — Dif f(M) determina
una accién definida por ¢ (g, p) = ¥4(p).
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Definicién 3.66. Sea (M, w) una variedad simplética y sea G un grupo de Lie. La
accién ¢ : G x M — M, es una accién simplética si, 1, es simplectomorfismo, para
todo g € G. Es decir,

Y,w = w, para todo g € G.

El conjunto {¢, : ¢¥5w = w}, tiene una estructura de grupo.

= 0
Ejemplo 3.33. En R*" con w = g dzxp N\ dyy, y sea X = e Las orbitas de la
Y1
k=1

accion generada por X son lineas paralelas al eje vy,

{(371,@/1 — 1,22, Y2, "'>xn7yn> ‘te R}

Sea X = X,,. Entonces

u 0
Ixw = E dag A\ dyp(——=—,.) = dx;.
—1 oy

Como X = X,, es un campo Hamiltoniano (con la funcion Hamiltoniano H = x,),
esto es un ejemplo de la accion Hamiltoniana de R, que defino mas adelante y
en particular es la accion simplética. Otra forma, para mostrar que es una accion

simplética: para Vy(T1, Y1, ., TnyYn) = (T1, Y1 — t, Ta, oo, Ty Yn), Se tiene

Yiw = Zd@/}ka A di;y, = w, para todo t.

k=1
Ejemplo 3.34. En el 2—toro simplético (T?,d0; A dbs), los difeomorfismos son
dadas por rotacion alrededor de cada circulo, 114(01,02) = (61 +¢,62), (t € R) y
Vo1(01,05) = (01,02 + t) y definen acciones simpléticas por S*.

Ejemplo 3.35. Sobre la esfera simplética (5%, dO Adh) (en coordenadas cilindricas),
el subgrupo de difeomorfismos es dada por la rotacion alrededor del eje vertical,
Ve(0,h) = (0+1,h) (t € R) y es una accidn simplética del grupo S* (porque preserva
la forma de drea). Como el campo vectorial correspondiente a 1, es Hamiltoniano
(con la funcion Hamiltoniana H = h). Esto es un ejemplo de accion Hamiltoniana

de S', que defino a continuacion.
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Definicién 3.67. Una accién simplética 1 de S* o R en (M, w) es Hamiltoniana si,
el campo vectorial generado por ¢ es Hamiltoniano. Equivalentemente, una accién
¢ de S 0o R en (M,w), es Hamiltoniana si existe H : M — R con dH = ixw,

donde X es el campo vectorial generado por 1.

Para el caso donde G = T = S! x ... x S!, es un n—toro y una accién
Y G — Simp(M,w), g —> 1), deberfa ser llamada Hamiltoniana cuando cada

restriccién al i-enésimo

=) St — Simp(M, w),

S1 i-enésimo factor de G

es Hamiltoniana en el sentido de la definicion [3.67], con la funcién Hamiltoniana
preservadas por la accion del resto de G.

Cuando G no es producto de factores de S' o R, la solucién es usar una funcién
Hamiltoniana mejorada conocida, como una aplicaciéon del momento. La constante
aditiva y una aplicaciéon del momento u, es determinada por funciones coordenadas
w; satisfaciendo du' = ix,w, para una base {X;} del dlgebra de Lie de G. Hay varias
maneras para fijar esa constante aditiva y podemos siempre escoger p equivariante,
es decir, interrelacionando la accién de G en M con la acciéon coadjunta de G en el

dual del dlgebra de Lie.

3.2.7. Aplicaciéon del momento

Generalizo el concepto de funcién Hamiltoniana de grupos de Lie S* o R, para

grupos de Lie generales tal funcién serd llamada aplicacién del momento.

Definicién 3.68. Sea (M,w) una variedad simplética, G un grupo de Lie, g el
algebra de Lie de G, g* el espacio vectorial dual de g y ¢ : G x M — M, una
accion simplética. La accién 9, es una accién Hamiltoniana si, existe una aplicaciéon

W M — g* satisfaciendo:
1. Para cada £ € g, sean
w15 M — R, 1f(p) = (u(p), &) la componente de p a lo largo de &,
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s &M es el campo vectorial en M, definida por el generador infinitesimal de

1.

Entonces

At = denw, (3.38)

es decir, ¢ es una funcién Hamiltoniana para el campo vectorial V.

2. p es equivariante con respecto a las acciones ¢ de G en M y coadjunta Ad*

de G en g*:

poty = Adjop, paratodog € G. (3.39)

La aplicacion p: M — g*, es llamada aplicacion del momento para la accion
Hamiltoniana dada. Para una accién simplética ¢ : G x M — M, del grupo de Lie
G en variedad simplética (M,w), que es Hamiltoniana con aplicacién del momento
i, y denoto de aqui en adelante por: (M, w, G, 1), se denominara G-variedad Hamil-

toniana.

Ejemplos de aplicacién de momento:

Ejemplo 3.36. Sean M = R? y una accién de G = R? en R?, por traslacién 1 :
Gx M — M, (g,p) — g+ p. Entonces pu: R* — g* 2 R? (u(x1,22), (£1,&)) =

&1y — &y es la aplicacion de momento. En efecto, para & = (1,0) se tiene M (p) =

)
oar | y luego,

tevw = 1o (dry Adxy)

1

= d]?g.
De manera similar, para § = (0,1) obtenemos

tevw = 1o (dry Adxy)

Oxo

= —de'l.
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En conclusion

< ('Tlvx?) (€I;€Z)> = £1<,u,(561,.’132), (1=O>> +£2<:U’(x17x2)7 <07 1))

= &g — §2$1-

Ejemplo 3.37. Sea la accién de S* sobre (C, %dz A dZ), por rotaciones:

v: S'— Diff(C)
et — Yu(z) = ekt z,
donde k es fijo. La accion es Hamiltoniana con aplicacion del momento p: C —

g* = R, definida por
k. 2
wz) = =5l + 0 (3.40)
donde C', es un constante.
Verifico en coordenadas polares:

, k
p(re?) = —57’2 +C,

donde z =re® y C=R?. Como tdz Adz =rdr Ndf ypara{ =1€ g =R,

(r,0 + kt) = k:2

gR (’I“, 9) = 00

dt ‘t:O

(r0)
y se obtiene

0

ﬁsz = rdr/\d@( 2 )

—krdr =d( - §r2 +C) = d(—gr2 + C,1).

Ejemplo 3.38. Sea (M,w) una variedad simplética con w = —d\. Si : GX M —

M, es una accion que satisface ;A = A, para todo g € G, entonces la accion es

Hamiltoniana con la funcién Hamiltoniana p¢ : M — R, pt(p) = LeM (p)Ap, PATA
cada & € g. De hecho,

S, — A

(LewA)(p) = lim Wispee ), =

t—0 t

=0.

Luego, usando la formula de Cartan:
0= L =teud\ + d(Geu\) = tenw = d(Gem\)
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Por lo tanto, ut = tem A, para todo §.

Para demostrar que p, es equivariante basta justificar:

1(g.p) = % 4(p), Vg € G, Vp € M, yVeé € g.

Como

d
M o
& (g.p) = 7

_ xp(tE)-(9-p)
C1 oty (exp(t€).(9.)
= (V)0 (V51),,, (" (:0))

= (%)*p((Adg*lf)M(P)), por la proposicion

Entonces

u(gp) = (ieu))(g.p)
= Ay (£Y(9.0))
= Ngp((9) , (Adg16)™ (p))
= (v;)),((Ad—6)Y (p))
= M ((Adg16)M(p))
= (iad,1mA) (P)

A ),

= M
Ejemplo 3.39. Sea (T*M,—dr) el fibrado cotangente y considero una accion
v GxT*M — T*M
(9:00) > Plg,0q) = (Pg1)7g0(a),

donde, un punto en T*M es un par (q, ), conq € M ya, € T;M. La accion 1; es

Hamiltoniana con la aplicacion del momento p, determinado por:

1 (g, 00) = og(€M(q)). (3.41)

En efecto, la aplicacion proyeccion w : T*M — M, es equivariante con respecto a

las acciones de ¥ y 1, porque 7o &Q(q, ag) = W((wg—la)Ig.p) =gpy,on(qa,) =
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g.p. Luego, como ¢Yyom =mo 1/~Jg y considerando g = exp(t§), se obtiene

d 7 *
%LZOW 0 Yexp(te) (@, %) = Taigag) (€ V(a,0q)) (3.42)

d
E‘tzowexp“@”(q’%) = ¢"(q) (3.43)

0 s€, Tu(qag) (E7 M (g, q)) = EM(q) por (3.49) v (3.45).

La forma tautologica T satisface @Z;T = 7, para todo g: para todo 3, € T*M y para
cada v € Ty, (T*M),

W;T) 8, (v) = T (Bp) ((J’g)*ﬁp (v))

= T(wfl)::g.p(ﬁp)((%)*5;,(”))
_ (@Dg—l)* (6p) (”*(wg-l):g.pww(‘EQ)*BP(UD

*g.p

= /319((%*1)*9.,3 (T, 12 (80 © (%)*m)(v))
= Bp(($g1 0T 0 Yg)us,(v))
= b (W*ﬁp (U>)

= 75,(v)
Por el ejemplo ps = ter=mT €N sequida

(g, 0q) = derearT(q, )
= T(q,aq>(§T*M(q,ozq))
= (w*aq (€ (g, aq))>
= a,(e"(a)-
Teorema 3.69. Sea ¢ : H — G, un homomorfismo de grupos de Lie y (M,w, G, 11),
una G-variedad Hamiltoniana. El homomorfismo de dlgebras de Lie ¢, : h — g,

induce a una aplicacion dual (¢.)* : g* — b*. La accion de H inducida por ¢, tiene

aplicacion del momento (¢.)* o .
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Demostracién. Defino la accién de H sobre M por h.p = ¢(h).p. Sea £ € b,

entonces
Mp) = %tZOeXp(tg),p
= %t20¢(exp(t€))-p
- % &P (&))-p, por proposicién, B.22 )
= 0" (p).
Luego,
denw = dp®t
= d{(¢u)" o p, &)
= d((¢) op)".

Para la equivarianza, antes justifico que

(¢:)" 0 Adjyp,y = Adj 0 (64)", (3.44)

X ()"

g——b

Adg ) l jAdZ

G

Para todo n € g* y £ € b arbitrarios, tenemos

((6.)" 0 Adyn(n).€) = (Adi(m), 04(6))
= (0, Ady-1)9+(£))
= %] (Conny o 0) (i)
- %tzogb(h—lexp(t&)h»
d— . ¢(exp(tAdy,-1€))), por la proposicion, [3.22] g)
6.(Ady+(©))
", Ady (6))

Adj, 0 (9.)" (1), &)

m,

{
(n,
((¢
{
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Sea fi = (¢)* o . Entonces

i(hp) = ()" (u(o(h).p))
= (¢+)" o Ady, (1u(p))
= Ad;((¢): o pu(p)), por (3.44).
]

Ejemplo 3.40. Sea la accion natural de U(n), sobre (C™",w = %Zdzk A dZ):
k=1

U(g,2) =g.2, z€ C", g € U(n).
Esta accion es Hamiltoniana con una aplicacion del momento i : C* — u(n), dada

por
N l

f(z) = §zz*,

donde el dlgebra de Lie u(n) es identificado con su dual via el producto interno
(A, B) = tr(A*B). En efecto, sea el homomorfismo p : U(n) — GL(2n,R), p(h +
h —k

h —k
ik) = entonces p(U(n)) = { chTh + KTk = 1,,hTk = kTh }
kE h kE h

actiia en R* =2 C" por:
x h —k x
g. = - :
y ko h y

donde z = x + iy, x,y € R". Como u(n) ={X : X*+ X =0} y X =V +W,

vV W
entonces V.= —VT y W =W7T. Ademds, £ = p.;(X) = ) entonces

w v
on [T d
e ) = 2
0y
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Luego,

terznw(v) = Z day, A dye (€%, v)

k=1
= i dzy A dyp (Ve — Wy)' 8‘ + (Wa + Vy)ji v)
e ox’ oyd’
=Y (Ve = Wy)rdye(v) = Y (W + Vy)*dry(v)
k=1 k=1

= <V.9E, (dyl(v)a ) dyn(v)» - <Wy7 (dyl(v)a ) dyn(v)>>_
(W, (dxi(v),...,dz,(v))) — (Vy, (dxi(v), ..., dz,(v)))
= d( = (W) + Gy, Va) = (W) (0)

1
2

11, To + 1ys € C" el producto Hermitiano se puede expresar en la parte real y ima-

1
lo que implica, u(z) = —§<W:z;,x> + (y, V) (Wy,y). Se sabe que, para x1 +

ginaria:
(@1 + iy, w2 + 1iya) = (21, 2) + (Y1, y2) + ({22, 1) — (1, 92)),

en sequida,

1 ) . - -
(X1, 22) + (y1,y2) = 5{(3:1 + iy1, o + iya) + (X1 + iy, T2 + iYo) } (3.45)
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Por otro, lado

p(E) = gl Wa+ Vi) + oy, Ve — W)

= —i{(x—iy,Wx—l—Vy—i—i(Vx—Wy))—1—(:c—z'y,Wa:—i—Vy—l—i(Vx—Wy))}
eV = W)@ i)+ GV — i)~ i) x i)

= o= (V=)@ — i) = (V= W) — i), — i)}

= Ll =i (V=) = i) — o — i, (VW) (@ — i)

_ i{z(x — iy, (V —iW)(x —iy))}

) . ) .
= L (Vi) — i)
= 3Z"‘XZ

2

= %tr(zz*X).

La compuesta ft = ptopu, donde pi : R*" — Lie(p(U(n)))* y pt : Lie(GL(2n,R))* —

u(n)* =2 u(n). Resulta que

pr(z) = (i(2), X)

Por consiguiente, fi(z) = %zz* y la equivarianza se sigue de, (i( Az), X) = %Tr(Azz*A*X) =
%Tr(zz*A*XA) - (%zz*,A*XA> = (ji(2), Ad a1 X) = (Ad’ji(2), X).

Ejemplo 3.41. Sea el campo vectorial €2, definida para & € g. Para la representacion
coadjunta de un grupo de Lie G en g*, satisface (€% (n),() = —(n,[£,¢]), para todo

¢ € g (por teorema . La orbita coadjunta equipada con la forma simplética

estandar de Kirillow, Kostant y Sourian, w = —w®. Demostremos que para cada
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n € ¢*, la accion coadjunta sobre la orbita G.n = O,, es Hamiltoniana con la

aplicacion del momento, la aplicacion inclusion:
i=p: 0, =g
En efecto, se sabe que T, 0, = {£¥ (n) : £ € g} (por la proposicion . Entonces

bear (€T () = —w (€ (1), ¢ (1))
= (n.[&¢)
= (—adin,§)
= (" (),¢)

Por otro lado, para u¢ = i¢ tenemos

d

din(C*(m) = | i (exp(tC).n)

t=0
_li(exp(t¢).n), &)
d
<% tZOAdep(tC)na f)
= (¢ (n),8).

dt

Por lo tanto, p =1 es la aplicacion del momento y la equivarianza es inmediata.

Teorema 3.70. Sea un grupo de Lie G que actia de manera Hamiltoniana sobre
dos variedades simpléticas (M;,w;), j = 1,2, con aplicaciones del momento fi; :
M; — g*. Entonces la accion diagonal de G sobre (My x M, Priwy + Priws), es

Hamiltoniana con la aplicacion de momento p: My x My — g*, dada por

p(p1,p2) = p1(p1) + pa(p2), parap; € M.

Demostracién. Sea {; un elemento arbitrario de la base gy p = (p1, p2) € My x Mo.

Entonces

&) = %)tzoexp@fj)-p
= ("), &" (p2).

133

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO ' Nacional del
i Altiplano

Luego,
'I:gjwlng (Priwi + Priws)(v) = Priw (@MlXM?,v) + Priws (ijlXM?,v)
= Wl(fj-wlaph*(v)) +W2(§]J-VIQ,P7“2*(U))
= ’istlm(Pﬁ*(U)) + iE?@m(PrQ*(v))
= A (Pri.(v)) + dp (Praa(v)
= ((m 0 Pr), (v),&) + ((p20 Pr2) (v). &)
= d(Prip + Prips, &)(v)
— d(Prip + Prips)” (v).
Entonces, u(p) = Prip(p) + Prips(p) = p(p1) + pa2(p2). La equivarianza p:
1(g-(p1,p2)) = pa(g.p1) + pa(g.p2)
= Ad;#(pl,pz)-
]

Con este teorema, podemos construir varias aplicaciones del momento para

acciones diagonales en variedades de productos. Mostraremos los siguientes ejemplos:
Ejemplo 3.42. Sea la accion de S* sobre (C,w):
t(21y o 2n) = ("2, . 1 2,), (3.46)

/Z. n
conw = Z dz; Ndz;. Tiene un aplicacion del momento p: C" — g* = R, dada

=1
por:

1 n
pz ) = =5 z; e
]:

En efecto, considere (C, %dzj NdzZ;) y Pr;: Cx ... x C — C la proyeccion sobre

el j-factor, con accion t.zj = t%.z; es Hamiltoniano (por el ejemplo |3.57), con

k.
aplicacion de momento p; : C — R, p;(z;) = —Ej\zj|2. Por el teorema |3.70

la accion diagonal de S' sobre C", es Hamiltoniano con aplicacion de momento

1 n
p=Pripg+ ...+ Pripg, :C" — R u(z1,...,2,) = —5 Zk:j|zj|2.
j=1
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Ejemplo 3.43. Sea la accion natural de U(k), en la simplética (M(k x n,C),w),
donde M (k x n,C) denota espacio de matrices complejas de k x n. Identificando el
dlgebra de Lie u(k), con su dual vial producto interno (A, B) = tr(A*B). La dicha

accion, es Hamiltoniana con la aplicacion del momento dada por:

2

Considero la siguiente identificacion:

: Id
WZ)=Lz22" + 5 2 €M(kxn,0).

211 212 Z1n
Z91 29292 Zon

Z = ] ) ] <~ (Zl...Zn),
Rkl Rk2 Zkn

le
~2j ENY k k
donde z; = y una accion diagonal en C¥ x ... x C¥,
—_—
n
ij

AZ =(Ax,...,Az,), AcU(k),Z € M(k xn,C).

Como U(k), actia en j-enésimo factor C* de C* = CF x ... x C*, de manera
Hamiltoniana (por el ejemplo , con la aplicacion de momento p; : C* — u(k),

dada por p;(z;) = %zjz;. Por el teorema|3.70, la accién diagonal U(k), en CF es
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Hamultoniana con la aplicacion del momento:

w(Z) = p(z1) + - + pn(zn)

1
= E{zlzf + .+ 2z}

211 212 Z1n
1 221 o B 292 o B Zon o B
= 5{ : (le Z291... Zk1> + (212 299... Zkg) + ...+ (Zln Zon--- Z].m)}
Zk1 Zk2 Zkn
zr 0
7 0 0
= 5{(21 zn> + ...+ <21 zn) }
0 Zr
| 2
i .
= 5{(21 zn) S}
Zy
Sy A
2
- ) . 1d
Sea i(Z) = §ZZ + 5; Y sea ¢ € u(k). Entonces
)
#2) = tr(Lzze+ £y = 162y + (D)
2 21 277

y por lo tanto, i es la aplicacion de momento.

Teorema 3.71. Sean (M;,w;,G;, ij), Gj-variedades Hamiltonianas para j = 1, 2.
Entonces el producto M = My x My es una Gy X Ga-variedad Hamiltoniana equipada

con la aplicacion del momento Pripu; X Prjis.

Demostracién. Sea & = (£1,&2) € g1 X go. Entonces

d
Mp) = 7|, exp(t).p

= ( %(Pl)yfé%(}?z))'
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Sea w = Prijw; + Prjws, 2-forma sobre M; x M. Luego,
ienw(T) = (fen Priws +dgw Priws) (7)
= wWi(Pri.(E"), Pri(Z)) + wa(Pra. (€M), Pra. (1))
= i (Prou(@)) + dps? (Pra. (7))
= d(m o Pry)™ (&) + d(p2 0 Pry) % (7)
= d((Prip, &) + (Pryps, &) (2)
= d(Prim X Pryus, (&1, ))(Z).

Para probar la equivarianza, se sabe que C(y, ¢,)(h1, ko) = (Cy, (h1), Cy, (h2)). Luego,

se tiene

(1(g-p); (§1,&2)) = (91-p1), p2(g2 P2>)a (€1,62))

((m

((Adj, pu1 (p1), Ady, pa(p2)), (1, €2))
= (m(p1), A1) + (pa(p2), Ady-185)

(

(

(111(p1), p2(p2)), Adg-1())
Ad*pu(p), §)-

]

Ejemplo 3.44. Sea T" = {(t1,....,t,) € C* : |t;| = 1, para todo j} un n—toro

n

actia sobre (C*,w = Z dzi, A\ dzy) por
k=1

k kn,
(L1, oo tn) (215 ooy 20) = (721, oy T 20,
donde k1, ..., k, € Z, son fijos. Entonces esa accion es Hamiltoniana con la aplicacion

de momento p: C" — (") = R", dada por
1
(21 ey 2) = —§(k1|21|2, woskn|2n|?) + constante.

De hecho, considero (C,w; = %dzj x dzj, S*, u;), St-variedad Hamiltoniana con la

k.
aplicacion del momento ;(z;) = —§J|zj\2+constante (por el ejemplo (3.37). Por el

teorema |3.71|, se obtiene

1
w(z) = (Prips x ... x Prip,)(z) = —§(k1|z1\2, cos knl2a|?) + constante.
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3.3. Teorema de Marsden, Weinstein y Meyer

Finalmente, desarrollo el resultado de Marsden, Weinstein y Meyer, sobre la
reduccion simplética.

El vector (M,w, G, i), denota G-variedad Hamiltoniana, que consta de:
» (M,w), una variedad simplética.
m p: G X M — M, una acciéon Hamiltoniana.
= 1 : M — g* una aplicacién del momento equivariante.

Para 7 € g*, sea un subgrupo G, = {g € G : Ad}n = n} del grupo de Lie &, induce

una acciéon ¢ : G, x p~H(n) — p~(n) y se define la reduccidn simplética por:

Myt = N () /Gy,

que viene ser, el espacio topoldgico cociente.

3.3.1. Demostracion del teorema de Marsden, Weinstein y
Meyer

Se denota por G.p y G,.p, las drbitas para las acciones de G y G, respecti-

vamente, en el punto p € M; si p € p~*(n), entonces G,.p C p~*(n). El siguiente

lema de reduccion, justifica hechos importante entre espacios tangentes de orbitas y

la derivada de la aplicacién del momento.

Lema 3.72 (Lema de reduccién). Sea (M,w,G,u), G-variedad Hamiltoniana.
Sin € g*, es un valor reqular de u, p € u='(n) y G.n denota la érbita coadjunta en

n entonces:
a) p(Gn) =G.u(n) ={gp:9€G, up) =n}
b) Gpp=(G.p)Npu~(n);
¢) T,(Gy.p) = Tp(G.p) N T, (" (n));

138

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




TESIS UNA - PUNO

Universidad
Nacional del

Demostracion.

a) u~H(G.n) C Goput(n):

peu(Gn)

T T

G~ (n) C p=(Gn):

peGut(n)

L

b) Gpp C Gpnpu=t(n):

qe Gy,p

Gpnutn) C G,p:

qgeGpnut(n)
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pu(p) € G

w(p) = g.n, para algin g € G

Ady-1pu(p) = n, para algin g € G

1(g~".p) = n, para algin g € G, (por la definicién (3.39))

p=g.(97"p) € Gu'(n).

p=g.q paraalging € Gy q e p~'(n)
n(p) = Adgn € G.n

pep (Gn)

= ¢ =g.p, para algun g € G,

= plq) = Adyu(p) = n
= qeGpnu'(n),

q = g.p, para algiin g € G'y pu(q) =1
q=g.p,n = p(g.p) = Adyu(p) = Adyn
q=g.p, g € Gy

qge Gyp
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Figura 3.9: Lema de reduccion.

¢) Primero supongo que X, € T,(G.p) N T,(17*(n)). Entonces X, = &M (p), para
algiin € € gy, X, € T, (n). Por otro, lado
X, eT,u'(n) = X, € Kerdu,, por la proposicién (1.43)
d
= lenp(t€).p) = duy(€ () = 0.6 € g
d . .
— t:(]Adezp(tg)/ll(p) =0,£ € g, por la definicién (3.39)
= & (n)=0¢t¢cg

dt

Sea v : R — g* una curva integral de &%, dada por y(t) = 7. Sea la curva
¥ : R — g*, definida por () = Adg, | ie)n, con 7(0) = n entonces 7 es curva
integral de £%°. Por unicidad de curvas integrales, v = 7, es decir Ad;‘xp(ti)n =,
para todo t € R. Por consiguiente, { € g, = {{ € Lie(G) : exp(t§) € G,, Vt € R}.
Reciprocamente, supongamos que X,, € T,(G,.p) entonces X, = £M(p), para algin
€ € g,. Por el resultado b), se tiene G,.p C G.py G,.p C p'(n), luego resulta que
Xy € T,(G.p) y Xp € Tp(n™ ())-

140

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO [ Nacional del
Altiplano

d) Tp(u~'(n) C T,(Gp)=»
Si X, € T,(17*(n)), entonces X, € Kerdu,. Sea V€ T,(G.p) = {¢M(p) : ¢ € g} un

arbitrario. Entonces

wp(Xp, V) = —tywy(X,)
= _iCM(p)Wp(X;D)v CM(p) =V
= —d(u,(),(X,), por definicién (3.38))

= _<dﬂp(Xp)a ¢)
= 0.

En consecuencia, wy,(X,,V) =0, VV € T,(G.p), o sea, X, € T,(G.p)“*.

To(Gp) C Tp(u="(m))
Supongo que X, € (T,(G.p))r = {U : w,(U,V) = 0, YV € T,(G.p)}, entonces
wp(X,, V) =0, VV € T,(G.p) = {M(p) : £ € g}. Asimismo,

wp(Xp, €Y (p) =0, VE €8 = dempuwy(X,) =0, VE € g
= (dpp(Xp),€) =0, £ €0
= dup(X,) =0, o
= X, € Kerdu,

=

X, € T,(n*(n)), por la proposicién (T.43)).

Se concluye que, X, € T,(1*(n)).
O]

Finalmente, desarrollaré la prueba del teorema de Marsden, Weinstein y Meyer.

Teorema 3.73 (Teorema de Marsden, Weinstein y Meyer). Sea (M,w, G, 11),
G-variedad Hamiltoniana con accion propia y con aplicacion del momento p: M —
g*. Supongamos que n € g*, es valor reqular de i y que la accion inducida de

Gy =1{9€G:Adn=n} en u~'(n) es libre. Entonces:
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a) El espacio topoldgico M;ed, es una unica estructura de variedad suave tal que

la proyeccion natural 7, = p=(n) — M;ed, es una submersion suave.
b) Existe una unica forma simplética w, sobre M;,"ed tal que
T W, = iy w, (3.47)
donde i, : p=(n) — M, es la inclusion natural.

Demostracién. a) Como (M, w, G, u), es G-variedad Hamiltoniana, entonces p es
una aplicacién del momento con 7 € g*, valor regular. Por el teorema de valor regular
p~(n) es una subvariedad incrustada de M.

Afirmacién: La accién propia ¢ de G' en M, induce una accién propia de G, en
pt(m).

En efecto, defina ¢ : G, x =t (n) — u=(n), (9,p) — g.p. Se sabe que = '(n) es
invariante por G, y por tanto, ¥ esta bien definida.

Sean (g;) y (pi) secuencias en G, y p'(n) tales que (g;p;) vy (p;) convergen en
= (n). Como p='(n), es una subvariedad y i : u~!(n) < M es suave, entonces en
particular, i es continua; se sigue, (p;) v (g;.p;) convergen en M. Por hipétesis, ¥ es
propia entonces (g;) tiene una subsecuencia (g;, ), que converge en G. Pero G, es
cerrada de ahi (g;,) converge en (. Por consiguiente, 9" es una accién propia.

Tenemos:

» G, es un grupo de Lie (por teorema [3.36)),

» (,, actia suavemente, libremente, y propiamente en pu~*(n).

Entonces, por el teorema de la variedad cociente [3.39] el espacio de drbita (1) /G,
es una variedad topdlogica de dimensién dimp~'(n) — dimG,, y tiene una tnica es-
tructura suave tal que la aplicacién m, : p='(n) — p='(n)/G,, es una submersion

suave.

b) Como m, : p~"'(n) — M;*®, es una submersién suave entonces para cada

p e pt(n), Ty : Tp(p'(n)) — T M7 es sobreyectiva, o sea, para todo V' €
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Tip M existe X € Tpu~'(n) tal que my,,(X) = V. Defina w, por
Wnlp] (Wn*p<X1)a Top(X2)) = wp(Xi, Xa), (3.48)

donde p € p~'(n) y X1, Xa € T~ ().

Para demostrar que wyp,) : T[p]Mged X T[p]M;ed — R, definida por ,
estd bien definida: basta verificar que el lado derecho de la ecuacién (3.48)), no
depende de la eleccién de p € p='(n) y X1, Xo € Tpu~'(n). En efecto, sea p € ()
y X1, Xy € Tou'(n) tales que

[p] = [Bl, Tpep(X1) = 7T??*;A'?(le) Y Tpup(X2) = 7Tn*13<X2)-

Entonces existe g € G, tales que p = ¥7(p),

W”*p<(w3)*ﬁ()~(1) - Xl) = Tep(X1) — Tpup(X1) = 0,
T ((U).5(X) = X) = 0.

Ast, (1) (X)) = X1 € Ty(Gy) v (8]) 4(X2) — Xo € T,(Cyp).

ntp) (Tnep(X1), Tpp(X2)) = wp(X1, Xa),
= ( ) (W +(X1), (1/12)*;3(5(2)),
= wp(X1+<w )ep(X1) = X1, Xo + (4)p(X5) — Xa),
= wp(X1, Xo),

= W) (Tyap(X1), Tup(X2)).
En consecuencia,

W [p] (Wn*p(Xl),wn*p(Xg)) =w,(X1,Xs), Vp € p ) = oWy = iyWw.

La unicidad y suavidad de w,, se sigue de la aplicaciéon m,, submersiéon suave y

sobreyectiva. Ahora verifico que w;,, es cerrada y no degenerada: como dw =0y
mdw, = dmw, = d(i;w) =0,
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o red
I M

Figura 3.10: La definicién de w;,.

resulta que mydw, = 0. Usando que m, es submersion suave, se concluye que dw, = 0.
Para demostrar que w, es no-degenerada en M;ed, sean [p] € M;ed Y Toep(X1) €

Tip) M tal que
Wlp] (Wn*p(X1)77Tn*p(X2)) =0,

para todo my.,(Xa) € Tiy My
Por la definicién de w;, (en la ecuacién (3.48))), obtenemos

wp( X1, Xz) = 0, para todo Xy € T,u~'(n).

Lo que implica X; € T,u~1(n)*". Por el Lema[3.72/c) y d), se tiene X; € T,u~t(n)*" N
Top () = T,(Gy-p). Ademés, del isomorfismo Tjy, (,u_l(r])/Gn) =~ Tt (n) /T, (G,.p),
se concluye 7,,,(X1) = 0.

]
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3.3.2. Ejemplos de reducciéon y algunas aplicaciones del teo-

rema

Ejemplo 3.45. Seaw = % Z dzpNdz, = Z dziNdyy, la forma simplética estandar
k=1 k=1
en C". Sea la accién de S* en (C",w):
P St —s Dif f(C")
t—  P(z) = (t.z, ..., t.zn),

donde z = (z1, ..., z,). En el ejemplo para kv = ... = k, = 1 se mostro que es
Hamiltoniana con la aplicacion del momento
p :C" — (Lie(SY))* =R
I, o
OIS D ST

donde C', es una constante.

1
Si C = 5 entonces p=t(0) = S?"71 es la esfera unitaria. Por el teorema |3.79, el

espacio de orbitas del conjunto de nivel del la aplicacion de momento esta dada por:
,LL_l(O)/Sl — SQn—l/sl — C]Pm_l,
es una variedad simplética.

Ejemplo 3.46. Para la accion natural de U(k), en M (kxn,C) con la aplicacion de
momento fi (encontrada en el ejemplo[3.43), se tiene i=1(0) = {A € M(k x n,C) :

AA* = Id}. Entonces el espacio cociente
fH0)/U(k) = G(k,n),
es una variedad grassmaniana de planos de dimension k en C™.

Ejemplo 3.47. Sea una accion b : G x G — G, (h,qg) = Ly(g). Dicha accion
induce una accion sobre T*G':
v: GxTG — T*G
(hoag) > blhag) = (L) (ay).
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Por el ejemplo[3.39, se tiene como la aplicacion de momento de la forma:
u: T°G — g
ag — plag) = (Ry)hoy € T7G =g,
donde oy € Ty G.

La accidn b es obviamente libre. Como ) es propia entonces verifico que 1 es propia:
Sean (g;) y (i) secuencias en G y T*G, respectivamente tales que (zzgi(ai)) y ()
convergen. Entonces (W(ai)) Y <¢gi (W(ai))>, convergen (usando la equivarianza
de ). Como G actia propiamente en G, resulta que (g;) posee una subsecuencia
convergente en G. Por consiguiente, G actia propiamente en T*G.

Sea n € g* = T7G y denoto por a,, € QYG), la forma diferencial invariante a la

derecha sobre G definida por o, = (qu)* (n).
g *g
o {an . Qn g (Rg‘l)*g(n)> para todo g € G} yut(n) =
{ag eT*G : ploy) = (Rg)zl(ag)}. Sea o, ,

= Asi, ay)

Sean los conjuntos oy,

€ oy

. Entonces
G

*

)= (R9>:1(a/77‘g) = (Rg‘l © Rg) (n)=n

(e, N

g

se obtiene o,

. C u=*(n). Reciprocamente, para todo oy € = (n), se tiene p(ay) =

n, o sea, (Rg):l(ozg) =n. Luego,

Resulta que, p='(n) = a,| . Debido a

)= (), e (re) )
= (RyvoLin) ()

= (Oh—l oRy-10 Rg—l) ()

xhg

— (Rg_1>* O(Rh—1>* OAdZ—l("’])

*hg *h

= (R(hg)_l)* (n), puesh € G,

*hg

Yn(ay

La G, accion sobre p=*(n) estd dada por

Yy (3.49)

):an
g

hg‘
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Como (R9>i1f
ma de la reduccién el espacio de drbita p(n) /G, es una variedad simplética.

es biyectiva entonces u, es una submersion. Luego, aplicando el teore-

Ejemplo 3.48. Sea G un grupo de Lie y sea (T*G,w, G, n), G-variedad Hamiltonia-
na (en el ejemplo . Para cualquiern € g*, el espacio simplético (,ufl(n)/Gn, wn)
es simplectomorfismo a la orbita coadjunta (On,won).

Sea 1, la 1—forma tautolégica y w = —dr, la forma simplética estandar en T*G.

Sea la aplicacion

M_1(77> — O,

ay — Ad ..

g
Induce,

o m)/Gy — Oy
o | ellon| ) = Adyn

es una aplicacion bien definida: sean |,

o] € 1)/ tal que foy| ] =

g1

[ay| ], entonces existe h € G, tal que ¥(h, ov,| ) = au| . En consecuencia, Ad;_m =
92 g1 1

92
Adz,ln. Se descompone ¢ como:
2

N_l(n)/Gn — G/Gy — Oy,

De aqui, p='(n)/G, = G/G, y G/G, = O,. Asi, ¢ es un difeomorfismo. Demos-
traré que

* Op
Pw = wy.

Debido a la ecuacion , es suficiente mostrar que:

* * O
mropw® = wl 3.50
7°¥ T(u= () (3.50)
Ahora, usando el difeomorfismo F : G — «y & g — oy| obtenemos el espacio
9
vectorial tangente a pu='(n) en a,
Tan‘ (/fl(n)) - F*Q(TQG)

g9
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Ast, en el lado izquierdo de la ecuacion obtenemos:
730 0" 6% (yeg (€(9)) g (€9(9)) ) = (9 0 70) @ (g (67(9)) peg (€(9)) )

= withe (9070 03)sg(€9(9)). (10 0 7y © )4 (69(9)))

Para cualquier f € C*(0O,),

(pomoan)al(9)f = —| (fopomoay)(exp(t).g)

= A )

= % t:Of(Ad;71 exp(—t€)g o Ad;‘;fl?’])

= 2l (Adip(—1aa, 1¢) © Adg1(n))
= _(Adg_lg)on(f)(/ld;_ln)

= —(Ad,1€) (AL ) f,

donde <Ad971€) O”, denoto campo vectorial definida por generador infinitesimal para

la accion coadjunta. Por consiguiente,

(om0 a)(€(g) = —(Ady1€)”" (Ad:-in). (3.51)

o - o :
Luego, sustituiendo la ecuacion (3.51) en w,g . se obliene:
.

Wt ((Adg_lg)on (Ad:_1m), (Adg_lg)omd;,m)) — —(Ad’_1p, [Ady 1€, Ady 1))

= _<777 [§7§]>
Para el lado, derecho de la ecuacion tenemos:

wan(g)(an*g(SG(g))’O‘n*g(gG(g))) = —(a;w)g(fc’(g),fa(g))
= —(day) (£%(9),£%(g)), por la proposicién [3.51

= =%y, g(fG(g)) +&99) O

(I€%(9),€%(9)))

g

= =)&) + 90, &) + o

= =& €D

QO

(I€%(9),€%(9)))

g
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Por lo tanto, ¢ es un simplectomorfismo.

Una de las aplicaciones del teorema [3.73] es para construir aplicaciones del
momento en espacios proyectivos complejos. El siguiente ejemplo es caso general,
para dos acciones de grupos de Lie que conmutan y actian suavemente en una

variedad simplética, se plantea de la siguiente manera:

Ejemplo 3.49. Sea (M,w, K, ug), K-variedad Hamiltoniano con pg : M — €.
Sea (M,w,G, ug), G-variedad Hamiltoniana con pg : M — g*. Supongamos que

las acciones de G y K sobre M conmutan. Tenemos:

i) Si px es invariante por G, con K conexo, entonces jigxx = pig X pig : M —
(g x €)* = g* x t*, es una aplicacion del momento para la accion de G X K

sobre M.

ii) Sea v € €*, el valor de regular de px. Si la accién de K, en ug'(v), es libre
y propia, entonces G induce una accion simplética en M, = ui' (v)/K, y con

la aplicacion del momento natural p, : M, — g* (inducido por ug.)

Primero verifico i). Como g es invariante por G, con K conexo entonces ik (exp(t€).p) =
px (p), para todo p € M y para cada & € g, o sea, d{ux,()(EM) =0, para todo & € g
y (et

Luego, para todo ¢ € ¢
_ ¢
- X,u%. (/’LG)
= {N$G> M%(}
= —dpi(¢")
= 0

Como K es conezo, entonces jig es invariante por K.

Considero una accion de G x K en M por:
(9:k)p = g.(kp)=k.(gp) (3.52)

149

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO [ Nacional del
: Altiplano

Para todo (§,() € g X ¢,

&OMp) = exp (t(£,¢)).p

(exp(t§), exp(t()).p

t=0

_ exp(t&). exp(tC).p

p) + ¢M(p).

RN ENN PN

Donde
ieomw = w(E™ + (M) = denw + denw = dpg; + dp
de ahi § L
€ ant, MGXK :uG M-

Verifico la equivarianza de ugxx: para todo p € M y para cada (g,k) € G X K,

nexx ((9,k).p) = (9.k.p), i (9-k.p))

(o

(1c(9-p), px(k.p)), pues pg es invariante por K
- (Adg'uG , Adj i (p))
Ad;(kg,k) (MG7 NK) (p)

Adz‘%k):quK(p)'

En consecuencia, paxix : M — g* x € es una aplicacion del momento.

it) Como v € € es un valor reqular de px y satisface las hipdtesis del teorema

resulta que (M,fed = u;(l(y)/Ky,wy> tiene una estructura simplética tal que
W, = 1w, (3.53)

donde , : py (V) — M4, es la proyeccion natural e i, : uy' (v) — M la inclusion.

MLM
/ / jMG
—1 w; -1 *

pg (V) ——— i (v) g
ﬂ-yl lﬂ'y /
Mred

Mred

v

g,v
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Defina aplicaciones 1y, pi (V) — pit(v) por

vy (p) = 9g-ps (3.54)

Y g s M2 — M por

You(lPlk,) = l9-Plk,- (3.55)

Claramente, dichas aplicaciones estan bien definidas porque pg es invariante por G.
Entonces las igualdades Y , son acciones del grupo Lie G que actia en
pi (V) y Mred, respectivamente.

Antes, verifico que G actia de manera simplética en M"¢%:

m(vpu) = () (nw)

Como m,, es inyectiva, entonces ¥y W, = w,.

Defina p,, : M7 —s g*, por

m(ple,) = nelp) (3.56)
Se justifica que p,, estd bien definida:

Pk, =ldk, = 3ke K, p=kyq
= pa(p) = pa(k.q) = palq)

= w([plx,) = m(ldlx,)

Finalmente, pruebo i, es la aplicacion del momento para la accién de G en M"°%:

parap € pi'(v) y € € g,

Ty © ¢gxp(t§) = ¢exp(t§),y om, — Tysp (gM(p)) = ngred ([p]Kl,) (357)
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de aht,

= wp (Y (D), (i) wp(v))
= G () Wp(lnap(V))
= A1), (ivep(v))
= (W;*pdﬂi[p])(v)
— (mdu),(v)
o0 sea, igMgede = dut. Por otro lado, se tiene la equivarianza: para todo g € G, y

para cada [p|k, € M,

Adyp([plk,) = Adypc(p) = ne(g-p) = 1 (9-[plr,)-

Los ejemplos particulares del ejemplos anterior, son para definir aplicacién de

momento en CP":

Ejemplo 3.50. Sea la accion natural de T*! en CP", dada por:
(e, e ) [z iz = [z c ez,

define una accion Hamiltoniana. En efecto, sean las acciones naturales de S' en

C"*! dada por

0

e (20, 2) = (€ 29, ..., €7 .2,)

y T en C*L, como

(e e ) (20, ..y 2n) = (€20, ..., €41 2,).
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Los cuales son Hamiltonianas y fueron justificadas en los ejemplos [3.49 y [3.44).

Como satisface las hipdtesis del ejemplo[3.49, se tiene:

20 Zn
Hepn [ZO Lt Zn] = /_LTn-H( y ey )
( ) =1 =

Usando la aplicacion de momento prn+1, obtenemos

|20/ | 2nl”

e B) = (5 s )

Ejemplo 3.51. Sean la accion de U(n + 1) en CP":

A.z] = [Az], para A€ U(n+1), y[z] € CP",
es Hamiltoniana. De hecho, considerando las acciones Hamiltonianas naturales de

Sl ep Cntt y
Z0

Az=A | |, AcUn+1)
Zn

que tienen las aplicaciones del momento g1 : C"*1 — Lie(S*)* = R dada por

1 — 1
—5 2l 5y pwe 1 CF s u(n 1) = u(n + 1), como
k=

151 (20, s 20)

yZn) = 3zz* Usando el ejemplo|3.49,

MU(n—‘,—l)(ZOa

HCpr © To = [y(nt1) © l0,

donde mo : pigt (0) — pigi (0)/S* yig : pugi (0) = C™™L. Por lo tanto,
i 22"

per (1) = oo () = o

Ejemplo 3.52. Supongamos que G = S actia en C*"™, por

imo6 20 eimnG > )
. ’ <n )y

g oo

e (20, ..., 20) = (e

donde my, ...,my € Z. Por otro, lado la accion natural S* en C"* define la aplica-

1 1
—3 Z |2k |* + 5 Por el ejemplo|3.49 se tiene,
k=

cion de momento pgi(z) =

[P © T = fiG © Tg,
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donde ig : pg (0) — C™™ es la inclusion, mo : pg (0) — pgi (0)/S la aplicacion
1 n
cociente y ug(z) = —5 ka|zk|2 la aplicacion del momento para la accion de G.

k=0
Entonces, pcpr : CP" — Lie(S")* 2 R es definida por:

n
D il
1%=o

pcen ([2]) = _§_||T'

154

Repositorio Institucional UNA-PUNO

No olvide citar esta tesis




Universidad

TESIS UNA - PUNO %\ Josf Nacional del
Altiplano

Capitulo 4

Conclusiones

1. Se logré demostrar el teorema de la variedad cociente, para acciones suaves,
libres y propias, de un grupo de Lie G en una variedad suave M, mediante
una carta adaptada en M, se construye una carta en el cociente topdlogica
M/G y satisface los requisitos necesarios para ser una variedad topoldgica y

finalmente, una estructura suave.

2. Los problemas de aplicacién de momento fueron justificados satisfactoriamente

usando la definicion, los cuales me permitieron para reducir la variedad.

3. Para la construcciéon de una forma de grado 2 en Mged, se verifico la igual de
la interseccién de espacios tangentes a las d6rbitas con el espacio tangente al

conjunto de nivel. Lo cual me facilité construir la forma en M:;ed.

4. Con el uso teorema de Marsden, Weinstein y Meyer, se reduce la variedad
simplética a otra variedad simplética de dimensiéon menor que el original, y
ademds es posible demostrar para dos acciones Hamiltonianas, de dos grupos
de Lie diferentes que conmutan sobre una variedad simplética para define una
aplicacion de momento en la variedad cociente. En particular, sirve para definir

una aplicacién de momento en el espacio proyectivo complejo.
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Capitulo 5

Recomendaciones

1. Antes de iniciar la lectura del teorema de Marsden, Weinstein, y Meyer, se
recomienda leer conceptos basicos de variedades suaves, subvariedades incrus-
tadas, espacio cociente, formas diferenciales, y variedades simpléticas, para

que el lector pueda entender sin ninguna dificultad este trabajo.

2. Durante el trabajo surgieron preguntas, que podrian ser consideradas en futu-
ras investigaciones por ejemplo, recomiendo: el teorema de reduccién singular,
reduccion en variedades de Kahler para construir cocientes de Kéhler y estruc-

turas de hyperkahler.
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Anexo 1

Teorema de la funcién inversa y

del rango

Teorema 1.1 (Teorema de la funcién inversa). Suponga que U y V' subconjuntos
abiertos en R™ y F' : U — V| una aplicacion suave. Si DF(a), es invertible en algin
punto a € U, entonces existen vecindades conexas Uy C U de a y Vo C V' de F(a)

tal que F'| Uy — Vy, es un difeomorfismo.
Uo

La prueba de este teorema esta basada en un resultado elemental sobre espacios
métricos, que describimos primeramente.
Sea (X, d), un espacio métrico. Una aplicaciéon T': X — X, es dicho una contraccion

si, existe una constante A € (0, 1) tal que
d(T(2), T(y)) < Ad(x,y), ¥z, € X.

Claramente, cualquier contraccion es continua.

Un punto fijo de una aplicacién T : X — X, es un punto x € X, tal que T'(z) = x.

Lema 1.2 (Lema de contraccidén). Sea (X, d), un espacio métrico completo no

vacio. Cualquier contraccion T : X — X, tiene un unico punto fijo.

Demostracciéon. La unicidad es inmediato: si  y 2’ son puntos fijos de T, con

x # x', entonces

d(z,2") = d(T(x), T(z") < Md(x, ).
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O sea, A > 1 es una contradiccion.
Para probar la existencia de un punto fijo, considere un punto xy, arbitrario de X y
defina una secuencia (z,), inductivamente por z,; = T'(z,). Para cualquier i > 1,

obtenemos

d(ws, Tig1) = d(T(2i-1), T(7)) < Md(wi-1,73),

y por induccién tenemos

d(.Ti,l’H_l) S )\d(.’lfl‘_l,ﬂii) S )\Qd(Ii_g,(Ei_l) < .. S /\id(.To,I‘l).

SiNeNyj>1> N, entonces

d($i, .Tj) S d(l'“ xi-l—l) + d(.’l?i_H, xi+2) 4+ ...+ d(a;j_l, ZL’j)
()\l + ...+ )\j_l)d(l’o, iCl)
XN (Y M)d(xo, 1)

k=0

A

IN

ln(de(l—)\)
Asi, existe N(g) = [M

)
S — 1-‘ € N tal que
j>1>N=d(x;,z;) <e.

En consecuencia, (z,) es una secuencia de Cauchy. Por tanto, (z,) converge para

un punto x € X. Como 7', es continua, entonces

T(QZ) - T(nh—1>noo l‘n) - n1£>nooT<xn> - nh—>nloo Tnt1 = 2.

]

Prueba del teorema de la funcion inversa. Empezamos con algunas modifica-

ciones a la funciéon F'. Primero, defina la funciéon F; por
Fi(z) =F(z+a)— F(a),

en una vecindad de 0, que es suave y satisface F1(0) = 0 y DF(0) = DF(a);

claramente, F' es un difeomorfismo es una vecindad conexa de a si, solamente si, F}
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es un difeomorfismo en una vecindad conexa de 0.

Segundo, la funcién F, = DF;(0)~! o F} es suave en la vecindad de 0 y satisface
F5(0) = 0y DF5(0) = I,; y si Fy es un difeomorfismo en una vecindad de 0,
entonces F7 también lo es y por lo tanto, F' es un difeomorfismo. De aqui en adelante,
remplazamos F' por F5, asumiendo que F' estd definida en una vecindad U, en el
origen 0, F'(0) =0y DF(0) = I,,. Como z — DetDF(x), es una funcién continua
de z entonces existe una vecindad U de 0 contenido en U tal que DF(z) es invertible,
para cada z € U.

Sea H(x) = x — F(x), para € U. Entonces DH(0) = I, — DF(0) = 0. Como
las entradas de la matriz DH (z), son funciones continuas de z entonces existe un
ntimero § > 0 tal que Bs(0) C U y para todo & € Bs(0), se tiene |[DH (z)| < % Si

z, 7' € Bs(0), entonces

1
[H(2") —H(z)] < Fla" ] (L1)
En particular, tomando x’ = 0, esto implica
1
[H(z)|] < glal. (I.2)

Como 2/ —x = F(2') — F(x) + H(2') — H(z), entonces

o — | < |F(«') — F(@)| + |H(') ~ H()| < |[F(') ~ F@)] + g2’ — ),

o0 sea,
|2 — 2| <2|F(2') — F(x)], (1.3)

para todo x, 2’ € Bs(0). En particular, esto demuestra que F, es inyectiva en Bs(0).
Ahora, sea y € Bj/(0) arbitrario. Afirmacién: existe un tnico punto x € B;(0) tal
que F(z) =y. Sea T'(x) =y + H(x) = y+ x — F(z), de modo que T'(x) = x es
equivalente a F(x) = y.

Si |x| < 0 entonces
J 1
T(@)| < Iyl + |H)| < 5 + Lol < (L
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asi, T(B5(0)) C Bs(0). De la ecuacién (1), obtenemos
1
T(2) = T(2')| = [H(x) - H{@)| < S|z — |-

Por consiguiente, 7" es una contraccién. Como Bs(0) es un espacio métrico completo

entonces por el lema T tiene un tinico punto fijo x € B;(0). De ,
|z = [T(x)] <4,

de hecho x € B;s(0).

Por lo tanto, existe un tinico x € Bs(0) tal que F(z) = y.

Sea Vo = Bs2(0) y Uy = Bs(0)NF~1(Vp). Entonces Uy es abierto en R" y I : Uy —
Vp es biyectiva, asi F~!: Vy — Uy existe. Sustituyendo x = F~(y) y 2’ = F~1(y/)
en , muestra que I’ es continua. Asi, F': Uy — V; es un homeomorfismo y se
sigue que Uy, es conexo porque V; lo es.

La tnica cosa que falta probar es que F~!, sea suave. Demostremos que F~!, es
diferenciable en cada punto de V; y con derivada total dada por D(F~!)(y) =
DF(x)7!, donde z = F~1(y).

Sea y € Vj arbitrario y escoja x = F~1(y), y L = DF(z). Necesitamos demostrar

que
U\ — =10 — T ~1(a) _

i FW) — F 7 (y) — L7 (Y — y)

vy Y =yl

Dada y' € Vi — {y}, escribimos ' = F~!(y') € Uy — {z}. Entonces
Fy) - F ) - L7 —y) _ L_l(L(x’ —)— (' - y))
ly' =yl [l

_ |z’ — x|L_1< _ F(a') = F(z) — L(2' — a;))

v =yl |2’ — x|

= 0.

| /

El factor

1 x||’ es acotado por 2 (por ), y como L~! es lineal por lo tanto, es
y—-y
acotado. Es decir,

F—l / _F—l _L—l /o

’ (¥) I@) (y yw < 9L

Y =yl
Como y' — v, se sigue que ' — z (por continuidad de F~1).
F“@3—F“@%<Uﬂy—yw F@W—F@%—Mf—ww
v =yl |2/ —

F(z') — F(x) — L(2' — x) ‘
2" — x|

lim
Yy —y

< 2|L7Y lim

' —x

= 0.
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Esto completa la prueba de que F'~!, es diferenciable.
Como F~! es diferenciable, entonces exiten derivadas parciales de (F~1)'y DF1(y) =
JF~(y), en cada punto y € V;. Observe que la formula D(F~1)(y) = DF(F~'(y))™!

implica que la aplicacién y — D(F~1)(y) es la composicién:

Yy P () —2E DF(F-1(y)) — DF(F-1(y))", (L5)

donde i, es inversién matricial. En esta composicién, F~! es continua; DF', es suave
pues, sus funciones componentes son derivadas parciales de F'; y i es suave , porque
por la regla de Cramer, las entradas de una matriz inversa son funciones racionales
de las entradas de la matriz. Como D(F~!), es una composicién de aplicaciones
continuas, entonces D(F~') es continua. Asi, las derivadas parciales de F'~! son
continuas, en consecuencia F'~! es de clase O,

Ahora supone por induccién, para F~! € C* es valido. Esto significa que cada una
de las aplicaciones en , son de clase C*. Como D(F™!), es una composicién de
aplicaciones C*, entonces D(F~!) es C¥; esto implica que las derivadas parciales
de F~! son de clase C*, en conclusién F~!, es de clase C**'. Continuando por

induccién, '~ es suave. O

Teorema 1.3 (Teorema de rango). Sean U C R™ y V C R" conjuntos abiertos,
y F .U — V una aplicacion suave con rango constante k. Para cualquier p € U

existen cartas coordenadas suaves (Uy, ) para R™ centrada en p y (Vo, 1) para R™,

con Uy C U y F(Uy) C Vo CV tal que
Yo Fop Hat, ... ok o 2™ = (21, ...,2",0,...,0).

Demostracién. Como DF(p), tiene un rango k entonces existe una submatriz de
k x k con determinante diferente de cero. Reordenando las coordenadas FV y z7

podemos suponer:
DG~ (70
* *
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donde (@)(p) es un submatriz de k X k.

Oz
Consideremos coordenadas estdndares (z,y) = (2!, ..., 2% y%, ...,y F)en R™ y (v, w) =
(vl ., vF wl . w™F) en R™. Sin perdida de generalidad podemos suponer que

p=1(0,0) y F(p) = (0,0).
Si F(z,y) = (Q(x,y), R(x,y)), para algunas aplicaciones suaves Q : U — RF, Q =
(Q',...,Q%) vy R: U — R"* entonces

9Q.(0,0) ... 22:(0,0)
Det : : # 0,
9%(0,0) ... 22:(0,0)

por hipodtesis.

Defina ¢ : U — R™ por p(z,y) = (Q(z,y),y). Su derivada en (0,0) es

99.(0,0) 92(0,0)

oy
0 Im—k

Dy(0,0) =

de lo cual DetDyp(0,0) # 0. En consecuencia, por el teorema de la funcién inversa
existen vecindades conexas U de (0,0) y Uy de ¢(0,0) = (0,0) tal que ¢ o Uy —
Uy es un difeomorfismo.

Escribe

-1

(r,y) = (Alz,y), B(z,y)), (1.6)

Up

'

donde A : Uy — R* y B : Uy — R™ % son algunas aplicaciones.

Calculemos

(z,y) = ¢(A(z,y), B(z,y)) = (Q(A(z,y), B(z,y)), B(z,y))

1

de eso, se obtiene y = B(x,y), y por tanto, p| , es de forma

Up
—1

(z,y) = (Alz,9),y). (1.7)

Uo

¥

Observe que
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y implica que

1 ~

Foop| (z,y)=(Q(A(z,y),y), R(A(z,y),y)) = (z, R(x,y))

Uo
donde R : Uy — R"* es definida por R(z,y) = R(A(z,y),y).
-1

La matriz Jacobiano de F'o | , en un punto arbitrario (x,y) € Uy es:

Uo
-1 Ik 0
p(Foe V= | "
o G (z,y) G (z,y)
-1 i
Como ¢| esun difeomorfismo entonces rankF = rank(Foyp| ), osea, —(x,y) =
Uo Uo oy’

0, para todo (z,y) € 0o, y paracada i =k+1,...ny j=k+1,...,m. Lo cual
implica que R, es independiente de y. Si S(z) = R(z,0), tenemos
-1
Foop " (x,y) = (z,5(x)). (1.8)
Ahora, necesitamos definir una carta suave en (0,0) € R™. Sea Vy = {(v,w) €
V:(v,0) € Uo} C V, el conjunto abierto que es una vecindad de (0,0) (porque
(0,0) € Uy) y defina ) : Vy — R”, por

(v, w) = (v,w = S(v))

suave y cuya inversa ¢! : R" — Vp, v~ 1(s,t) = (s,t+ S(s)) también es suave; asi,
(Vo, 1) es una carta suave en R™. Luego,

-1

YoFoyp ; (x,y) = (z,S(x)), por ecuacién (/,8)
0
= (z,0).
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