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Resumen

Para la construccion del grado topoldgico finito dimensional denominado Grado de Brouwer para funciones
de clase C!, es necesario definir una aplicacién deg : {(f,)} — Z, donde f : Q C R" — R", es una aplicacién
continua definida en  C R™, con () abierto y acotado, y € R"™, tal que y ¢ f(9), asociaremos a (f, )
un ndmero entero, que se denotard por deg(f,2); ademds esta aplicacién tiene que cumplir la propiedades
de normalizacién, aditividad e invariancia homotdpica; para finalmente poder definir la aplicacién deg, de la
siguiente manera:

deg(f,Q) = Z sgn det Dg(x)
xeg—1(0)NQ

Como el resultado de la aplicacién deg : (f,2) — Z es un valor entero, nos permite saber, segtin lo obtenido
si la aplicacion f estudiada tiene o no tiene solucién mediante el siguiente criterio: si deg = 0 la ecuacién
diferencial no tiene solucién, pero si deg # 0 la ecuacién diferencial tiene solucién.

Finalmente para el caso en que f sea una aplicacién diferencial, y la ecuacion

£i(t) = () fi(z(t)), 1<i<n (1)
es una ecuacién diferencial ordinaria periddica, se establecerd un teorema que indique que si deg(h,U) = (—1)",
donde h : R™ — R™ es definido por h;(x) = z;fi(x), 1 <i <mn, x € R™. En particular, existe un equilibrio de
(1) en Int R (es decir un cero de h).

Este teorema garantiza que la ecuacién (1) siempre tiene solucién debido a la definicién del grado deg.
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1. Introduccion e /f\ 7
Q (S
1.1. Grado Topolégico en Espacios de @
Dimension Finita
Dada una funcién continua f definida sobre un donde x € Q, y € f(2) CR", y R™ esta provista
conjunto 2 C R™ como: de la Topologia euclidiana, la interrogante seria que

[

dado un elemento “y”, una funcién continua f, hallar
x en la clausura de Q tal que f(x) =y.

En la ecuacién f(x) =y, se desea saber si existe
0 no solucién a la misma; en caso afirmativo, nos gus-




taria saber si ella es tinica o si hay varias soluciones.
Podemos preguntar, ademas, cémo estan distribuidas
en €.

Observacién: Supongamos que la ecuacién
f(x) = y esta resuelta, entonces, serd interesante
averiguar como cambia el resultado de la ecuacion,
para f y y “cercanos”, en algin sentido, a f e y con
f(x) = ¥, respectivamente.

Considerando los siguiente ejemplo:

Ejemplo 1 Sean R™ conn =1. Seanz € R,y =0
y Q=(=2,2); se define f: Q2 — R como

0 ,si ze{-2,2}U]0,1]
f@)=<¢ z*+2x ,siz e (—2,0)
2?2 =3 +2 ,size(l,2)
| Jl \/
b
De donde

f7Hoy={-2,2}u0,1] (2)

Definamos ahora f : Q@ — R, f(z) = f(z) —¢ con
€ > 0. Resulta que:

B -1

fH{or =0 (3)

Se ve que, a pesar de que f y f estdn prézimas
una de la otra, o que una es una deformacion conti-
nua de la otra.

Cuando se defina una funcién f: Q c R* — R",
continua en 2 C R", con () abierto y acotado,
y € R™ tal que y ¢ f(09), diremos que la terna

(f,9Q,y) es admisible y asociaremos a dicha terna un
numero entero, que se denotard por deg(f,,y).
De esta forma obtenemos la aplicacién

deg: {(f,%y)} = Z

1.2. Axiomas y Propiedades Basicas

El principal propédsito de esta seccion es la formu-
lacion fundamental axioméatica del grado topolégico
y derivar algunas propiedades usuales.

Sea el subconjunto D C R"™, denotaremos por
dD la frontera de D, y por D la clausura de D. Sea
2 C R™ un conjunto no vacio abierto y acotado. Sea
f:R™ — R"™ una aplicacién continua. Diremos que f
es Q-admisible si f(z) # 0 para todo z € 9. Llama-
remos al par (f, ) admisible. Denotaremos por M al
conjunto de todos los pares (f, {2) admisibles. El obje-
tivo es definir la funcién de valor enterodeg : M — Z
llamado grado topolégico de Brouwer, que satisface
las siguientes propiedades:

P-1) Normalizacién.- Sea 2 C R™ un conjunto
abierto, acotado y no vacio, zop € R™ tal que
o € 0S) entonces

1 , sixgef
deg("d_wo’m:{o mﬁgm

donde Id : R™ — R"™ es la aplicacién identidad
y zo denota la aplicacién constante con valor
Zo-

P-2) Aditividad.- Si (f,Q) € M, entonces
deg(f,Q) = deg(f, ) + deg(f,2) siempre
que 7 y Q9 son dos subconjuntos disjuntos
abiertos y no vacios de Q tal que f~1(0)NQ C
0 U Q.

P-3) Invariancia Homotdépica.- Sea Q@ C R™ un
conjunto abierto, acotado y no vacio y h :
[0,1] x R™ — R™ una aplicacién continua, tal
que h(t,z) # 0paraz € Qy t € [0,1]. Entonces
deg(h(t, - )Q), es independiente de ¢ € [0, 1].

Note que la propiedad P-1) es una normalizacién
simple, mientras que P-2) es una formulacién abs-
tracta del propdsito que el deg(f,€2) puede darnos
informacién de la ubicacién de ceros de f en 2 en
el sentido que si 21 y € son subconjuntos abiertos
disjuntos de Q0 y f tiene ceros en una cantidad finita
en Q1 Uy pero no tiene ceros en ) — (1 U Q9),
entonces el nimero de ceros de f en € es, en algin
sentido, la suma del nimero de ceros de f en 21 y (2s.

La propiedad P-3) refleja el propésito que para un
f complicado, el entero deg(f,2) puede ser calcula-
do por deg(g,?) con un g simple, al menos que si f
puede ser continuamente deformado en g por lo que
en ningin momento de la deformacién obtendremos
ceros en la frontera de Q. Sean f, g : [0,1] x R” — R"



dos aplicaciones {2-admisibles. Si existe una apli-
cacién continua h : [0,1] x R® — R™ tal que
h(t,x) # 0 para (¢t,x) € [0,1] x 99Q, h(0,z) = f(x) ¥y
h(1,z) = g(z) para z € R", entonces podremos decir
que f y g son -homotdpicas, h es una homotopia
Q—admisible (entre f y g), y lo denotaremos por

Q Q . .
f ~ g. Se prueba que ~ es una relaciéon de equiva-
lencia. La propiedad P-3) dice que deg es constante

. . . Q
en cada clase de equivalencia de la relacién ~.

Para una aplicacién continua f : @ — R™ definido
solo en €2, podemos aplicar el teorema de extensién
de Tietze (sea X un espacio normal de Hausdorff y
A C X subconjunto cerrado. entonces cada funcién
continua f : A — R tiene una extensién continua
f : X — R) para obtener una aplicacién continua
f: R™ — R™ tal que ﬂ(z = f. Si asumimos que
f(z) # 0 para = € 99, entonces podemos definir
deg(f,Q) = deg(f, Q). Se puede aplicar la invarian-
cia homotdpica para mostrar que la definicién antes
dada de deg(f,Q) es independiente de la eleccién
de la extensién fA de f. Asi, en lo que sigue siempre
asumimos que la aplicacién considerada es definida
en todo el espacio.

Como P1) — P3) involucran sélo conceptos to-
polégicos tales como conjuntos abiertos, aplicaciones
continuas y acotadas, y el grupo Z de los enteros, no
es sorprendente que el grado topolégico antes men-
cionado puede ser construido usando varias técnicas
en la topologia algebraica. El enfoque en la construc-
cién del grado topoldgico es analitica con el fin de
adaptarse mejor a las inclinaciones de los analistas y
matematicos aplicados.

El tratamiento es elemental en el sentido de que
solo algunas herramientas analiticas basicas tales co-
mo el teorema de aproximaciéon de Weierstrass y el
lema de Sard seran empleadas. Antes de construir
el grado topoldgico, obtenemos algunas propiedades
utiles de las propiedades fundamentales P1)-P3).

Proposiciéon 1 Asumiendo que deg : M — 7Z. es
una funcion que satisface las propiedades P1)-P3).
Entonces también satisface:

P-/) Existencia: Para cada (f,Q) € M, si
deg(f,Q) # 0, entonces f~1(0) N Q # 0, es-
to es, existe una solucion x € Q) de la ecuacion

f(z)=0.

P-5) Escisién: Para cada (f,Q) € M, deg(f,Q) =
deg(f, Q1) siempre que Q1 es un subconjunto
abierto de Q tal que f~1(0)NQ C Q.

Demostracién: P-4).- Sean Q1, Qa, Q3 y Q4 sub-
conjuntos abiertos disjuntos y no vacios de {2, y asu-
mamos que f : R" — R"™ tal que f~1(0)NQ = (. En-

tonces por la propiedad de aditividad, tenemos que

deg(fa Q) = deg(fv Ql) + deg(fv QQ)
deg(fa Q) = deg(fv 93) + deg(fv Q4)

Por otro lado, aplicando la propiedad de aditividad
también se tiene que:

deg(f,Q) deg(f, 0 UQy) + deg(f, €23 U Q)

= deg(f,Q1) + deg(f, Q) +
deg(f,Qs3) + deg(f, )

Colocando las cuatro igualdades anteriores juntas se
obtiene:

deg(f,Q) = 2deg(f,Q)
de donde se deduce que deg(f,Q2) =0 |

Demostracion: P-5).- Asumamos que Q7 C Q y
F7H0)NQ C Q4. Si Q; # N, entonces consideramos
Qo como el interior de 2 — €, el cual es evidente-
mente no vacio. De la propiedad de aditividad y P-4)
obtenemos que

deg(f7 Q) = deg(f7 Ql) + deg(f7 QQ) = deg(f7 Ql)
|

Sea 2 un subconjunto abierto, acotado y mno
vacio de R". Denotaremos por C(Q,R") al espa-
cio de todas la aplicaciones continuas f : € —
R™; C(Q,R™) provista con la norma del supremo
[|flloo = sup{|f(®)]; ® € Q} es un espacio de Ba-
nach. Sea C(,09) el subconjunto de C(Q,R") de
todas las aplicaciones f : @ — R” que satisfacen
f(z) # 0 para x € 9. Entonces obtenemos una fun-
cién bien definida deg : C(Q,09) — Z

Proposicién 2 Asumiendo que deg : M — 7Z. sa-
tisface las propiedades (P1)-P8)), entonces tenemos:

P-6) Continuidad: Para cada conjunto no wvacio,
abierto y acotado Q@ C R"™ | la aplicacion aso-
ciada al grado topoldgico deg : C(Q,00) — Z
es continua. Mas precisamente, si ||f — gl|oo <
min{|f(z)|; = € 0N} entonces deg(f,2) =
deg(yg, )

P-7) Dependencia de Valores Acotados: Sea (2
un conjunto abierto, acotado y no vacio en R™.
Entonces para cada f,g € C(Q,09) que satis-
face f(x) = g(x) para x € IR, tenemos que
deg(f, ) = deg(yg,92).

Demostracién: P6).- Sea f € C(Q,09). Como
09 es compacto, min{|f(z)|; = € 90} = ¢ > 0. Su-
pongamos que para cada x € 052, tenemos

@) = [f(@)] = [f(x) = g(@)| = |f(@)] = |If = gl
> min{|f(y)l; y € 02} = [|f — gll
e=|lf = glle >0



Consecuentemente, g € C(Q,09) y deg(g,Q) es-
ta bien definido. Definamos la siguiente homotopia,
h:]0,1] x @ = R™, que llamaremos homotopia lineal
por:

h(t,z) =tg(z) + (1 —t) f(z), tel0,1), z€z

Puesto que para cada z € 90 y t € [0,1]
|h(t, z)| > | f(2)]—t]f(z) —g(x)] = e—1||f —gllc > 0

la homotopia h es Q-admisible. Por lo tanto, P-3)
implica deg(f, Q) = deg(g, Q). |

Demostracién: P-T).- Notamos que flga = glaa
garantiza que la homotopfia lineal 4 : [0,1] x Q — R"
definida anteriormente es 2-admisible y por lo tanto
deg(f,€?) = deg(g,?) =

Ahora se presenta el teorema del punto fijo de
Brouwer, asumiendo que el grado topoldgico existe.

Teorema 1 Sea Q@ C R™ un conjunto abierto no
vacio, acotado y convexo. Entonces cada aplicacion
continua F : Q — Q tiene un punto fijo. Es decir,
existe x € Q tal que F(z) = z.

Demostracion: Podemos asumir que F(x) # x
para todo x € 0f; de lo contrario el resultado es
trivial. También podemos asumir sin perdida de ge-
neralidad que 0 € . Definamos la homotopia

h:[0,1] x Q — R"™
de la siguiente manera
h(t,z) =z —tF(z), x € Q, t €10,1]

Evidentemente, h es continua y para z € 052 el punto
tF(x) pertenece al segmento que une f(z) a 0.

Si t = 1, entonces por la hipdtesis h(1l,z2) =
x— F(z) #0.Sit€[0,1), entonces por la hipétesis
de que Q es convexoy 0 € Q, tF(x) € Q y consecuen-
temente para todo z € 09, tenemos tF(x) # x, es
decir, h(t,x) # 0. Esto muestra que h es una homo-
topia 2—admisible. Por lo tanto, la invariancia ho-
motdpica implica que

deg(h(t,-), )
no depende de ¢ € [0,1]. En particular
deg(Id — F,Q) = deg(Id,Q) =1
Aplicando la propiedad de existencia podemos con-

cluir que existe =z €  tal que
x — F(z) =0, es decir, 2 es un punto fijode . MW

2. Calculo del Grado Topoldégi-
co

En esta secciéon asumimos que el grado topolégico
deg : M — Z existe y satisface los axiomas (P1) -
P3)). Lo que se quiere es dar una férmula de calculo
del grado topolégico cuando f es lineal o una aplica-
cién diferenciable que satisface una cierta condicién
de regularidad. El célculo del grado topoldgico pa-
ra aplicaciones en general se dard en el capitulo de
analisis de resultados.

Se utilizara la siguiente notacién:

GLT(n,R) = {A€GL(n,R);det A >0}
GL™(n,R) = {Ae€GL(n,R);det A <0}

Notemos que GL(n,R) puede ser considerado como
un subconjunto de R™*", y de ello GL(n, R) es un es-
pacio topolégico con la topologia inducida de R™*™.

Lema 1 Los conjuntos GL*(n,R) y GL™(n,R)
son componentes abiertos y conexos de GL(n,R).

Lema 2 Sea Q un abierto, vecindad acotada de ce-
ro en R" y T € GL(n,R). Entonces deg(T,) =
sgndetT. Aquiy en lo que sigue, usaremos sgn detT
para denotar un nimero real con valor absoluto 1 vy
sgn determinado por el sgn del detT.

Para establecer el siguiente resultado, recordemos
que cero es un valor regular de una C' aplicacién
g: £ — R"™ donde 2 es un subconjunto abierto, no
vacfo y acotado de R™. Si g71(0) = () , o bien para
cada x € g71(0) se tiene que det Dg(z) # 0.

Teorema 2 Sea Q un subconjunto no vacio, abierto
y acotado de R™ y f una C'—aplicacion Q—admisible
tal que zero es un valor regular de f|q. Entonces

deg(f,Q) = Y sgndet Df(x)

z€f~1(0)NQ

donde > se define como cero sobre un conjunto
vacio.

Demostracion:  Sea Bs(zg) = {z € R"; |z —
xo| < 8} que denota la bola de radio § > 0 y centro
en 7o € R™. El conjunto f~1(0) N Q es finito. Por
consiguiente, se puede encontrar § > 0 tal que pa-
ra cada z € f71(0) N Q, Bas(x) N f71(0) = {2} ¥
Bss(x) C Q. Consecuentemente, por la propiedad de
aditividad, se tiene

deg(f,2) =

z€f~1(0)NQ2

deg(f7 B(s(l'))

Para cada x € f~1(0) N, se define
g:(v) = Df(x)(v — x). Sea h,(t,v) = tf(v) + (1 —



t)D f(x)(v — ) que denota la homotopia lineal. Note
que

ha (t,v) tf(v) = Df(x)(v — )] + Df(z)(v — )

t-o(jv—z|) + Df(z)(v - )

De ello se deduce que si § > 0 es suficientemente pe-
quetlo, entonces |h,(t,v)| > 0 para todo t € [0,1] ¥
para todo v tal que |v — 2| = §. Consecuentemente,
h es una homotopia Bs(z)-admisible entre f y g.
Por la propiedad de homotopia, se tiene

deg(f7 Q) = Z deg(ngl5(w))

z€f~1(0)NQ

Sea R > 0 tal que Q C Bgr(0). Entonces por la
propiedad de escisién y la propiedad de homotopia
implica que

deg(gz, Bs(7)) deg(g., Br(0))
deg(Df(z), Br(0))

= sgndet Df(z)

a partir de la cual la conclusién del teorema se
sigue. |

Observaciéon.- La existencia de ceros de f en
) no necesariamente implica la no trivialidad de
deg(f,). Por ejemplo, consideremos la aplicacién
f : R — R definida por f(z) = 22 — 1. Sea
Q = (-2,2). Claramente, f tiene dos cero +1 en
Q y ceros es un valor regular de f|o. Pero, ya que
sgn f'(1) >0y sgn f'(—1) < 0, se tiene deg(f,Q) =
sgn f'(1) + sgn f'(—=1) = 0.

3. Construccion del Grado To-
polégico
Se presenta una construccién analitica del grado.

Sea € C R"™ un conjunto no vacio, abier-
to y acotado y sea f : R™ — R™ una apli-
cacién Q-admisible. Definamos deg(f, ) como si-
gue: Sea ¢ = min{|f(z)|; =z € 9N}. Por el teorema
de Weierstrass , existe g € C°(R™; R") tal que
méx {|f(z) — g(z)|; © € Q} < 5. Por el teorema de
Sard , existe un valor regular yo € R™ de la aplica-
cién glo tal que |yo| < §. Definamos g : R — R"
por g(x) = g(z) — yo. Es claro que g € C*(R™; R"),
méx {[g(z) — g(z)|; * € Q} < § y 0 es un valor re-
gular de g|o. Definamos

deg(.fv Q) = Z

xeg—1(0)NQ

sgn det Dg(z) (4)

Notar que el lado derecho de (4) estd bien definida.
En efecto, -
méx {|f(z) — g(z)|; € Q} < e. Por consiguiente,

g : R®™ — R"™ es ()- admisible. En lo que sigue, lla-
maremos a g una aproximacion reqular de f.

Con el fin de probar que la férmula (4) no de-
pende de la aproximacién regular g, observemos que
si ¢’ es otra aproximacién regular de f, entonces la
homotopia

h(t,z) = tg(z) + (1 — t)g'(x), t€]0,1], z€R"

es una homotopia 2—admisible bien definida entre g
y ¢'. En efecto, puesto que

max {|f(z) —g(z)]; z€Q} <e

max {|f(z) — ¢'(z); z€Q} <e
Tenemos que para cada t € [0, 1],

min {|h(t,z)]; v € 9Q} > min{|f(z)]; x € 0N} —
—méx{|f(z) — (t g(z) +
+(1 -t)g'(z))]; = € 90}
et —méx{|f(z) — g(2)|;
x e} —(1—1t)

Y

max {|f(z) — ¢'(z)]; = € 9Q}

> e—te—(1-t)e=0

para mostrar que la férmula (4) no depende de la
aproximacién regular, sélo se necesita el siguiente re-
sultado.

Lema 3 Sea h : [0,1] x R"® — R"™ una homotopia
Q—admisible de clase C' entre g1 : R® — R" y
g2 : R® — R"™. Supongamos que ambas aplicacio-
nes gila y gz2|q tiene al cero como un valor regular.
Entonces

Z sgndet Dgy () = Z

z€gy 1 (0)NQ z€gy H(0)NS

sgndet Dga(z)

Teorema 3 El grado definido por la formula (1) sa-
tisface las propiedades (P1) - P3)).

Demostracton:

P1) Es una consecuencia trivial de la definicién.

P2) A fin de probar la aditividad, consideremos
una aplicacién —admisible f : R* — R
tal que existen dos subconjuntos, disjuntos,
no vacios y abiertos ;7 y Qo de Q satis-
faciendo f~1(0) N Q C O U Qy. Sea ¢ =
min {|f(z)]; 2 € A\(Q UQ)} > 0y sea g :
R™ — R™ una aproximaciéon regular de f tal
que max {|f(z) — f(z)|; © € Q} < e. Entonces
se verifica que ¢g71(0) N Q C Q; Uy y, por



consiguiente,

deg(f,Q) = Y

z€g—1(0)NQ

=

z€g—1(0)NQ
Z sgndet Dg(x)
z€g~1(0)NQ2
= deg(fu Ql) + deg(f7 Q?)

Finalmente, probemos la propiedad homotoépi-
ca

sgndet Dg(x)

sgndet Dg(x) +

P3) Se prueba que si f1 y f2 son Q—homotdpicas
v si g1 v g2 son dos aproximaciones regulares
de f1 y f2, respectivamente, entonces g1 y g2
son también (2—homotdpicas. Aplicando el teo-
rema de Weirerstrass, podemos asumir que la
homotopia 2—admisible entre ¢g; y g2 es de
clase C'. Entonces, por el lema 3 obtenemos
deg(g1, ) = deg(g2,?) de lo cual se sigue que
deg(flu Q) = deg(f27 Q)

4. Analisis de resultados

4.1. Existencia de Equilibrio en Ecua-
ciones Diferenciales

En este capitulo se describe como la aplicaciéon
deg definida en la seccién 2.4 se puede aplicar a las
ecuaciones diferenciales ordinarias (en particular a
las ecuaciones periddicas), y asi establecer la existen-
cia de soluciones de este tipo de ecuaciones.

La aplicacién deg, construida en la seccién 2.4,
en donde se pudo definir de la siguiente manera:

deg(f, Q)= >

z€g—1(0)NQ

sgn det Dg(z) (5)

donde ademads, dicha aplicacién tuvo que cumplir
ciertas propiedades contempladas en la seccién 2.2.2.
que son las propiedades de:

P-1) Normalizacién:

deg(Id—xo,Q)z{ 1 |, sixzge

0 ) St o Q 9]
P-2) Aditividad:
deg(f? Q) = deg(fu Ql) + deg(fu Q2)

P-3) Invariancia Homotépica:
Sea €2 C R™ un conjunto abierto, acotado y no
vacfoy h : [0,1] x R™ — R™ una aplicacién con-
tinua, tal que h(t,z) # 0 parax € Qy t € [0,1].
Entonces deg(h(t, - )Q2), es independiente de
t €10,1].

Ahora se va ha a establecer la existencia de ceros
(o equilibro) del siguiente sistema

i(t) = wi(t) fi(x(t)),
donde f; : R® — R es continuamente diferen-
ciable, 1 < ¢ < n . (Este sistema incluye muchos
modelos importantes en la teorfa ecolégica). Clara-
mente, si (6) tiene una tnica solucién, denotada por
o(t, x), satisfaciendo ¢(0,2) = x. Esta solucién sa-
tisface ¢(t,x) € R’ para todo t > 0 , siempre que
o(t,z) existe. Por otra parte, si z; > 0, entonces
wi(t,z) > 0 para t > 0.

1<i<n (6)

Diremos que el sistema (6) es permanente si:

(H1) Para cualquier x € R, ¢(t, x) es definido para
todo t > 0.

(H2) Existe 6 > 0 tal que si 2; > 0 para algin
1 < ¢ < n, entonces th’rn inf @, (t,z) > 0.
—00

(H3) Existe D > 0 tal que si x € Int R}, entonces
el th’m wi(t,z) < D para todo 1 < i <mn.
— 00

(H1) asegura que ¢ : [0,00) x R? — R" es
una aplicacién continua. (H2) esta relacionado con
la importante cuestion de la extinciéon en la teoria
ecolégica y (H3) es la suposicién comin de disipati-
vidad. Bajo estos supuestos, para cada = € Int R,
el denominado conjunto w—Ilimite de = definido por
w(z) = {y,existet, — oo para cada ¢(t,,z) —
y como n — oo} es no vacio, compacto y conexo, e
invariante en el sentido de que si y € w(x), entonces
o(t,y) existe y o(t,y) € w(z) para todo ¢t € R. Por
otra parte, w(x) C Int RY.

Note que si x es un equilibrio, entonces w(zx) =
{z}, y si 2 es un punto periddico, es decir, p(p, x) = x
para algin p > 0, entonces w(z) = U {p(t,x)}.

0<t<p

Teorema 4 si (6) es permanente, entonces para
algun conjunto U abierto y acotado, tal que

| w@cvuctcmRry

zelnt Ri

deg(h,U) = (=1)", donde h : R — R™ es de-
finido por hi(x) = z;fi(x), 1 <i<n,x € R" En
particular, existe un equilibrio de (6) en Int R} (i.e.
un cero de h).

Demostracion: Sea K C Int R’} es un conjun-

to compacto que contiene U w(z). Definiendo
ze€lnt RY
7(x) = mf{t > 0; ¢(s,z) € Int K para todo s > t}.
Esto puede se facilmente de mostrar que 7 es bien
definido, acotado localmente, y le maximo valor de
7(x) a través de € K puede ser alcanzando. Sea
T = méxzer 7(x), KT = {p(t,z); x € K, 0 <t <
T}. Entonces Kt es compacto y ¢(t,z) € K para



todot>0yye K™.

Ahora, asumiendo que U es in conjunto convexo,
abierto y acotado tal que U C Int Rty KT CU.
Definiendo s = méx,cg 7(z). Una vez més, dicho
valor méximo se puede alcanzado. Considerando la
siguiente homotopia H : [0, s] x U — R™ definido por

h(z) ,sit=0
H(t,l’):{ z)—x s .
% ,siie (0,9

Claramente, H(t,xz) # 0 para t € [0,s] y € 9U.
Ya que QU no contiene puntos de equilibrios o pe-
riddicas, deg(h,U) = deg(H (s,),U). Por otra par-
te, si x € OU, entonces la definicién de s implica
que ¢(s,z) € KT C U. Esto implica que no existe
6 € [0,1] de modo que 9$°+(1_05)“0(5’1)_1 = 0, donde
zo € U. Consecuentemente, H(s,) es U-homotGpi-
co a —Id + xg. Esto asegura deg(H(z,-),U) =
deg(—1Id+ z,U) = (—1)™. [ |

5. Conclusiones

1. El objetivo de este trabajo fue de construir
el Grado topoldgico, el cual se logré, como se
muestra en la seccién anterio, con la ecuacién:

deg(f, Q) = >

z€g—1(0)NQ

sgn det Dg(z)

donde se probo que que dicha aplicaciéon deg,
cumple con las propiedades basicas, con la cual
se podra determinar la existencia de soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Como re-
sultado de la aplicaciéon deg es un valor entero,
de se concluye que si deg = 0 la ecuacién no
tiene solucién (o soluciones) y si deg # 0 la
ecuacion si tiene solucién (o soluciones).

2. Se desarrollo la teoria de Grado Topoldgico en
dimension finita, llamado en este caso Grado
Topoloégico de Brouwer, donde se muestra que
la aplicaciéon deg : M — Z, que cumple con
la propiedades de normalizacion, aditividad e
invariancia homotépica,

3. Se mostré mediante el teorema 4, que el grado
topoldgico te permite determinar la existencia
de soluciones periddicas de una ecuacion dife-
rencial ordinaria de la forma (6).
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