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RESUMEN

El Teorema de equilibrio de Nash establece que “Todo juego definido por matrices de
pago posee un equilibrio de Nash”. El objetivo del presente trabajo de investigacion es
Aplicar el Teorema de Punto Fijo de Brouwer para la demostracion del teorema del
equilibrio de Nash para estrategias mixtas, para lograr este objetivo primero se analiz6
los conceptos de juegos en estrategias puras, mixtas, luego se analizé el concepto de
Juegos de Suma constante con dos Jugadores donde se definira el pago de juego por
matrices, este concepto permitié establecer una secuencia de teoremas que proporcionan
caracterizaciones alternativas para un equilibrio de Nash, y finalmente se utiliz6 el

teorema de punto fijo de Brouwer para demostrar el teorema de equilibrio de Nash.

Palabras clave: Juegos, estrategias mixtas, equilibrio de Nash, Punto fijo de Brouwer

repositorio.unap.edu.pe

No olvide citar adecuadamente esta tesis
]



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

ABSTRACT

Nash's equilibrium theorem states that "Every game defined by payoff matrices possesses
a Nash equilibrium.” The objective of this research work is to apply Brouwer's Fixed
Point Theorem for the proof of Nash's equilibrium theorem for mixed strategies, to
achieve this objective first the concepts of games in pure, mixed strategies are analyzed,
then the concept of Constant Sum Games with Two Players will be analyzed where the
game payoff by matrices will be defined, this concept will allow us to establish a sequence
of theorems that provide alternative characterizations for a Nash equilibrium, and finally

we will use Brouwer's fixed-point theorem to prove Nash's equilibrium theorem.

Keywords: Games, mixed strategies, Nash equilibrium, Brouwer's fixed point
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CAPITULO |

INTRODUCCION

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El teorema de equilibrio de Nash, es un resultado muy importante dentro de la
teoria de juegos, que describe una situacion estratégica de jugadores, donde un jugador
toma su mejor decision para maximizar sus ganancias, dada la eleccion de los demas
jugadores, es decir que no tienen ningun incentivo para modificar su estrategia, si los

demas mantienen las suyas, y asi poder llegar a un equilibrio.

La demostracion de este teorema varia mucho dependiendo del tipo de juego y la
cantidad de jugadores que participan en él, como es el caso del método geométrico que
utiliza un analisis probabilistico pero solo se restringe a juegos no colaborativos, también
el método geométrico para el caso simétrico, donde su analisis se basa en intercambiar
los roles de los jugadores que intervienen, y una de las formas mas usuales de demostrar
este teorema es utilizar el teorema de Minimax de Von Neumann, pero es también

restringida para juegos de suma cero.

El teorema de punto fijo de Brouwer, plantea que para toda funcién continta
definida en Q sobre el mismo conjunto, donde Q es compacto y convexo, por lo menos
existe un punto en Q que permanece invariante después de aplicarle la funcién. Este
concepto se utiliza en la teoria de juegos debido a que la aplicacion de pagos de un juego
genera una matriz de pagos, y dada una estrategia para los jugadores, esta debe

permanecer invariante, en la matriz de pagos.

10
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Entonces se hace necesario buscar un concepto matematico que permita demostrar
el teorema de Equilibrio de Nash de forma mas general, y esto nos permita analizar el

Equilibrio de Nash en diferentes situaciones donde se presente juegos de competencias.

1.2.  FORMULACION DEL PROBLEMA

En la presente investigacion se respondio a la siguiente interrogante.

¢ Sera posible aplicar el Teorema de Puno Fijo de Brouwer para la demostracion del

Teorema de Equilibrio de Nash?

1.3.  HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

1.3.1. Hipotesis General

El Teorema de Punto Fijo de Brouwer se utiliza para la demostracion del

Teorema del Equilibrio de Nash

1.3.2. Hipotesis Especificas

- El punto fijo de Brouwer se comprueba que es un equilibrio de Nash
- El Teorema de Punto Fijo de Brouwer tiene relacién con la Teoria de

Juegos

1.4.  JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

El teorema del Equilibrio de Nash, es muy importante, en diversos campos de
estudio, por que busca la mejor opcidn para maximizar ganancias en juegos de
competencias no colaborativos de varios agentes, por ejemplo se puede aplicar a modelos
de mercados, a politicas publicas, a toma de decisiones empresariales en negociaciones,

a situaciones sociales en conflictos y cooperacion, en la biologia para modelar el

11
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comportamiento de organismos en competencia, y ultimamente en inteligencia artificial,

para desarrollar algoritmos de aprendizaje y la toma de decisiones.

Al igual que muchos teoremas clasicos dentro de la matematica, existen diversas
formas de probar este importante teorema, debido al tipo de juego y la cantidad de agentes
que intervienen, la idea es tratar de generalizar esta demostracion y asi en el proceso poder
entender varios aspectos importantes de este teorema para poder aplicarlos de manera

més efectiva.

La teoria de los teoremas de punto fijo es una herramienta sumamente importante
en matematicas y sus aplicaciones. En este contexto, el teorema de punto fijo de Brouwer
es uno de los resultados mas relevantes por la simplicidad de su enunciado y su amplia
aplicabilidad (Gallegos, 2022), este teorema se puede aplicar en diversos ambitos, como,

por ejemplo, para demostrar el teorema fundamental del Algebra, y muchos mas.

Se pretende mostrar una forma alternativa de la demostracion clasica de este
teorema utilizando el Teorema de Punto Fijo de Brouwer, debido a la relacion tan

importante que existe entre la Teoria de Juegos y la Teoria de puntos fijos.

1.5.  OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
1.5.1. Objetivo General

Aplicar el Teorema de Punto Fijo de Brouwer para la demostracion del

teorema del equilibrio de Nash

1.5.2. Objetivos Especificos

- Mostrar que el punto fijo de Brouwer es un equilibrio de Nash
- Examinar la teoria sobre el Teorema de Punto Fijo de Brouwer y su
relacién en la Teoria de Juegos

12
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CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION
Internacionales

Molina E. (2018). Elaboré un articulo titulado Una demostracion elemental de la
existencia de equilibrios de Nash para juegos de dos personas con dos estrategias para
la Revista de Economia Perspectivas Ed. 22 (1 - 10) en la Universidad Auténoma de San
Andrés — México. Donde su objetivo es demostrar por un método basado en la geometria
para hallar equilibrios de Nash en cualquier tipo de juego que involucre dos jugadores y
dos opciones o respuestas, sin importar la simetria que tenga, ademas utilizéd una
metodologia de investigacién analitico deductivo, donde concluyd que se puede utilizar
el método basado en la geometria elemental para encontrar equilibrios de Nash para
juegos de dos jugadores con dos opciones ademas se observa que para cualquier juego de

este tipo existe al menos un equilibrio de Nash.

Villarrubia B. (2023), presento un trabajo de fin de grado en la Universidad de
Sevilla, titulado “Teoremas de punto fijo y aplicaciones”, donde muestra la relacion que
existe entre teoremas de punto fijo clasicos como son Teorema de punto fijo de Banch,
Brouwer y de Schauder y como se aplican a diversos resultados importantes en la
matematica como ecuaciones lineales y no lineales, a sistemas de ecuaciones, a
problemas de valor inicial y a ecuaciones integrales, este trabajo se considerd por la
aplicacion que muestra el teorema de punto fijo de Brouwer con la teoria de juegos y

mostrar algunos ejemplos.

13

repositorio.unap.edu.pe

No olvide citar adecuadamente esta tesis
]



NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

; hﬂ UNIVERSIDAD

Escoriza P.(2018), realiz6 un trabajo de fin de grado en la Universidad de
Barcelona titulado Equilibrio de Nash: Teoria y aplicaciones, donde su objetivo fue
analizar el equilibrio de Nash desde un punto de vista matematico, desde las primeras
definiciones hasta el teorema de existencia de Nash, utilizando una metodologia de
investigacion analitica, donde concluyo que la demostracion clasica del teorema de
Existencia de Nash queda restringido por la hip6tesis de la finitud de estrategias, y para

generalizar la demostracion de este teorema utilizo el Teorema del punto fijo de Kakutani.

Carpentiere D. (2023), realizé un trabajo de investigacion para la revista arXiv
titulado “A new proof for the existence of Nash equilibrium”, que su objetivo fue la
demostracion del equilibrio de Nash, en donde no implica ningln teorema de punto fijo,
utilizando una metodologia de investigacion analitica, en la cual se mostr6 que la prueba,
es autobnoma, consta de dos partes. La primera parte introduce las nociones de funcion
raiz y pre-equilibrio. La segunda parte muestra La segunda parte muestra la existencia de

pre-equilibrios y equilibrios de Nash.

Yun J. (2016), realiz6 un trabajo de investigacion para la revista SpringerOpen
Journal, un articulo llamado “Equivalence results between Nash equilibrium theorem and
some fixed point theorems” donde su objetivo es realizar un analisis inverso sobre la
utilizacion de los teoremas de punto fijo de Brouwer y de Kakutani con el teorema de
equilibrio de Nash, utilizando una metodologia analitica, realizé una prueba de los

teoremas de Brouwer y Kakutani a través del teorema de equilibrio de Nash.

Jiang A. (2009), realiz6 un trabajo de investigacién para la revista University of
British Columbia Technical Report. Titulado “A Tutorial on the Proof of the Existence
of Nash Equilibria” donde su objetivo fue mostrar una secuencia de conceptos que se

debe realizar para mostrar el teorema de equilibrio de Nash, donde utilizd una

14
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metodologia analitica, en donde detallo una prueba del teorema de Nash sobre la
existencia de equilibrios de Nash en juegos finitos, demostrando primero el lema de

Sperner y el teorema del punto fijo de Brouwer.

Pilachanga E. (2023) Realizo un trabajo de investigacion para optar el grado de
Matematico, en la Escuela Superior Politéecnica De Chimborazo, ecuador, donde su
objetivo fue estudiar el teorema de punto fijo de Brouwer en topologia y su utilidad en el
analisis de existencia de distribuciones de equilibrio de precios en una economia de
intercambio puro; la investigacion es de disefio documental con caracter descriptivo y
enfoque cualitativo no interactivo. Donde utilizando conceptos de Topologia realizo la
demostracion del teorema, posterior a ello empezar con la aplicacion en el area de
economia, en donde se observa que dicho teorema sirve para la demostracion de la
existencia de distribuciones de equilibrio de precios, dicho de otra manera, que exista un

equilibrio.
Nacionales

Quispe L. (2022), Elabord una Tesis denominada El Teorema de Brouwer y el
Teorema del Angulo agudo de Lions: aplicaciones. para optar el grado de magister en la
Universidad Nacional Mayor de San Marcos, donde su objetivo fue realizar una
demostracion analitica, simple y didactica del teorema de Brouwer, para luego aplicarlo
particularmente a la solucién de sistemas algebraicos no lineales para esto utilizé una
metodologia de investigacion analitica, donde concluy6 que realizé de forma concreta,
simple y didactica la demostracién de este famoso teorema de punto fijo, que usualmente
es demostrado con técnicas sofisticadas de la Matematica, este trabajo se consideré como
referencia por la forma del andlisis para demostrar el teorema de punto fijo de Brouwer

teniendo en cuenta las restriccidn que se tiene.
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Laurente F. (2022) elabord una tesis para optar el grado de licenciado en la
Universidad Nacional del Altiplano, titulado “Topologia de correspondencia y aplicacion
al Equilibrio de Nash”, este trabajo utilizo la topologia de correspondencias para
demostrar el teorema de existencia del equilibrio de Nash, se consideré su forma de
analisis que realiz6 para incluso hacer dos demostraciones de la existencia de equilibrio

de Nash utilizando el teorema de punto fijo de Kakutani.

Acosta E. (2005), realizo una tesis denominada Perfeccionamiento en equilibrio
de Nash, en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos, donde su objetivo fue obtener
el refinamiento mas estricto: el equilibrio regular, también presentéd un andlisis sobre
juegos matriciales, donde utilizo una metodologia de investigacion analitica, y concluy6
que un equilibrio perfecto siempre es “no dominado”, sin embargo, no todo equilibrio “no

dominado” era necesariamente perfecto.

2.2. MARCO TEORICO

En esta seccidn se muestran conceptos relevantes de la teoria de juegos, analisis

real y topologia que sirven para un buen desarrollo de la tesis.

2.2.1. ¢Qué es la teoria de juegos?

La teoria de juegos puede ser definida como la teoria de modelos
matematicos que estudia la eleccion de decisiones Optimas en condiciones de
conflicto.

Los elementos basicos en la teoria de juegos son:
- Un conjunto de jugadores que participan en él.

- Cada jugador tiene un conjunto de estrategias

16
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- Cuando cada jugador elije su estrategia, entonces tenemos un perfil en el
espacio de todos los perfiles posibles.

- Cadajugador tiene intereses o preferencias para cada situacion en el juego.

- Cada jugador tiene una funcién utilidad que atribuye un namero real (el
pago o recompensa del jugador) a cada situacion de juego.

Matematicamente, un juego tiene los siguientes elementos bésicos:

- Un conjunto finito de jugadores, representado por G = {gl, (s P gn}.

- Cada jugador @i €G posee un conjunto finito S; :{sil,siz,...,simi} de
opciones, denominadas estrategias puras, del jugador g; (mi > 2).

- Unvector s= (Sijl’SZJz""’ snjn) donde s, es una estrategia pura para un

jugador g; G, que se denomina perfil de estrategia pura.

- Un conjunto de todos los perfiles de estrategias puras formado por el

producto cartesiano

n
S=]IS;=5xS5,x...x§,
i=1

denominado espacio de estrategia pura del juego.

- Parael jugador g; €G, existe una funcién utilidad

uy: S - [
s — Uu(s)

que asocia el pago (o recompensa) U; (s) del jugador g; a cada perfil de

estrategia pura S€S.
Ejemplo 1 (EIl dilema del prisionero)
Dos ladrones A 'y B, son capturados y acusados de un mismo delito. Presos

en celdas separadas y sin poderse comunicarse entre si, el policia a cargo realiza

17
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la siguiente propuesta: cada uno puede escoger entre admitir o negar el delito. Si
ninguno de los dos admite, ambos seran enviados a la carcel por 1 afio. Si ambos
admiten entonces los dos seran enviados a la cércel por 5 afios. Pero si uno admite
y el otro niega, entonces el que admitio su delito sera liberado y el otro sera

condenado a 10 afios de prision. En este contexto, tenemos

G ={A B},
S, ={admitir, negar},
Sg ={admitir, negar},
(admitir, admitir ), (admitir, negar)
B {(negar, admitir ), (negar, negar) }

Las dos funciones utilidad seran

Up:S—l
ug:S—0

Son dadas por:

ua = (admitir, admitir) =5, u, =(admitir,negar)=0
ua =(negar, admitir) =-10, u, =(negar, negar)=-1

(que representa los pagos (o recompensa) de A) y

ug = (admitir,admitir) =5, ug = (admitir,negar ) =-10
ug =(negar,admitir) =0, ug = (negar, negar) = -1

(que representa los pagos (o recompensa) de B).
Luego los pagos de los jugadores estan representados por una matriz, denominada

matriz de pagos

B

Admitir | Negar

Admitir | (-5,-5) | (0, -10)

Negar | (-10,0) | (-1, -1)
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En esta matriz, los nimeros de cada celda representan respectivamente, los pagos

de Ay B, para las elecciones de A y B correspondientes a cada celda.
2.2.2. Soluciones de un juego

Una solucion de un juego es un prondéstico sobre un resultado de un juego.
Existen varios conceptos diferentes de solucién. En este trabajo se considerd dos
conceptos de mayor uso que son:

- Dominancia de Nash
- Equilibrio de Nash

Para esto tomando en cuenta el ejemplo 1, y como encontrar una solucién
para el dilema del prisionero B y A, es decir que estrategias son admisibles, si los
dos prisioneros quieren minimizar el tiempo de su condena.

Analizando el juego desde el punto de vista del prisionero A, el puede razonar de
la siguiente manera, dos cosas pueden suceder:
- El prisionero B puede confesar o puede negarse.
e Si B confiesa, entonces es mejor que yo también confiese.
¢ Si B no confiesa, entonces yo me quedo libre si yo confieso.
- En cualquiera de los dos casos es mejor para mi confesar. Entonces

Confesaré.

Analizando ahora el juego desde el punto de vista del prisionero B, se
aplicard la misma idea de raciocinio que el prisionero A, esto es que también
decidiria confesar

Por lo tanto, ambos confesarian y quedarian presos por 5 afios.

Dominancia:
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Frecuentemente, se evaltan perfiles de estrategias, en las que solo la
estrategia de un Unico jugador g; €G variara, en cuanto que las estrategias de sus

oponentes permaneceran fijas. Se denotara por:

5.5 = (St o XD g S e+ St ) €5 =S+ XSig xSpg x-Sy
una eleccion de estrategia para todos los jugadores, menos el jugador g;. De esta
manera, un perfil de estrategia puede ser convenientemente denotado por:

S =(Sij S ) =(Stjpr- -1 Sy g S-Djyg -+ Snipy )
Definicion 2.2.1. (Estrategias puras estrictamente dominadas)

Una estrategia pura Sy €S; del jugador es estrictamente dominada por la
estrategia S €S; si Ui (S S ) > U; (Si. S ). para todo s_; € S;.

La estrategia Sj €5; es francamente dominada por la estrategia Sy €S; si
Ui (SikS_i ) = Ui (Six,S_i ), paratodo S_j €S_.

(Sartini, 2004)

Comentario: la dominancia estricta iterada es un proceso donde se eliminan las
estrategias que son estrictamente dominadas es decir se eliminan las que tienen
menor valor.

Ejemplo 2. Se considera un juego determinado por la matriz de pagos que se

muestra a continuacion

sy |62 ] 26 [@4]04)

s, | 00)[ G2 @Y @D
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s |70 [ @[ @] GD

s | 95) [ (13)[(0.2) ] 4.8)

En este juego para el jugador J, se observa las segundas componentes de
los pares ordenados, y en las columnas para Sy; y Sps, la estrategia Sy, es

estrictamente dominada por Sy, ,

2<4
0<1
0<1
5<8
Estas cantidades representan los pagos o recompensas para el jugador J2

por lo que la primera columna de la matriz es eliminada.

s, [26) [ (14 [ (0.4

s, | 32| @D [ LY

s5 | 22 LD G

s. | (1L3)] 02 [(48)

Ahora en esta matriz reducida, para el jugador J; al ver las primeras

componentes de los pares ordenados, se observa que S es estrictamente
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dominada por S (2<3, 1<2, 0<4), de igual manera S, es estrictamente
dominada por $3 (1<2, 0<1, 4<5), por lo tanto, las filas 1 y 4 pueden ser

eliminadas. Luego

s, B2 @D

s |22 W) [ G

Ademas, la estrategia Sy3 Y Sy4 del jugador g, es estrictamente dominada

por la estrategia Sy, , por lo que las columnas 2 y 3 pueden ser eliminadas.

J
S22
sp | (32)
J1
53 | (22)

Finalmente, la estrategia $;3 del jugador g es estrictamente dominada por
la estrategia Sy», por lo que se elimina la fila 2. Entonces el resultado del juego
queda (3,2). Por lo tanto, se puede decir que el jugador g; escoge la estrategia

S12, Y el jugador g, escoge la estrategia Sy, .
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Comentario: La técnica de dominancia estricta iterada puede proporcionar varios
perfiles (o incluso proporcione todo el espacio de estrategias), es decir que no
haya dominancia estricta y no se pueda reducir hasta llegar a un solo resultado.
Solucion estratégica o equilibrio de Nash

Una solucion estratégica (o equilibrio de Nash) de un juego es un punto donde
cada jugador no tiene incentivo de cambiar de su estrategia si los jugadores no lo
hacen.

Definicion 2.2.2. (Equilibrio de Nash)

Se dice que un perfil de estrategias

st =(sf,...,sa_1),si*,s{"m),...,s:)eS

Es un equilibrio de Nash, si
U; (Si*’ Sji ) > U; (Siji ,Sii )

Paratodo i=1,...,n yparatodo jj=1...,m;, con m>2.

(Sartini, 2004)
Ejemplo 3.

a) En el dilema del prisionero del ejemplo 1, el perfil de estrategia (admitir,
admitir) es un equilibrio de Nash. De hecho, si un prisionero confiesa y el
otro no, aquel que no confiesa queda preso 10 afios, o al reves de 5 afos,
si hubiera confesado. Ademas de este perfil no existen otros equilibrios de
Nash.

b) En el ejemplo 2, el unico equilibrio de Nash del juego es el perfil de
estrategia (S;2, 5o, ).
Comentarios:
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- Existen juegos donde no poseen equilibrios de Nash en estrategias puras.
Este es el caso del juego de combinar monedas (matching pennies) donde
dos jugadores muestran al mismo tiempo, la moneda que cada uno esconde
en su mano. Si ambas monedas mostradas son cara o cruz, el segundo
jugador da su moneda al primero. Si una de las monedas muestra cara, en
cuanto la otra muestra cruz, el primer jugador da su moneda al segundo.

Este juego se puede representar en la siguiente matriz de pagos.

s, | L -1 [ (L, +1)

Sp | (-1, +1) | (+1,-1)

En este caso, no se puede reducir méas la matriz, debido a que no hay estrategias

puras dominantes.

2.2.3. Estrategias Mixtas

En diversos juegos de competencias, puede ocurrir que el juego no tiene
un equilibrio de Nash en estrategias puras; en estos casos se puede contemplar el
juego dandole un enfoque donde intervenga un analisis con probabilidades, donde
el jugador tiene que escoger una distribucion de probabilidad para su estrategia.
Definicion 2.3.1 (Estrategias mixtas)

Una estrategia mixta p; para el jugador gj € G, se le llama una distribucion de
probabilidad sobre el conjunto S; de estrategias puras del jugador, es decir, p;
es un elemento del conjunto
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A, = (xl,...,xmi)eD mi I%20,.... Xy =0 /\Zxk
Tambien, si p; =(|Di1, Pi2:-s Pim ) entonces

m
P20, Pi2 >0, Piy; 20 A D Pik
k=1

Donde Ami €s un conjunto convexo y compacto. (Sartini, 2004)

Tenemos algunos disefios:

1. Disefio para Ay

» X;

Figura 2.2-1 Disefio de estrategia mixta para dos jugadores
AZ I{(Xl,Xz)ED 2/ X120,X2 20, A X+ X9 21}

2. Disefo para Ag

25

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



:  UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

X1
Figura 2.2-2 Disefio de estrategia mixta para tres jugadores
A3 :{(xl,xz,x3)eD 3/ % 20,% >0,X320 A X +Xp + X3 =1}
Observamos que los vértices de Ami son puntos de la forma:
e =(10....,0,0),e, =(0,1...,0,0), e3=(0,01...,0,0), ,
em, =(0,0,0,...,0,1)
Que son de probabilidad 1 en las estrategias puras Siz, Sz, .., Sim, , €S decir

que se puede contemplar una distribucion de probabilidad €, como una estrategia

mixta que representa a una estrategia pura Sy, del jugador g; .

Espacio de Estrategias Mixtas. — Es el producto cartesiano de todos los perfiles

de estrategias mixtas de la forma
A=Ay XA, XX A
Donde

e Al vector p € A se denomina perfil de estrategia mixta
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e Al vector p_j representa las estrategias de todos los jugadores, con
excepcion del jugador g;
Comentario. — Como los Amn son convexos y compactos, entonces el producto

cartesiano A es también compacto y convexo. (Pifieyro, 2010)

Los perfiles de estrategias mixtas p=(py, Po...., Pn) €A definen un pago
esperado, y un promedio ponderado de pagos por las distribuciones de

probabilidad py,..., Py que también se pueden expresar mas precisamente como

P =(P1, P2o-+ Pn) =( P11, P12, Pimy P21, P22:-- Pamy -+ Prts Przs-- Py, )

Entonces
mmp My n
i (p) = ZZ'-'Z{H P Ui (St 2. - Sy )j
2 dn\k=l

2.2.4. Soluciones en Estrategias Mixtas

Todas las reglas basicas para encontrar soluciones de juegos en estrategias

puras, pueden ser ampliados a estrategias mixtas

Dominancia estricta Iterada

Definicion 2.4.1. — Sean Si(o) =5y Ag?i) = Apy, - Se define de forma recursiva,

Si(o) ={se Si(n_l) | Ape Ag:i_l) tal quevs_j e Sgg_l),ui (p.s.i)>ui(s,si )}

Agnni) :{p:(pl,..., Prm; )eAmi [ Vk=1,...,mj, px >0 solo si sj eSi(n)},
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Donde, Uu; (p,s_i) expresa el pago esperado cuando el jugador g; escoge la
estrategia mixta p y los demés jugadores escogen las estrategias mixtas

correspondientes a las estrategias puras dadas por s_;. La interseccion

Es el conjunto de estrategias puras y
A ={peAn/ pr'eAmi tal que Vs_; eSS}D), Ui (p'si)>u(p,si)}
Es el conjunto de todas las estrategias mixtas del jugador g; .

(Sartini, 2004)
Equilibrio de Nash (estratégias mixtas)

Definicion 2.4.2. — Se dice que un perfil de estrategia mixta
p:(pf, Dyses |o;)eA:Arrﬂ x Ay X% Ay
Es un equilibrio de Nash si
Ui (pr1pii)2Ui(P,pii)
Paratodo pe Ami esto es, ningun jugador siente motivacion de cambiar

su estrategia mixta si los demas jugadores no lo hacen. (Cerda, 2004)
Ejemplo 4 (juego de la moneda)

Este es un juego entre dos individuos (o jugadores) que lanzan una moneda
de manera simultanea obteniendo cara o cruz, donde los pagos seran, si ambos
coinciden en sus resultados entonces el jugador 1 le tendra que pagar un doélar al
jugador 2, en caso contrario (si ambos obtienen resultados distintos) el jugador 2
le tendra que dar un dolar al jugador 1. (Perez, 2017)

En este contexto tendremos:
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G ={Jugador1(J1), Jugador2(J 2)}
S;1 ={Cara,Sello}, S, ={Cara, Sello}
S ={(Cara,Cara),(Cara, Sello), (Sello, Cara), (Sello, Sello)}

Las funciones de pago seran
UJl:S—)D Yy sz:s—)D

y estan dadas por

Donde:

e Una estrategia mixta para el jugador J2 es la distribucion de probabilidad
(q,l—q) donde q es la probabilidad de elegir cara, 1-q es la probabilidad
de elegir sello, ademéas 0<g<1

e La estrategia mixta (0,1) es simplemente la estrategia puro sello y la
estrategia mixta (L 0) es la estrategia pura cara.

e De igual manera para el jugador J1 con la distribucion de probabilidad
(p1-p)

Analizando a J1:

Se supondra que J2 elegira la estrategia mixta
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g ,elige cara
!1_ .
(a q)_){1—q ,elige sello

Bajo este supuesto las ganancias del J1 se dan como sigue:
e q(-1)+(1-q)(1)=1-2q, i elige cara
e q(1)+(1-0q)(-1)=2q-1, sielige sello

Luego se analiza si estos resultados son <,=,>, es decir
1
1-29<29-1<q >§
1
1-2q =2q—1<:>q:§
1
1-2q >2q—1<:>q<§

Graficando seria

0 12 !

Figura 2.2-3 Eleccion de la estrategia mixta para el jugador 1

Analizando a J2:

Se supondra ahora que J1 elige la estrategia mixta

p ,elige cara
11_ .
(p p) _>{1— p ,elige sello
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Bajo este supuesto las ganancias del J2 se dan como sigue:
e p(1)+(1-p)(-1)=2p—1,sielige cara
e p(-1)+(1-p)(1)=1-2p, si elige sello

Luego se analiza si estos resultados son <,=,>, es decir

2p-1<1-2p< p<%
1
2p-1=1-2p& p:E
1
2p-1>1-2p<= p>E
Graficando seria
p
A
]-_ ..................
1/2 : J2
0 7

Figura 2.2-4 Eleccion de la estrategia mixta para el jugador 2

Donde un equilibrio se ve en:

P
A J]
] .........
N
1/2 L J2
/ W -
—»q
0 1/2 1
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Figura 2.2-5 Equilibrio de Nash en el problema de la moneda

EN EM =(1C+ES,1C+ES)
2 2 2 2

2.2.5. Juegos de Suma Constante con Dos Jugadores

Definicion 2.5.1. — Un juego de suma constante con dos jugadores es un juego

con dos jugadores, llamados jugador fila y jugador columna, con estrategias

S jugador fila ={12,...,m}

Sjugador columna = {1, 2,..., n}
Con la matriz de pago

Jugador columna

1 2 n
(a1,011) | (202,012) (an.brn)
(ag1,b21) | (@2,b20) (a2n:b2n)
(am1.bm1) | (8m2:bm2) (8mn:bmn)

Donde se satisface que &jj +bjj =c= constante, para todo i=1...m y

j=1..,n. En el caso particular en que la constante C es cero, se dice que el

juego es de suma cero. (Cerda, 2004)

Comentarios. - Para el caso de estrategias mixtas, se considera:
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e Una distribucion de probabilidad en estrategias puras para el jugador fila

como p=(py, P2, Pm) € A , €Ntonces p = p:2

Pm mx1

e Una distribucion de probabilidad en estrategias puras para el jugador

il
columna como q=(q1.qz,---,Qn)€An , entonces q = q.2
Qn 1xn
luego el pago esperado para ambos jugadores sera:
e Parael jugador fila
&1 &2 - An th
LI ay ayp ... a a2
UL(D,Q)=ZZ piqjaij:[pl P2 ... pm]1xm . : :
i=1j=1
i 8m2 -+ 8mn nen L9n Jsa

ug (p,q)=p" Aq

dq1 Y2 ... Yp
a: a: .o a
Con A=| 2t 22 2n
dmnl m2 .-+ mn mxn

e Para el jugador columna

by b ... by Cg
m, b o by
c(Pa)=D Y A =[P1 P2 - Plym| - 2 ) b2 qf

i—1j=1
bre Bmz -+ Brn Jisen L0 Jnsa

uc (p.q)=p'Bq
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by b ... by
Con B= b?1 b?Z o b?”
bml bm2 bmn mxn

Y cuando el juego tiene una suma constante, ocurrira que

&1 o ... & by b ... by cc ..c
avpo|®t B2z o B D1 be b 00
ami 8m2 --- @mn | IBm1 Bm2 .- Bmn C C ... Cln
cC C c 1
R R B I B/
C C ... Clyun 11 .01,

En lo posterior |1| representa a la matriz de orden mxn donde todos sus

elementos son la unidad, entonces podemos reescribir nuestro pago como
uc (p.a)=p"Bg=p" (cf]-A)a=cp" [lg—p" Ag=c-u (p.q)

De donde podemos indicar que Uc (p,q)=c—up(p,q)

Ademas qu=1, porque p Yy q son distribuciones de probabilidad,

entonces
m n
Yopi=ly > q;=1
i-1 =1

En particular, se cumple que

w(pa)zu(pd) o uwl(pa)<uc(pg’) @b
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2.2.6. Equilibrio De Nash En Estrategia Puras

Definicion 2.6.1 (Punto de silla). — Se dice que un elemento a;; de una matriz A

es un punto de silla de la matriz A si es en simultaneo un minimo en su linea y

un maximo en su columna, es decir,

ajj <& paratodo | =1...,n

ajj 2 & paratodo k =1,..., m

(Cerda, 2004)
Teorema 2.6.1. — El elemento ajj esun punto de silla de la matriz A si y solamente

si, (i, j) es un equilibrio de Nash en estrategias puras para un juego. (Cerda,

2004)
Demostracion.
=]

Sea el punto silla & de la matriz A, entonces es un maximo en su

columna, es decir
UL(i, j)=aij Zakj =U|_(|(, j)

Vk=1..,m, esto implica que el jugador fila no puede aumentar su pago si el

jugador columna mantiene su eleccion en la columna j. Asi mismo, como ajj es

minimo en su linea, se cumple
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uc (i, j) =hbjj =c—ajj > c—g =by =uc (i,1)

VI=1,..,n, esto implica que el jugador columna no puede incrementar su pago
si el jugador fila mantiene su eleccién en la fila i. Esto prueba que el perfil de

estrategia pura (i, j) es un equilibrio de Nash del juego.

[<]
Sea el par (i, j) un equilibrio de Nash del juego, es decir que se cumple
que
uc (i, j)=uc (i,1), vI=1,..,n
y
u (i, j)=up (k, j), vk=1,..,m
Esto implica que es un méaximo en su columna y un minimo en su linea,
por consiguiente ajj €s un punto de silla de la matriz A -

Teorema 2.6.2. — Si los puntos &;j y a5 son puntos de silla de la matriz A,
entonces ajs y ar también son puntos de silla de la matriz A donde se cumple
que ajj = a5 = ajs =4ayj - (Sartini, 2004)

Demostracion.

Dentro de la matriz A se ubican los puntos aj, ars, 8js,ayj entonces

36

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

Como & Yy a5 son puntos de silla, entonces ellos son minimos en sus

respectivas filas y maximos en sus respectivas columnas, luego
djj < s <5 Y jj = arj = 3rs
Por tanto
8jj = djs = arj = s

Se observa que ajs es el minimo en su linea, por qué ajj =as y es un
minimo en la misma linea que a;5 y es maximo en su columna, pues a,g = djs €S
un maximo de la misma columna.

Similarmente se tiene que a;; es minimo en su linea, pues ayj =a;j es

maximo en su misma columna. Por lo tanto, as y @ son puntos de silla de la

matriz A [ ]

Se define entonces

u_ (A)= max a = max min
I<ksm—  1<k<m I<I<m

uc (A)= min a = min  max ay
1<I<n I<I<n 1<k<m

Donde
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e EIl pago minimo del jugador fila, si este escoge la fila k, estd dado por

a = min ay
— II<n

e El pago minimo del jugador columna, si este escoge la columna |, esta

dado por c—a; , donde a = max ay
1<k<m

Teorema 2.6.3. -Para toda matriz A existe Ug (A)>u; (A)
(Perez, 2017)
Demostracion

Tenemos que Vk=1,...my V j=1..,n se cumple que

;> min a
akj I<I<n kl

Asimismo

max ay; > max min ay =u; (A)
]skgmak ]sksm]slsnakl L

Vv j=1..,n.Porlotanto

uc (A)= min A max a > max min ay =ug (A)
IKj<n  1<k<m 1<k<mi<l<n

El teorema siguiente, determina la existencia de puntos de silla en

consecuencia la existencia de equilibrios de Nash en estrategias puras, en términos

de las funciones Uy Uc .

Teorema 2.6.4. — Una matriz A tiene un punto de silla, si y sélo si,

u_ (A)=uc (A). (Sartini, 2004)

Demostracion.
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Si a;; es un punto de silla de la matriz A, entonces a; = min & =g .
J " 1<1<n -

Ademas, como Uy (A)= max & esta claro que u; (A)=a; =a;.
I<k<m— -

Por otro parte, a; = max a; =a;. Como uc (A)= min a , resulta que
I pcksm 9 J I<l<n

uC(A)Sa_jzaij.
Juntando estas dos desigualdades, se obtiene que uc (A) <a; <u (A).

Pero por el teorema anterior, Uc (A)>uj (A) se concluye uc (A) =u (A).

[<]

Como U (A)= max a, , existe una linea i, tal que u, (A)=a;. Pero, a
I<r<m—

suvez, aj =g,

Asi mismo, u; (A)=a; =a; Similarmente, como uc (A)= min a,
- 1<s<n

existe una columna j tal que uc (A)=a;.Pero, a la vez a; = max a;;, existe
J J 1<r<m ]

una linea k tal que a_j:akj. Asi mismo, uC(A)=a_j=akj. Puesto que por
hipétesis se tiene que up (A)=uc (A), se obtendra
aj| =i=UL(A)=Uc(A)=a_j=akj

Finalmente podemos afirmar que &;j es un punto de silla de la matriz A.

En efecto aj sa_j =aj <ajg, paratodo s=1,..,n, esto es, & es el minimo de su
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linea, por otra parte, ajj 2aj =aj >ay, paratodo r=1..,m esto es, aj es un

maximo de su columna. Por lo tanto a;; es un punto de silla de la matriz A.

2.2.7. Equilibrio De Nash En Estrategias Mixtas

Se define
u_ (A)= max min p' Aq
peAm deAy
y
uc (A)= min max p' Aq
geAp PeAn
donde

- up (A) y uc (A), son los pagos de los jugadores fila (L) y columna (C)

respectivamente

- A es la matriz de estrategias para los jugadores fila y columna
Teorema 2.7.1. — Para toda matriz A, existe U (A)>uj (A). (Perez, 2017)

Demostracion.

Se sabe que VpeAp,, cumple

pT Ag > min pT Ay

YeAn

Asi mismo, se tiene que

max p' Ag> max min p' Ay =u, (A)
PeAm PEAm YAy
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Por lo tanto
uc (A)= min max p' Ag> max min p' Ay=u, (A) -
q€An peln PeAm yein

El siguiente teorema determina la existencia de Equilibrio de Nash en

estrategias mixtas en términos de las funciones u; y uc

Teorema 2.7.2. — Un perfil de estrategias mixtas (p*,q*) es un equilibrio de

Nash de un juego de dos jugadores con suma constante definido por la matriz de

pago A del jugador fila, siy solo si

u (A =uc (A =pTAq
(Perez, 2017)
Demostracion.

[=]

Si (p*,q*) es un equilibrio de Nash, entonces

o Aq” =u (p",q")>u (p.a”)=pT Ad"
Estoes VpeAq,. En particular,
TA

q = max p' Ag = min max p' Ay =uc (A)
peAnm YeAp PeAy

p

También se observa que

pTAq" =c—uc (p".q") <c—ue(p".a)=pT Aq,
Esto es VqeA,. En particular
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PTAQ =min p T Ag< max min X' Aq=u, (A)
geA, XeAm €A

De esta manera, Ui (A)>uc (A). Pero, por el teorema anterior, u; (A) <uc (A)

, se concluye que u; (A)=uc (A).
[<]

Como u (A)= max max p' Aq, existe P eAp tal que se cumple
peAm geiy

u (A= min p T Aq
q€An

Similarmente, como uc (A)= min max p' Aq, existe q eAp tal que se
4€An pelny

cumple

uc (A)= max p' Aq”
PEAm

Por hipotesis se sabe que u; (A)=uc (A), entonces

min p ' Ag=u, (A)=uc (A)= max p' Aq.
a€An PeAm

Luego se puede afirmar que ( p*, q*) es un equilibrio de Nash del juego. En efecto

u (p",a")=p" Ag"2 min pT Aq= max pTAq" > xT Ag”"=uy (x.q")
a€iy PeAm

Esto ocurre paratodo X e Ay,. Por otra parte,

uC(p*,q*):c—p*TAq*Z—c max pTAq*:c— min p*TAqZC—p*TAy:uC(p*,y)
peAm geAp
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Paratodo yeA,.

De esta forma (p*,q*) es un equilibrio de Nash del juego -
2.2.8. Teorema Minimax De Von Neumann

Teorema 2.8.1. (MINIMAX DE VON NEUMANN). — Para todo juego de suma

cero con dos jugadores, representado por la matriz de pago A del jugador linea,

siempre existe un perfil de estrategia mixta ( p*, q*) € A, x A, satisfaciendo

u . (A)= max min p' Ag=p ' Aq = min max p' Aq=uc (A)
PeAm Qeln q€An Pl

En particular, (p*,q*) es un equilibrio de Nash del juego. (Sartini, 2004)

Comentarios:

I.  Este teorema establece que, para juegos de suma cero donde intervienen

dos jugadores siempre se cumple que u, (A)=uc (A). Y por el teorema

2.7.2 se obtiene que, para esta clase de juegos, siempre existe por Io menos
un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.
[l.  Para demostrar este teorema de minimax de Von Neumann, se utiliza el
teorema de Dualidad en la teoria de programacion lineal.
1. Hay que recordar que un problema primal de optimizacién, es de la forma:
Maximizar jT y
Sujeto a Ay <c,
y>0
Se le puede asociar otro problema de optimizacion llamado problema dual,

que tiene la siguiente forma:
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minimizar CTX

Sujetoa T aA>pT,

Teorema 2.8.2. (de dualidad en programacion lineal) -

a) El problema primal posee una solucion si y solo si, el problema dual

posee una solucion.

. * ., . * -7
b) Si y es una solucion del problema primal y x es una solucion del

problema dual, entonces c'x =ht y*. (Luenberger, 1984)

Demostracion.
Esta prueba puede ser encontrada en (Luenberger, 1984)
Demostracion (teorema de minimax)

Se va a considerar que todas las entradas de la matriz de pagos A del
jugador fila son positivas, si no fuera el caso solo se tiene que sustituir A por

A=A+D y B=-A por B=-D+B, en donde D=d, con

d > max max |a;| -
1I<i<mI<j<n

El juego definido por la matrices A y B tiene suma cero, es decir
A+B =0,y que también (p*,q*) es un equilibrio de Nash para el juego definido

por la matriz A, si y sélo si, A es un equilibrio de Nash para el juego definido

por la matriz A.

Ahora sean ¢=(L1...1)" vy b=(11..,1)" y considerando también los

problemas de programacion lineal:
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e Problema primal

maximizar bT y

Sujeto a Ay <c,

e Problema dual

minimizar CTX

Sujetoa  yTaA>pT,

x>0

Primero se analizara que el problema dual posee una solucién

Como A>0, y el conjunto no vacio X ={X€Dm/XTAZbT A sz} es

admisible. Por otra parte, como c:(l,l,...,l)T, es una funcion objetivo del

problema, se escribe como
_ ty,

Luego el problema dual trata de encontrar un punto del conjunto X mas

cerca al origen seglin la norma de la suma || un problema que sin duda tiene

' ”1’
solucion porque, si p e X, entonces podemos compactar al conjunto admisible

incluyendo la restriccion [Ixly <||p|;, y, con esto, se utiliza el teorema de

Weierstrass para garantizar la existencia de un minimo.
Como segundo paso realizara la construccion del equilibrio de Nash

Dado que el problema dual tiene solucién, esto por el teorema de la
dualidad, entonces el problema primal también tiene solucion. Ademas: si X es
la solucidn del problema dual y y* es la solucidn del problema primal, entonces
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Ahorasea @=c'x =b"y" >0 (porque (0,0,...,0) no es admisible) y se

define

*

p:

X « Y
- q -7
0 y 0

Luego se puede afirmar que (p*,q*) es un equilibrio de Nash del juego.
En efecto, notamos visiblemente que p* €Ang Y q* € Ap, luego p* >0 (yaque

X >0y 0>0),q >0 (yaque y >0y 6>0),

m my  c'x 6
I
i=1 i=1

T*

_04
0

n n ’f

> z;’—

=1 =1
Ahora, como X TA>D' , Se tiene que para todo g e A, se cumple

n
x*Tququ:qu =1
j=1

Sin embargo, X = % . De esta manera, p*T Ag>0= p*T Aq*, paratodo (€A,

. Por consiguiente

ue(p507)=pTAq" = p"Aq" =u (p.q)
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Paratodo peAp

Luego, se ha demostrado que el jugador fila no puede aumentar su pago

esperado intercambiando p* por p,Y el jugador columna mantiene la opcién q*

. Por lo tanto, Concluye que (p*,q*)es un equilibrio de Nash del juego. -

Comentario. — la demostracion que se acaba de realizar no solo establece la

existencia de equilibrio de Nash, si no también muestra una forma de calcularlos.

Ejemplo 5. — La municipalidad tiene un plan de vacunar a sus ciudadanos contra
un determinado virus de la gripe. Este virus tiene dos serotipos y se desconoce la
proporcion en la que aparecen los dos serotipos en la poblacion del virus. Se
cuenta con dos vacunas donde la eficacia de la vacuna 1 es del 85% contra el
serotipo 1 y del 70% contra el serotipo 2. La eficacia de la vacuna 2 es del 60%
contra el serotipo 1 y del 90% contra el serotipo 2. ;Qué politica de vacunacién

deberia adoptar la municipalidad?
Andlisis
El problema se puede presentar como un juego de suma cero de dos jugadores,

donde:

- El jugador de fila L (la municipalidad) quiere que la FCR (fraccion de
ciudadanos resistentes al virus) sea lo mas grande posible y
- El jugador columna C (el virus) quiere que la FCR sea lo mas pequefia

posible.
La matriz de pagos es la siguiente:

Virus
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Serotipo 1 Serotipo 2

85 85 70 70
Vacuna 1 (— _) (m‘m)

100" 100
Municipalidad
60 60 90 90
vacunaz (m‘m) (m‘m)

Tenemos que resolver el siguiente problema de programacién lineal para

encontrar el equilibrio de Nash

- Problema primal

maximizar y1+Yo

sujeto a 85/100 70/100([ y1]_[1
60/100 90/100 ||y, |~

- Problema dual

minimizar X +Xo

sujeto a 85/100 70/100
1 X2] 1]
60/100 90/100

>[1
X1 S 0
X2 B 0
Lo que nos resulta

- Problema primal

maximizar Y1+ Yo
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sujeto a 17y, +14y, =20
6y, +9y, =10

y120

y220

- Problema dual
minimizar X +Xo

sujeto a X +12x, =20
7% +9x%, =10

X =0

Xo 20

Donde la solucién al problema dual es X :(ggj y la solucion al problema

rimal es *—(4—0 5—0) con
P Y =%9'69)"

* * * * 30
O=x +Xp=Y1+Y2=—1

23

Como se ven en las siguientes figuras

10/231

0 2023 30023

Figura 2.2-6 Solucion del problema dual
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50/691

>V

=

20/69 30/23

Figura 2.2-7 Solucion del problema primal
En donde el punto (p*,q*) es el unico equilibrio de Nash para el problema, en

donde
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CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1. MATERIALES

En este trabajo de investigacion utilizamos bibliografia fisica y virtual, como
libros, tesis y articulos cientificos relacionados con el teorema de punto fijo de Brouwer,
teorema de equilibrio de Nash y textos relacionados al tema de investigacion que
corresponden al area de matematicas y economia, que implican la teoria de juegos.

Ademas, utilizamos herramientas tecnologicas como laptop, internet e impresora.

3.2. TIPOY DISENO DE INVESTIGACION
Tipo de investigacion

El trabajo de investigacion es bésico tedrico (pura o fundamental), porque la
investigacion se basa en profundizar los resultados, asi también incrementar los

conocimientos del tema de investigacion.
Disefio de investigacion

La investigacion de este trabajo es de disefio no experimental, ya que se lleva a

cabo sin intervencion deliberada de las variables involucradas.

3.3. METODOS

Este tipo de investigacion es basica y pura, puesto que se centra en comprender y
explorar la teoria de juegos, demostrando el teorema de equilibrio de Nash, usando el
teorema de punto fijo de Brouwer. EI método a emplear es el método inductivo-deductivo,

debido a que la induccion y la deduccion son herramientas complementarias en el proceso
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de pensamiento logico. Este método se utiliza para el analizar definiciones, corolarios,

teoremas y ejemplos.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

41. RESULTADOS

4.1.1. Demostracion del teorema de punto fijo de Brouwer

El teorema de punto fijo de Brouwer afirma que toda funcién continua que
aplica en un conjunto convexo y compacto sobre si mismo tiene por lo menos un
punto fijo, y ademas el Teorema de Equilibrio de Nash establece que para todo
juego finito de suma no cero, con una cantidad finita de jugadores y estrategias,
por lo menos existe un equilibrio de Nash en estas estrategias mixtas para este tipo
de juegos, en este sentido el teorema de punto fijo de Brouwer garantiza la
existencia de este equilibrio.
Con el fin de comprender mejor la demostracion del teorema, se va a enunciar
algunos conceptos previos.

Teorema 4.1. (Teorema del punto Fijo de Brouwer)
Sea F una funcion continua de la bola unitaria cerrada B" de un espacio

euclidiano en si mismo, entonces existe un punto x en B" tal que

F(x)=x,1<n<oo. (Garcia, 2020)

Definicion 4.1. Sea X <1, una funcién v=X —0" no nulo tal que para todo
xe X con x-v(x)=0, donde “-” es el producto interno, v es un campo de
vectores tangentes a X . Ademas, si v es continua, se dice que el campo es

continuo de vectores tangentes a X . (McCleary, 2006)
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Teorema 4.2. (Teorema de la bola Peluda) Si n es impar, entonces la esfera

s" L no tiene un campo continuo de vectores tangentes no nulos. (McCleary,

2006)

Si n es par, un campo de vectores tangentes a s es la funcién no nula v, que
esta definida por
Vi S
(X1 Xn) > (X2, =Xqses Xn,—Xn_1)

como v es continuay n es par, entonces existe un campo de vectores continuo
aS" L Es importante mencionar que v no es unico, también puede tener la forma
v:S" 0" definido por V(Xq,.., Xy ) = (—X2, X1, ~X4, X, s —%n, X1 ) donde

también es un campo de vectores tangentes continuo a sht.

Comentario. — Este teorema recibe este nombre por la analogia que presenta una
bola con pelos donde los pelos son los vectores tangentes al campo, entonces si la
bola se puede peinar, entonces existe un campo continuo de vectores tangentes,
caso contrario la pelota estaria sin pelos.

Demostracion del Teorema del Punto Fijo de Brouwer

La demostracion estd basada en el teorema de la Bola Peluda, por lo tanto, se
realizara para dos casos, cuando n toma un valor par y luego para cuando n es
impar.

- n espar. - (Por el absurdo)
Suponiendo que F no tiene un punto fijo en B" y bajo esta suposicion se

puede generar un campo de vectores continuos a la esfera S", entonces se

genera a una contradiccion con el teorema de la Bola Peluda.
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Dada una funcion continua F en B" que no tiene puntos fijos en B" es

decir VxeB", F(x)#x —> F(x)—x=0, ademas

0<|x=FOI% =Ix +|F (O =2x- E () < 2—2x-F (x)

En consecuencia, si [|x|=1 se obtiene que
X-(x=F(x))=1-x-F(x)>0 (4.1)

si se define ahora una funcion k:B" —[1 de la forma

1-x-X
1-x-F(x)

k(x)=
donde 1-x-F(x)=0 por la ecuacion (4.1), entonces se puede genera un
campo de vectores

z2(x)=x—k(x)-F(x)

(4.2)

Donde se observa que z:B" —[1", es decir

1-Xx-Xx (x)

z(x)=x———"_F
1-x-F(x)
Luego a partir de la funcion z(x) se va a generar un campo de vectores

tangentes.
Seguidamente se debe ver que z sea continua y que no se anule en la bola

unitaria es decir que z # 0, para esto, como las funciones identidad x, k y F
son continuas entonces z es continua donde se cumple que z(x)=x en la
esfera unitaria, y esto se cumple por que x se encuentra en la esfera unitaria,
entonces cumple que [|Ix| =1, donde ocurre que

z(x)=x-k(x)-F(x)=x (4.3)

55

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

porque en k(x), 1-x-x=0.

Ahora se vera que z(x) no se anule en toda la bola unitaria, para probar esto
se supondra que debe existir en la bola unitaria un X tal que z(x*) =0 yde
acuerdo con (4.2) se obtiene que X = k(x*)- F (x*) , luego le multiplicamos
a esta expresion por el denominador de k(x) y utilizando la misma definicion

de k(x) se obtiene

Como x*:k(x*)-F(x*), entonces F(x*): que en la ultima

k(x*)

expresion resulta que

por igualdad de términos se observa que x*=F(x*), y esto es una

contradiccion a la hip6tesis, por consiguiente z(x)=0 en toda la bola
unitaria.

Como la idea es construir un campo continuo de vectores tangentes a la esfera

S". Para esto se va a considerar el ecuador de la bola B™! como

ENl= {(xl, Xp,ee ¥ ) €BM X = 0} y su  hemisferio  sur
- n+l. o
Bri1 = {(xl, X2, X Xn41) € B Xy < O}. Ahora se va a identificar la

bola B" con el ecuador definido arriba E™ de la bola B"1de la forma
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siguiente (Xq,Xp, ..., Xy ) > (X1, X2,-.., Xn,0) de donde (Xq,Xp,...,%,)€B" y

(%, %2,-.Xq,0) & BN+,

Luego se va a realizar proyecciones y utilizar la funcion z para construir un
campo tangente a S" en el hemisferio sur B,,; que empalme con el ecuador
(la forma de hallar un campo tangente a S" en el hemisferio norte N1 es

de manera analoga al procedimiento que se va a realizar para el hemisferio

sur).

Proyectando desde el polo norte N =(0,0,..,0,1)eB™el punto

X =(X, X2,...,X,,0) @l ecuador EM sobre la esfera unitaria S". Si

considerando un x e E™*, y que la proyeccion sobre el hemisferio sur By,
es
v(x) = (v (x),vo (X),...,vy,1 (x)), entonces x debe estar ubicado en algun
punto intermedio de la recta que va de N hasta v(x). Por consiguiente
30 [0,1], que cumple x=(1-0)N+&v(x),ycomo N=(0,0,..,0,1), la
Gltima expresion debe ser equivalente a

X =0v;(x), i=12..,n (4.4)

Teniendo en cuenta (4.4) donde v;(x) =XZ; , que en v(x) se puede expresar

como

v(x) = (v (X), V5 (X),..., V1 (X)) =(%%%‘%_lj (4.6)

Como v(x) eS" se tiene que |v(x)| =1, por consiguiente
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(60— 1)2

1= Zv, (X)+Vv2,1(x)= ZX'

=1

Que si se multiplica esta expresion por 62 resulta

n
02 =3 x¢ +(0-1% = x| +67 —20+1

i=1
0= x|* —20+1, |X[2= 0 | x [?= x2
0:%(x2 +1)

de donde se observa que 6 > %

Ahora, haciendo uso de los resultados previos, para todo X que esta en el

ecuador E" se define un vector u(x)=0 tangente a S" en el punto
v(x). Para esto se define

X (t)=x+tz(x)
V() =v(x+tz(x))

Donde:
-t es lo necesariamente pequefio para que el segmento X +tz(x)

este contenido totalmente en EN*1L.

ENL entonces [Ix <1

- como xe
Si se considera t =0 se puede observar que X (0)=x, V(0)=v(x)y
IV @l =|v(x+tz(x))|=1 por qué x+1tz(x) se encuentra en la esfera
unitaria S".

Sea u(x)=(u(x),...,up,1(x)), entonces se puede definir de la siguiente

manera
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~ov(0)
ux)= ot

0
es decir que u(x)=V(0).
Ahora se puede ver que u(x) definida de la tltima forma es tangente a S"
en v(x), por que

_a_s(V®-v®)
ot ot

0

_V(OV@®+V OV (D),  porregladel producto
ORI
en esta Ultima expresion se evalla en cero, se obtiene
0=v(x)-u(x)
lo que muestra que u(x) es tangente S" en v(x), faltaria mostrar que
u(x) =0, para esto se va a considerar que existe la proyeccion de X (t) desde

N , de manera analoga a lo anterior, con una funcion 8(t) con 8(0) =6 que
cumple

X (0)=(1-0(1))-N+0(t)-V (t)
que al derivar esta ultima expresion se tiene

X)) =(1-01))-N+0(t)-V (1)
X®)=N-01t)-N+o(t)-V(t)

i 0 0 0
X(t)=-0(t)-N+0(t)-V(t)+6(t)-V(t)
al ser evaluada en cero y teniendo en cuenta que X (0) = x y que por (4.3)

x=1z(x), se tiene

0 0 0 0
X (0)=-6(0)-N+6(0)-V(0)+6(0)-V (0)

2() =—0(0)-N +6(0)-v(x)+ Au(x)
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y al despejar u(x) resulta que

10200 =000)-(N-v(x)

; @)

En esta Gltima expresion para que u(x) =0 se puede considerar los siguientes

Casos:

0
o Si 8(0)=0, entonces u(x) =0, por que al principio de la demostracion

se garantizd que z(x) 0.

0
o Si #(0) =0 setiene que u(x) =0, por que su (n-+1)- ésima componente

es no nula, y esto se ve en la forma de u(x) en (4.7), es decir

O+6D?- (1-Vp,q (%))
0

Upyq (X) = #0 pues Vp,1(x)<0y 92%.

Por todo lo mostrado, se observaque u(x) =0 yademas que u(x)-v(x)=0
en todo el hemisferio sur B, que pertenecen a los puntos de S" con
componentes Vy, 1 (x) <0. Asu vez, de (4.4) y (4.5) se cumple que v(-) es

continua, y como z(x) también es continua, entonces, de la ecuacion (4.7)

se afirma también que u( - ) también es continua.

Se va ahora a ampliar u(x) a la circunferencia {(x1 Xn,0) Zx,z :1} de

gn+l (que se ha identificado con S“‘l,por el teorema de la bola peluda) de

forma continua, usando el limite cuando v(x) —> E"*l, dicho de otra manera

cuando Vp,q (x) —0. En esta situacion, de (4.4) y (4.5) & -0, v(x) > x y

[xl|=1. De esta forma
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10 =2(x)+6(0)-(N—x)

Como 6(t) = %(IIX ) +1), de donde su derivada es

0(t) = X (- X (1) = (x-+12(x)) - 2(x)

y evaluando para t =0, se tiene que

O
0(0)=x-z(x)
Luego en (4.3) se vio que, cuando [x| =1 entonces z(x)=x, de esta forma
0
0(0) =x-x=1, lo que implica que
u(x)=x+N-x=N

Esto muestra que en todo el ecuador E™ os vectores tangentes estan en

direccion al Norte N, y que también se cumple que

x-u(x)=0

Para todo XE{(Xl,...,Xn,O) : Zx,z =1}

Lo que se ha hecho es definir un campo vectorial continuo de vectores
tangentes (no nulos) en todo el hemisferio sur de la esfera unitaria.
Importante. — Para ampliar el campo de vectores obtenido a toda la esfera

unitaria se tiene que realizar un procedimiento analogo en el hemisferio norte,

es decir, proyectar desde el polo sur, de componentes S=(0,0,...,0,—1)

donde u sera definido ahora como -V (0), y esto generard un campo
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continuo de vectores tangentes en el hemisferio norte, donde ademas estos
dos campos de vectores coinciden en el ecuador.

Conclusion n par.- Bajo el supuesto que no existian puntos fijos, se a

generado un campo continuo de vectores tangentes a la esfera unitaria S, lo
que contradice al teorema de la bola peluda, Por lo tanto, para cuando n toma
un valor par, existe al menos un punto fijo que prueba el Teorema de Punto
Fijo de Brouwer para cuando n es par.

- n es Impar
Se va a considerar una funcién F definida sobre B" en si misma, es decir
F(x) =(F1(x), F(),....F, (x)). Luego consideramos ahora la funcion H

definida sobre la bola B™t!

en si misma como
H (%0, X200 X0, Xn42) = (F (%0100 X0 )2 B2 (X000 X ) oves By (K,0000 % ), 0)
Como las funciones F; son continuas (por hipotesis), entonces H es

continua, y por lo visto en el caso cuando n es par, existe un punto b e Bn+

donde H(b)=b, por lo tanto b cumple en cada componente lo siguiente:

{bn+1=O
b =HFK (bl,bz,..,bn), i=1..,n

Esto indica que si x=(by,by,....b,)€B" este es un punto fijo de F, lo que

prueba el Teorema de Puno Fijo de Brouwer para n impar.
-
Corolario 4.1. (del Teorema de Punto Fijo de Brouwer). Si A es un

subconjunto compacto y convexo de un espacio Euclidiano de dimension finita 'y
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F:A— A es una funcién continua, entonces F posee un punto fijo en A, es
decir, existe p* € A tal que
F(p*)=p*
(Garcia, 2020)
Antes de demostrar el corolario para su mejor compresion se debe tener claro los

siguientes conceptos

Definicién 4.2. — Sean A Bc". Se dice que A y B son topolgicamente

equivalentes si existe un homeomorfismo h entre ellos, es decir, si existe una
biyeccion continua de A sobre B con inversa continua. (James, 2000)
Con el siguiente lema se va a poder extender el teorema de Brouwer a conjuntos

topoldgicamente equivalentes (James, 2000)

Lema 4.1. — Sea D topoldgicamente equivalente a la bola unitaria B" y sea F
una funcién continua de D en si misma, entonces F tiene por lo menos un punto
fijo. (James, 2000)

Demostracion del lema 4.1.

Por hip6tesis tenemos que B" y D son topolégicamente equivalentes esto quiere
decir que existe un homeomorfismo H:B" — D. Luego se define una funcion
G:B" —»B" de laforma

G(x)=H(F(H(x)))

que es continua, esto porque F,H y H~L también son continuas.
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Ahora el teorema de Punto Fijo de Brouwer indica que existe un punto fijoen G

, €s decir que existe un punto p* e B" tal que G( p*)z H‘l(F(H (P*))) = p* y

a esta ultima expresion le aplicamos H , se obtiene

De esta tltima igualdad vemos que H ( p*) es un punto fijo de F -
Demostracion del Corolario 4.1 del Teorema del Punto Fijo de Brouwer
Sea B, unabola de radio r que esta centrada el origen y que ademas que sea lo
bastantemente grande para que A c B, el cual existe porque A es acotado (por

hipdtesis A es compacto que es cerrado y acotado).
Considerando la funcion

G: B - A
X = p =6(x

tal que se cumple

d (x, p*) =mind (X, p)
peA

de esto, debido a la convexidad de A y lafuncién G esta bien definida, y ademas

p* € A existe porque A es cerrado, en donde no puede ocurrir que para todo
pf, pz € A suceda que d (X, pf) =d (X, p;) por que A es convexo, encones se
tiene que d(x,%)<d (x, pf) por lo que los puntos no pueden ser a una

distancia minima de Xx. También se ve que si XxeA, G(x)=x.
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Analizando ahora que G es continua. se va a considerar una sucesion x, en B,

que converge a X. Sea €>0, y si x, converge a X, existe un N e[l tal que
d(xn,x)<%, vnell.

De la definicién de G se sabe que para n> N se cumple que

d (%G (%y))<d(%7,G(x))

sd(xn,x)+d(x,G(x))<d(x,G(x))+§

de esta ultima desigualdad se tiene que, para n> N también se cumple

d(x,G(x)<d(xG (%))

Sd(x,xn)+d(xn,G(xn))<d(xn,G(xn))+g<d(x,G(x))+§

De donde se puede decir que

d(xG(x)<d(x,G(xy))<d(xG(x)+&
Esto conlleva a que d(x,G(xn))—>d(x,G(x)) y que por la unicidad de G

ocurre que G(x,)—G(x), por consiguiente G es continua.

Como F y G son continuas, si se considera ahora la composicion FoG:B, > A
también continua, y como B, — A se puede considera que la composicion esta
definida en B, sobre si misma, ahora teniendo en cuenta la definicion 4.2, que la

bola unitaria es topoldgicamente equivalente a toda bolaen 7",y por el lema 4.1

que asegura que existe un Xg € B, , tal que

F(G(x0))=%o (4.8)
Y ademas la imagen de la composicion F oG se encuentra contenida en A, es

decir que Xy €A esto implica que G(xo): Xp, Y sustituyendo esto en (4.8) se
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obtiene que F (xo) = Xg, en otras palabras que F tiene un punto fijo.

4.1.2. Caracterizaciones alternativas para un equilibrio de Nash
Ahora se va a establecer una serie de proposiciones que proporcionan

caracterizaciones alternativas para un equilibrio de Nash.

Proposicion 4.1. Paracada i =1,...,n y j=1...,m;, definir las funciones
Zj: A —> [
p = zj(p)=ui(sj.Pi)=ui (Pi.Pi)
tenemos que p* es un equilibrio de Nash, si y sélo si,
zij (p*)<0

paracada i=1..,ny j=1..,m.

Comentario. — La proposicion indica que zjj mide la ganancia o pérdida del
jugador g; cuando cambia la distribucion de probabilidad p; por la estrategia
pura Sjj.
Prueba:

(=)

Si p*=( pi*,pii) es un equilibrio de Nash, entonces

*
-

ui(pi P )Zui<5ij,p—i)
Paracada i=1,...,n y j=1...,m;. Consecuentemente,

*
-1

zij (p*) =V (Sij1pii)_ui (p.p%) <0
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Paracada i=1,..,ny j=1...m.

(<)
Si
Zij(p*):ui(sippii)_ui (pfipii)ﬁo
Paracada i=1,...,n y j=1..,m;, entonces
Ui (Sijapii)Zui (ej,pii)ﬁui(P?,pii)
Paracada i=1,..,n y j=1..,m; donde €j esel vector en [J i que tiene 1 en

la coordenada j-ésima y cero en el resto. Se mostrard que para todo
pi :(pil""1 pimi )eAmi

Ui(pi,p—i)ﬁui(pi ,p—i)-
Pero, como x - y; (x, pf) es un funcional lineal®, se tiene que

ui(pi.p*i)—uiig pik'ek’p*i}—% pic Ui (P ) <

k=1 k=1
% Pik 'Ui(pi*'pii)zui (Dr,pii)'% Pik = Uj (Dr,pii)
k=1 k=1
Donde en la dltima igualdad se usara el hecho que zrk"'zl pik =1, dado que,
Pi €Am - -

Proposicion 4.2. Paracada i =1,...,n y j=1...,m; se define las funciones

gij- A - U
P~ gjj(p)=max{0,z;(p)}

1 por definicién de estrategias mixtas X € Ami y como Uj A —[] eselpago del jugador gj cuando
* *
cambia su estrategiaa Pj , entonces U; (X, Pi )el:l , por lo que Uj es un funcional lineal.
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tenemos que p es un equilibrio de Nash, siy solo si,

paracada i=1..,ny j=1..,m.
Prueba:

Por hipotesis se tiene que para todo p € A se cumple

gij (p) =max {0, z;j (p)}
La proposicion 4.1 indica que p es un equilibrio de Nash si y s6lo si zj; (p)<0,
esto quiere decir que  z (p) a lo mas puede ser cero, en este sentido,
max {0,z (p)} =0
Por lo tanto, gjj (p) =0 es un equilibrio de Nash. -

Proposicion 4.3. Se define la aplicacion

FiA=Apy XAm, X XAm 5> A=Apy XAp, XX Ay
P=(P1, P20 P ) F (P)=(11.(P). Y2 (P) s Yn (P))

donde y; (p)=(¥i1(P). ¥i2(P)- Yimy (P)), Pi =(Pit. Piz-- Pirm; ) ¥
_ Pij + Gij (p)

yij - m;
1+ > gik (p)
k=1

se tiene que p* es un equilibrio de Nash, si y sélo si,

esto es si y solo si, p* es un punto fijo de la aplicacion F. (Sartini, 2004)
Prueba:

Se puede observar que, como Yjj = 0 entonces F(A)c A y que ademas
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% Pik + % ik (p) 1+ % 9ik (P)
== _ k4

3 iy = 3| PO (P) |_ - i =1
k= k=1 1, S gik (p) 1+ g (p) 1+ gik(p)
k= k=1 k=

Esto es, cada yj (p) e A
(=)

Si p* es un equilibrio de Nash, por la proposicion 4.2 se tiene que Jij (p*) =0,
para cada i=1..,n y j=1..,m;, De esta manera yij(p*): p;} para cada
i=1..,ny j=1...m, esto es, VY (p*)= pr para cadai=1,...,n o, todavia
(7)o

(<)

Sea p*=(pf, p; p:)eA:Amlx.--Amn es un punto fijo de la aplicacion

F:A>A.

Si se considera que

* pﬁ + Gij (IO*)
j = m;
1+ Z ik (p )

k=1

i=1..,ny j=1..,m,entonces se sigue que

DAL

Paratodo i=1,...,ny j=1,..,m;, luego se puede afirmar que
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De tal manera que gik(p*):o paratodo i =1,...,n y k=1..,m.

En efecto

Por el absurdo, si « >0, de la relacion anterior se ve que
gij (p )>0<:> p,J >0
Sin pérdida de generalidad, si se supone que prl >0, prz >0,..., pﬁ >0 ademaés

Pi(1+1) = Pi(1+2) ="= Pim =0. Se ve que
m; .
Pi =D Pikek
k=1

de donde € es el i-ésimo vector de la base canénica de [ ™ |

Puesto que ik (p*)>0 paratodo k =1,...,1 setiene que

Uj (ei,Pii)>Ui(Pi*’pii)

donde k =1,...,1, de esto se puede decir que

(Du, ) (Zplkek’ szu (ek,Pii)=épﬁ'Ui(ek,pii)

>
ml * * * I
Zpik'ui(Pi,p_) (Dll ) Z (ID., )
k=1 k=1

Esto es un absurdo, lo que prueba que g;;(p)=0 para todo i=1...n y

j=1...,m;, por lo tanto, p* es un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.
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4.1.3. Teorema del equilibrio de Nash

Teorema 4.3. (Equilibrio de Nash)

Todo juego definido por matrices de pago posee un equilibrio de Nash. (Cerda,

2004)

Antes de realizar la prueba se hara algunos comentarios

Comentarios:

1) Una matriz de pago define cuanto puede ganar (o perder), cada jugador
segun las estrategias que tiene.

i) Se sabe también que no todos los juegos tienen equilibrios de Nash en
estrategias puras, el teorema indica que si se permite que los jugadores
seleccionen estrategias mixtas (estrategias con probabilidades), siempre

existira por lo menos un equilibrio de Nash.

De los dos comentarios podemos decir que el teorema de equilibrio de
Nash indica que todo juego que tiene un nimero finito de estrategias y jugadores,
siempre existird por lo menos un equilibrio de Nash, lo que confirma que habra
una situacion estable en donde ningln jugador tiene motivos (o incentivos) para

modificar unilateralmente su estrategia.

Prueba.

Se analizard primero que gjj es continua, para tal efecto sea

P= ( P P2y pn)e A, para cada jugador i con estrategias posibles |, se puede

definir la funcion

gij: A - [
P+ gij(p)=max{0,z;(p)}
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de la proposicion 4.1 se ve que zjj (p) es continua, debido a que u; es continua,
y como gjj es el maximo de dos funciones continuas, entonces gij es continua.

Luego se verd que F:A — A sea continua y posee un punto fijo, esto se cumple
porque en el corolario 4.1, se probé que para F continua definida sobre A
compacto y convexo, F tiene un punto fijo F(p*) :p*. Faltaria probar que p*

es un equilibrio de Nash.

Por la proposicion 4.1

Sea p*=(pf, p;,...,p;)eA=Am1x---Amn, un punto fijo de la aplicacion

F:A— A. Por la proposicién 4.3, se prob6 que para cada jugador i con una

posible estrategia j (es decir Yij > 0) la suma de estrategias mixtas (distribucion

mj
de probabilidad) Z Yik (p) =1, luego se elige un jugador arbitrario i tal que
k=1

* pf} + jj (IO*)

pij - m; *
1+ ik (IO )
k=1

i=1..,ny j=Ll..,m, ypor la proposicion 4.2 se verifico que gj (p*):O

entonces

*

});_/_ pﬁ+9ij (P*) _ Pij
j — - - :

m, . m, .
1+Zgik(p ) 1+Zgik(p )
k=1 k=1

Paratodo i=1...,ny j=1,..,m;, luego se puede afirmar que
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De tal manera que gix (p*)=0 paratodo i =1,...,n y k=1..,m.
Y por la condicion necesaria de la proposicion 4.3 se verifico que gj; (p) =0y

por la proposicion 4.2 p* es un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

Comentarios:
e Una manera de calcular los equilibrios de Nash de un juego se establece
en la proposicion 4.2, que son soluciones del problema de optimizacion no

lineal.
N m 2
Minimizar ZZ(gij (p))
i=1j=1
Sujetoa  peA
Aplicando este teorema al dilema del prisionero (Ejemplo 1) se tiene

(P.a)=(p,1-p;a.1-0)e Ay xA,

Si (p,a) esunasolucion del problema de optimizacion

Minimizar (max {0,—(~1+ p)(4q +1)})2 +(max{0,~p(4q +1)})2 +
G(p,q) = (max{o,—(4p+1)(—1+ q)})2 +(max{0, —q (4p+1)})2
Sujeto a 0<p<y

0<qg<1

Es un equilibrio de Nash

4.2. DISCUSION

Para el desarrollo del trabajo de investigacion primero se presentd los conceptos
basicos de teoria de juegos, para estrategias puras y mixtas. Luego se demostro el
Teorema de Punto Fijo de Brouwer, que permiti6 enunciar el corolario 4.1, que también
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fue demostrado, seguidamente se realizo caracterizacion del teorema de equilibrio de
Nash que fueron 3 proposiciones que relacionaban la existencia de un punto fijo con el
equilibrio de Nash, en base a estos resultados se pudo finalmente demostrar el Teorema
de Equilibrio de Nash, haciendo uso del Teorema de Punto Fijo de Brouwer. Este trabajo
tomo como referencia el trabajo de (Garcia, 2020), quien presenta en su trabajo final de
grado teoremas de puntos fijos clasicos como el teorema de Punto Fijo de Banach,
Teorema de Punto Fijo de Shauder y el Teorema de Punto fijo de Brouwer con su
aplicacion a juegos finitos no cooperativos en donde se muestra una breve prueba del
Teorema de equilibrio de Nash que en contraste del presente trabajo de investigacion se
realiza de manera mas exhaustiva. Resultado similar a este trabajo de investigacién se
encontr6 en (Laurente Blanco, 2022) en donde utiliza la topologia de correspondencias
para probar el Teorema de Existencia de Equilibrio de Nash, en donde hace uso del
Teorema del punto fijo de Kakutani, resultado que difiere de este trabajo puesto que en
este trabajo se utilizé el teorema de Punto Fijo de Brouwer. Igualmente se encontro
resultados similares en (Luiisilla, 2018), donde también realiza una brevisima
demostracion del Teorema de Equilibrio de Nash al igual haciendo uso del Teorema de
punto fijo de Kakutani, resultado que de forma similar difiere de este trabajo por la forma

de la prueba, pero donde se hace mas énfasis en aplicaciones.
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V. CONCLUSIONES

Las conclusiones del presente trabajo de investigacion son las siguientes:

PRIMERO:

SEGUNDO:

Se mostré mediante la proposicion 4.3, que para toda funcién continua F

definida en un subconjunto de estrategias mixtas sobre si mismo, donde se

escogio un perfil de estrategia p*, donde se probd que este es un punto

fijo y por lo tanto es un equilibrio de Nash.

Se analiz6 la teoria de Teorema de Punto Fijo de Brouwer, este analisis
permitio realizar caracterizaciones alternativas para un equilibrio de Nash,
en donde se pudo definir funciones de pago para un jugador ““i”’ que escoge

una estrategia « j ” que se puede representar como una matriz de pago, y

en base a la estrategia mixta escogida por el jugador se pudo realizar la
caracterizacion de que si esa estrategia es un punto Fijo de Brouwer,
entonces es un equilibrio de Nash, que eso mostré como se relaciona la

teoria de punto Fijo de Brouwer con la Teoria de Juegos.
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VI. RECOMENDACIONES

En el presente trabajo de investigacion se tienen las siguientes recomendaciones

PRIMERO: En base al analisis hecho para la demostracién del teorema de equilibrio
de Nash, se recomienda estudiar la relacion que existes entre el equilibrio
de Nash y la solucién de un problema de programacion lineal usando el

teorema Minimax de VVon Neumann.

SEGUNDO: Se recomienda realizar la demostracion del equilibrio de Nash para un
juego infinito no cooperativo de n personas, para ver si al menos existe un

equilibrio de Nash.

TERCERO: Se recomienda realizar comparacion entre las diversas demostraciones del
Teorema de Equilibrio de Nash, para percibir las ventajas y desventajas
que tiene cada enfoque, esto podria mostrar el tipo de elementos

matematicos que se necesitan para realizar estas demostraciones.
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