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RESUMEN

En la modelizaciéon matematica, el modelo basico Susceptibles-Infectados-Recuperados
divide a la poblacidn en tres clases epidemioldgicas o tres compartimentos, describiendo
el flujo entre ellas. El objetivo de este trabajo es analizar la solucion del modelo
Susceptibles-Infectados-Recuperados mediante los métodos numéricos de Euler y
Runge-Kutta de cuarto orden, considerando diferentes tasas de contagio, y la
implementacion del codigo se realizd en Python. La metodologia de este trabajo de
investigacion es de tipo descriptivo-analitico, ya que el modelo Susceptibles-Infectados-
Recuperados utiliza sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, las cuales
se uso métodos numéricos para aproximar la solucion. Para aproximar la solucion se uso
los métodos de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden. Los resultados concluyen que el
método de Euler es inestable para una alta tasa basica de reproduccion, obteniendo poca
precision; en cambio el método de Runge-Kutta de cuarto orden es mas eficiente,
obteniendo mayor estabilidad y precision bajo las mismas condiciones. Por ello; al
comparar ambos métodos, Runge-Kutta de cuarto orden es claramente mejor que el
método de Euler en la modelizacion numérica del modelo Susceptibles-Infectados-

Recuperados.

Palabras clave: Estabilidad, Método de Euler, Método de Runge-Kutta de cuarto orden,

Modelo Susceptibles-Infectados-Recuperados, Python.
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ABSTRACT

In mathematical modeling, the basic Susceptible-Infected-Recovered model divides the
population into three epidemiological classes or three compartments, describing the flow
between them. The objective of this work is to analyze the solution of the Susceptibles-
Infected-Recovered model using fourth-order Euler and Runge-Kutta numerical methods,
considering different contagion rates, and the implementation of the code was performed
in Python. The methodology of this research work is descriptive-analytical, since the
Susceptible-Infected-Recovered model uses systems of nonlinear ordinary differential
equations, which numerical methods were used to approximate the solution. The Euler
and Runge-Kutta fourth order methods were used to approximate the solution. The results
conclude that the Euler method is unstable for a high basic reproduction rate, obtaining
low accuracy; on the other hand, the fourth order Runge-Kutta method is more efficient,
obtaining higher stability and accuracy under the same conditions. Therefore, when
comparing both methods, fourth-order Runge-Kutta is clearly better than the Euler

method in the numerical modeling of the Susceptible-Infected-Recovered model.

Keywords: Euler method, Runge-Kutta fourth order method, Stability, Susceptible-

Infected-Recovered model, Python.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

La modelizacion matematica es una linea de investigacion muy importante de la
matematica que desempefia un papel importante en la investigacion y desarrollo de
modelos epidemiologicos. Nos permite la simulacion de diferentes escenarios futuros,
basandose en el cambio de las condiciones iniciales o en los pardmetros del modelo por
estudiar, es esencial para la planificacion a largo plazo y para la preparacion de posibles
brotes epidemioldgicos o pandemias como la mas reciente del Covid-19; en esta
investigacion optamos por el modelo epidemiologico Susceptibles-Infectados-
Recuperados (SIR), dado que nos ayuda a prever y comprender la propagacion de alguna
enfermedad bacteriana o virica (Pliego, 2011), esto es importante para la planificacion e

implementacion de estrategias de control y prevencion de la enfermedad por estudiar.

El modelo epidemiolégico SIR es un sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales, estd compuesto por tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, esto se
debe a que las ecuaciones incluyen términos no lineales, como producto de las variables
de estado S, I y R. Resolver sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales puede ser
complejo, particularmente cuando no hay soluciones analiticas disponibles y es ahi donde
se opta al uso de métodos iterativos, también conocido como métodos numéricos, esto

nos permite obtener soluciones aproximadas.

La tasa de contagio, también conocida como tasa de reproduccion basica R, es
un parametro epidemioldgico que cuantifica la capacidad de una enfermedad infecciosa
para propagarse dentro de una poblacion. Esta medida estima el nimero promedio de

personas susceptibles que una persona infectada puede contagiar en condiciones

14
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epidemioldgicas especificas, cuando la mayoria de la poblacion es susceptible al patégeno

de dicha enfermedad (Ridenhour et al., 2018).

Si la tasa de contagio es igual a 1, cada persona infectada transmitira la
enfermedad a una persona adicional, manteniendo asi una propagacion constante. Cuando
la tasa de contagio es inferior a 1, la enfermedad tiene menos probabilidades de
propagarse de manera sostenida en la poblacion, ya que cada individuo infectado
transmite la enfermedad a menos de una persona, lo que eventualmente puede llevar a la
disminucién de casos. Por otro lado, si la tasa de contagio es superior a 1, la enfermedad
tiende a propagarse, ya que cada persona infectada transmite la enfermedad a mas de una

persona, lo que puede dar lugar a un aumento exponencial de casos.

Este parametro es escencial para comprender la dinamica de propagacion de
enfermedades infecciosas y es utilizado por los epidemidlogos y expertos en salud publica
para evaluar la efectividad de las intervenciones y controlar brotes de enfermedades. La
tasa de contagio puede variar en diferentes etapas de una epidemia o pandemia y puede
ser influenciada por factores como medidas de control, comportamientos individuales y

la inmunidad de la poblacién.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) son una herramienta poderosa para
comprender y predecir los cambios en entidades interrelacionadas en nuestro mundo
dindmico. Desde la posicion de la Tierra hasta la trayectoria de un proyectil, muchas de
las variables que nos rodean estan en constante cambio, y las EDO nos permiten modelar
estas relaciones matematicamente. En esencia, las EDO expresan cémo las variables y
sus derivadas se relacionan entre si, en funcién del tiempo u otras variables
independientes. Al estudiar las EDO, no solo buscamos comprender cdémo cambian las

variables y sus derivadas, sino también como se relacionan entre si las propias variables.

15
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Por ejemplo, a partir de datos sobre la posicion variable de una particula y su velocidad,
queremos determinar la relacion entre la posicion y el tiempo, lo que nos permite predecir
su posicion en cualquier momento futuro. Las EDO surgen en una variedad de campos,
desde la fisica, hasta la economia; siempre que una ley universal se exprese en términos
de variables y sus derivadas (Tenenbaun y Pollard, 1985). Ademds de modelar el
comportamiento individual de variables a través de ecuaciones diferenciales ordinarias,
en muchos casos es necesario analizar como interactian varias variables simultdneamente
donde los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias EDOs resultan fundamentales,
proporcionando modelos que capturan la dindmica conjunta de multiples variables en

distintos campos, como la biologia o la ingenieria.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) son fundamentales en
el analisis matematico, ya que proporcionan modelos para comprender y analizar una
amplia gama de fendmenos naturales y artificiales. Desde la dinamica de poblaciones
hasta el comportamiento de circuitos eléctricos, estos sistemas nos permiten representar
y predecir, de como es que multiples variables cambian en funcién del tiempo u otras
variables independientes. En este contexto, el estudio de los sistemas de EDOs es esencial
para explorar y comprender la complejidad de los sistemas dindmicos en diversas
disciplinas (Macias et al., 2011). Una vez que comprendemos cémo las EDOs modelan
el cambio en diversas variables, surge la necesidad de emplear métodos numéricos para
obtener soluciones precisas. En este contexto, los métodos explicitos e implicitos juegan
un papel crucial, proporcionando enfoques distintos para resolver EDOs segun las

caracteristicas del problema, como la estabilidad y rigidez.

Los métodos explicitos e implicitos son dos enfoques comunes para resolver

ecuaciones diferenciales en el contexto de métodos numéricos. En un método explicito,
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la solucion en un punto de tiempo futuro se calcula explicitamente en términos de la
solucion en el punto de tiempo actual y otros parametros conocidos, existen varios
métodos explicitos entre los mas conocidos tenemos: Método de Euler, Método de Runge-
Kutta de segundo orden y Método de Runge-Kutta de cuarto orden. Por otro lado, en un
método implicito, la soluciéon en un punto de tiempo futuro se determina mediante la
solucion de una ecuacidon que involucra la solucion en el punto de tiempo futuro y otros
parametros. Existen varios métodos implicitos entre los mas conocidos tenemos: Método
de Euler implicito, Método de diferencia finita hacia atrds y Método de Newton-Raphson.
Cada método tiene sus propias ventajas y desventajas en términos de estabilidad,
precision y eficiencia computacional, y la eleccion entre ellos depende del problema
especifico que se esté abordando y de las caracteristicas de la ecuacion diferencial en
cuestion (Chapra y Canale, 2011). La eleccion entre métodos implicitos y explicitos no
solo influye en la eficiencia del célculo, sino también en la estabilidad de las soluciones
numéricas, la estabilidad es una propiedad esencial en la resolucion de ecuaciones
diferenciales ya que determina que si los errores acumulados durante el proceso se
amplifican o disminuyen, lo que es clave para obtener resultados precisos especialmente

en problemas con largos intervalos de tiempo o con comportamientos inestables.

La estabilidad en el contexto de ecuaciones diferenciales ordinarias se refiere a la
propiedad del sistema de mantenerse en un estado de equilibrio a lo largo del tiempo,
especialmente cuando se les somete a pequefias perturbaciones. En sistemas dindmicos,
la estabilidad se puede analizar mediante la evaluacion de como las soluciones del sistema
responden a cambios en las condiciones iniciales o pequeias variaciones en los
parametros de tiempo. Un sistema se considera estable si las perturbaciones tienden a

disminuir con el tiempo, indicando una convergencia hacia el estado de equilibrio. Un

17

repositorio.unap.edu.pe

No olvide citar adecuadamente esta tesis
]



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

método es convergente precisamente cuando la solucion de la ecuacion de diferencias
tiende a la solucion de la ecuacion diferencial, conforme el tamano de paso se acerca a
cero (Burden y Faires, 2011). La estabilidad adquiere mayor relevancia cuando se trata
de resolver ecuaciones diferenciales rigidas, donde las soluciones pueden variar
rapidamente en algunos intervalos mientras cambian de forma lenta en otros, este
comportamiento conocido como rigidez, requiere el uso de métodos numéricos
especializados para evitar inestabilidades y garantizar resultados precisos sin la necesidad

de pasos de tiempo extremadamente pequenos.

La rigidez en ecuaciones diferenciales ordinarias se refiere a la presencia de
intervalos significativos en las escalas de tiempo de los componentes por estudiar, dado
que ciertos componentes evolucionan a diferentes ritmos, la rigidez puede aparecer,
presentado mayor complicacion la solucion con métodos numéricos. Un sistema rigido
es conocido por el cambio rapido de sus componentes, junto con componentes de cambio
lento. En sistemas rigidos, los métodos estandares pueden volverse ineficientes o
inestables, y se requiere el uso de métodos numéricos mas complejos y asi asegurando
una resolucion precisa y estable de las ecuaciones a lo largo de los intervalos de tiempo

(Chapra y Canale, 2011).

El trabajo de investigacion se estructura de la siguiente manera:

En el capitulo I, se desarrollan todas las componentes del problema, como son el
planteamiento, formulacion, hipdtesis; en los cuales se tiene una mirada general, al
problema, para el que se utiliza el modelo epidemioldgico SIR. El capitulo II, contiene el
marco tedrico, en el cual se desarrolla importantes sub capitulos, se investigé varias
fuentes con el fin de describir definiciones y conceptos sobre la investigacion. En el

capitulo III, se refiere a materiales y métodos, se aclara precisamente el tipo de

18
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investigacion seleccionado, que en este caso es de tipo cuantitativo. En el capitulo IV, se

describen los resultados de la investigacion.

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Para el anélisis del modelo epidemioldgico SIR para diferentes tasas de contagio

se formulo las siguientes preguntas:

(Como se implementa el método de Euler para resolver numéricamente el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales del modelo SIR para diferentes tasas de

contagio?

(Como se implementa el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver
numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales del modelo

SIR para diferentes tasas de contagio?

(Como analizar entre los resultados obtenidos mediante el método de Euler y el
método de Runge-Kutta de cuarto orden, en términos de precision y eficiencia, al

considerar diferentes tasas de contagio?

1.2.  FORMULACION DEL PROBLEMA

(Como afecta el pardmetro para diferentes tasas de contagio en la solucion del
modelo SIR usando los métodos de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden en términos de

precision y eficiencia en la simulacion de la propagacion de una enfermedad infecciosa?

1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

1.3.1. Hipotesis General
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El andlisis de la solucion del modelo SIR para diferentes tasas de contagio
usando los métodos de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden nos ayuda a una

mejor eleccion del método.

1.3.2. Hipdétesis Especificas

La implementacion del método de Euler para la resoluciéon numérica del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales del modelo SIR para

diferentes tasas de contagio.

La implementacion del método de Runge-Kutta de cuarto orden para la
resolucion numérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

del modelo SIR para diferentes tasas de contagio.

La comparacion entre los resultados obtenidos mediante el método de
Euler y Runge-Kutta de cuarto orden, considerando la precision y eficiencia de

ambos métodos para diferentes de tasas de contagio.

1.4. JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

Ante los ultimos acontecimientos de la pandemia por COVID-19, se dio la
necesidad de investigar en el campo de Modelizacion Epidemiologica Matematica,
especificamente el Modelo SIR. Dicho modelo estd compuesto por sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, como el sistema es no lineal. Este tipo de
sistemas no tiene solucion exacta, entonces se utiliza métodos numéricos para aproximar

la solucion, siendo método de Euler, Runge-Kutta de cuarto orden entre otros.

20

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

La presente investigacion surge de la necesidad de elegir el mejor método
numérico en la solucion del Modelo Epidemiolégico SIR, se optd en comparar entre dos

métodos numéricos, el método de Euler y el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

La comparacion entre estos dos métodos en el contexto epidemioldgico
contribuye a la ampliacion del conocimiento en la resolucion con métodos numéricos de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias No Lineales, lo que podria ser util para posteriores

investigaciones en el &mbito de Modelizacion Epidemiologica Matematica.

Esta investigacion es relevante debido a lo crucial en elegir el método numérico
adecuado para la resolucion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias No Lineales. En el
proceso de comparacion entre el método de Euler y el método de Runge-Kutta de cuarto
orden en el Modelo Epidemiolégico SIR, se estima dar informacion util que ayude al
ambito cientifico, asi como también a estudiantes e investigadores que tengan interés en

trabajar en la simulacién y Modelizacion Epidemiologica Matematica.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo General

Analizar la solucioén del modelo SIR para diferentes tasas de contagio por
los métodos de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden para una mejor eleccion del

método.

1.5.2. Objetivos Especificos

Implementar el método de Euler para la resolucion numérica del sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales del modelo SIR para diferentes

tasas de contagio.
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Implementar el método de Runge-Kutta de cuarto orden para la resolucion
numeérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales del

modelo SIR para diferentes tasas de contagio.

Realizar un analisis comparativo entre los resultados obtenidos mediante
el método de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden, considerando la precision y

eficiencia de ambos métodos para diferentes de tasas de contagio.
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CAPITULO II

REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES
INTERNACIONAL

Ilha da Silva et al. (2023) en el articulo de investigacion titulado “The Stiffness
Phenomena for the Epidemiological SIR Model: a Numerical Approach”, tuvo como
objetivo estudiar el fendmeno de rigidez en el modelo SIR y su impacto en la precision
de las soluciones numéricas. La metodologia aplicada incluy¢ la simulacion de escenarios
utilizando los métodos numéricos de Euler explicito, Runge-Kutta y Rosenbrock semi-
implicito, analizando los errores y las implicaciones numéricas de la rigidez. Los autores
concluyeron que la rigidez aumenta con mayores tasas de transmision y menores tasas de
mortalidad, y que una solucion numérica precisa del modelo SIR depende de la eleccion

adecuada del método numérico y del paso temporal.

Ashgi et al. (2021) en el articulo de investigacion titulado “Comparison of
numerical simulation of epidemiological model between Euler method with 4th order
Runge Kutta method”, tuvo como objetivo comparar el rendimiento de los métodos
numéricos de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden en la resolucion de modelos
epidemioldgicos para estudiar la propagacion del COVID-19. La metodologia que utilizo
consistio en aplicar ambos métodos del modelo SIR para resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales que describe la transmision de la enfermedad COVID -19. Los

autores concluyeron que, aunque el método de Euler es mas rapido, existen diferencias

23

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

significativas en las soluciones obtenidas entre ambos métodos siendo el método de

Runge-Kuta mas preciso.

Wangping et al. (2020) en el articulo de investigacion titulado “Extended SIR
prediction of the epidemics trend of COVID-19 in Italy and compared with Hunan,
China”, tuvo como objetivo predecir la tendencia de la epidemia de COVID-19 en Italia,
hacer una comparacion con la ciudad de Hunan en China, con el fin de ayudar a
desarrollar estrategias de salud publica. La metodologia que utilizd fue el modelo
dinamico extendido eSIR, que incorpora los efectos de diferentes medidas de intervencion
y el calculo del nimero reproductivo basico a través del método de Monte Carlo. Los
autores concluyeron que las estrictas medidas implementadas en Italia han sido efectivas
para la prevension de la propagacion del virus y recomendaron que otros paises europeos

con un alto nimero de casos apliquen intervenciones similares.

Ridenhour et al. (2018) en el articulo de investigacion titulado “El niimero
reproductivo basico (R,): consideraciones para su aplicacion en la salud publica”, en este
trabajo su objetivo fue analizar el uso de R, en el contexto de la salud publica, resaltando
su importancia para la comprension en la propagacion de enfermedades. La metodologia
que utiliz6 se centrd en la revision de estudios existentes y el andlisis de la aplicabilidad
del parametro R, en diferentes pandemias o epidemias. Los autores concluyeron que,
aunque el pardmetro R era util para describir la dinamica de una epidemia o pandemia,
tenia sus limitaciones cuando utiliz6 como base Unica para tomar decisiones de salud
publica y debia complementarse con otros indicadores epidemioldgicos, como las tasas
de contagio o transmision y periodos infecciosos, para mejorar la efectividad de las

intervenciones.
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Hossain et al. (2017) en el articulo de investigacion titulado “Numerical study of
kermack-mckendrik SIR model to predict the outbreak of ebola virus diseases using euler
and fourth order runge-kutta methods”, El objetivo de este trabajo fue modelar
mateméticamente la dindmica de transmision del virus del Ebola utlizé el modelo basico
SIR. La metodologia se centr6 en la aplicacion de los métodos de Euler y Runge-Kutta
de cuarto orden para resolver problemas de valor inicial en ecuaciones diferenciales
ordinarias, comparando su rendimiento en datos reales y uso el software MATLAB. Los
autores concluyeron que ambos métodos eran eficientes y adecuados para predecir la

propagacion del virus.

Rincon-Tobo et al. (2017) en el articulo de investigacion titulado “Herramientas
para el modelado epidemioldgico de enfermedades en animales. Caso de estudio:
brucelosis bovina”, describieron la relevancia de las herramientas informaticas para
comprender la dindmica de transmision de enfermedades infecciosas. La metodologia
utilizada se fundament6 en la recopilacion de datos sobre modelos epidemioldgicos
aplicados a la brucelosis, analizando la exactitud y eficacia de cada una de las
herramientas. Para simular un modelo epidemiologico en una hoja de calculo, se utilizo
un enfoque basado en la discretizacion de las ecuaciones diferenciales mediante el método
de Euler. Finalmente, se concluyd que las herramientas informaticas en modelos
epidemioldgicos permiten procesar grandes datos para tomar decisiones y, aunque estos
modelos son accesibles sin conocimientos especializados, las enfermedades complejas
requieren funciones avanzadas. En el modelo SIR, la eleccion de herramientas dependia

de los datos y los objetivos del analisis.

Pliego (2011) en la tesis de grado titulada “Modelos epidemioldgicos de

enfermedades virales infecciosas”, analiz6 el modelo SIR y SIRS para explicar sus
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ventajas y desventajas, proporcionando conocimiento sobre su construccion, uso y las
variables necesarias para desarrollar modelos epidemioldgicos. Para ello, empled el
analisis cualitativo. Finalmente, destaco la importancia de obtener informacion veridica
al clasificar cada etapa de la enfermedad estudiada y al disponer de datos adecuados sobre
la dindmica de difusion de la enfermedad, ya que esto permitiria construir un modelo
matematico mas preciso que ayudaria a hacer mejores predicciones sobre los procesos de

difusion de una enfermedad infecciosa.

NACIONAL

Quilca (2021) en el articulo de investigacion titulado “Construccion del modelo
SEIR que describe la evolucion de la pandemia COVID-19 en la regién Tacna”, tuvo
como objetivo generalizar el modelo epidemiologico Susceptibles-Infectados-
Recuperados (SIR) para modelar matematicamente la evolucion de la pandemia del
COVID-19 en la region de Tacna. La metodologia utilizada se basé en el uso de reportes
oficiales de la Direccion Regional de Salud de Tacna entre abril y junio de 2021 para
evaluar y calcular los parametros de evolucion a través del modelo SEIR. Para aproximar
la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias del modelo SEIR, se
realizaron simulaciones en el software Matlab y Excel. El autor concluy6 que el modelo
desarrollado permitia interpretar el avance de la pandemia, determino el factor de
contagio R, y aportar informacién para la implementaciéon de medidas de control

epidemioldgico en la region de Tacna.

Pino et al. (2020) en el articulo de investigacion titulado “Un Modelo Matemético
SIR-D Segmentado para la Dinamica de Propagacion del Coronavirus (COVID-19) en el
Pert”, tuvieron como objetivo utilizar un modelo matematico SIR-D segmentado para

predecir la evolucion de las poblaciones epidemioldgicas (Susceptibles, Infectados,
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Recuperados y Muertos) durante la pandemia de COVID-19. La metodologia empleada
incluyo la segmentacion del modelo en seis etapas de 14 dias cada una, donde las tasas
epidemioldgicas se estimaron empiricamente mediante regresion lineal a partir de los
datos de vigilancia epidemiologica del Ministerio de Salud del Peru. Ademas, se
incorpord el uso de Machine Learning para optimizar los pardmetros del modelo SIR-D.
Los autores concluyeron que el modelo segmentado proporcionaba una mejor calibracion
y un menor error de prediccion a corto plazo en comparacion con un modelo SIR-D no

segmentado.

Viasquez (2023) en la tesis de maestria titulada “Modelo Basico Epidemiologico
SIR para determinar la evolucion del COVID-19 en la region Lambayeque en el afio
2020 tuvo como objetivo aplicar el modelo basico epidemiologico SIR para describir la
evolucion de la pandemia de COVID-19 en la region Lambayeque durante el ano 2020,
resaltando la importancia de la modelacion matematica para predecir el comportamiento
de enfermedades. La metodologia fue de tipo observacional y retrospectiva, utilizando la
observacion directa como técnica principal y una ficha de recoleccion de datos como
instrumento, donde se registraron los casos de personas susceptibles, infectadas y
removidas por COVID-19 en la region de Lambayeque. Se implement6 el modelo SIR,
resuelto por el método de Runge-Kutta de cuarto orden a través de MatLab, y se
calcularon parametros mensuales de infeccion y remocion, concluyendo que el modelo
SIR permitia describir y analizar la evolucion de la pandemia en la region durante el afio

2020.

2.2. MARCO TEORICO

2.2.1. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
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Definicion 2.2.1.1. (Ecuaciéon Diferencial) Se considera una ecuacion
diferencial (ED) aquella que incluye derivadas de una o mas variables con

respecto a una o mas variables independientes (Zill, 2018).

Para hablar de ecuaciones diferenciales se clasificaran por tipo, orden y

linealidad.
Clasificacion por Tipo

Se considera una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) aquella que
contiene solo derivadas de una o més variables dependientes con respecto a una

sola variable independiente (Zill, 2018).
Ejemplo 2.2.1.1.

dy . d’y dy
5—7}1—6 , E—a+10y—0 A

dx+dy_5
at dr XY

Una ecuacion que tiene derivadas parciales de una o mas variables de dos

a mas variables independientes se denomina ecuacion diferencial parcial (EDP).
Ejemplo 2.2.1.2.

0%u N 0%u — o 0°u  d%u N ou A ou ou
ax2  dyz ax2  0Ot2 ot oy 0x

Clasificacion por Orden

El orden de una ecuacion diferencial, es el orden de la mayor derivada en

la ecuacion (Zill, 2018).

Ejemplo 2.2.1.3.
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dy d*y d®y _dy
2——3y =0, 5—+4x=0 A — —3—+42y = 8e”*
dx Y dx2+ x dx3 dx+ Y ¢

Simbodlicamente podemos expresar una ecuacion diferencial ordinaria de

enésimo orden con una variable dependiente por la forma general,

F(x,y,y’, ,y(")) =0 (1)

La siguiente ecuacion diferencial, donde f es una funcion continua con

valores reales, se conoce como la forma normal de la ecuacion (1),

dTl

y , _
=y, .y" ) )

Clasificacion por Linealidad

Una ecuacion diferencial ordinaria lineal puede expresarse mediante una

combinacion lineal de las funciones desconocidas y sus derivadas.

Ejemplo 2.2.1.4.

dy d’y  dy d’y _dy
—+ 3y = 6x, — —4—=—4+4y=0 AN —S-5-- =
dx +3y x dx? dx Ay dx3 dx +y = sen(x)

Mientras que una ecuacion diferencial ordinaria no lineal puede involucrar
productos, potencias u otras operaciones no lineales de estas funciones y sus

derivadas (Zill, 2018).

Ejemplo 2.2.1.5.

dy d’y  dy dy 5
a— + X, ﬁﬁ'}la—o A a—x+2y+3y
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Definicion 2.2.1.2. (Solucion de una EDQO) Cualquier funcién ¢, definida
en un intervalo I y que posea al menos n derivadas continuas en I, de manera que
al sustituirlas en una ecuacion diferencial ordinaria de orden n, la ecuacion
resultante se reduce a una identidad, se denomina solucion de la ecuacion en dicho

intervalo.

Es decir, una solucion de una ecuacion diferencial ordinaria de enésimo

orden (1) es una funcion ¢ que posee al menos n derivadas:

F(x,gb(x),qb’(x), ...,gb(”)(x)) =0, Vx€l 3)

Diremos que ¢ satisface la ecuacion diferencial en I. Para pensar en la
solucion de una ecuacion diferencial ordinaria debemos también pensar en un
intervalo, el intervalo I también es conocido como intervalo de definicion,
intervalo de existencia, intervalo de validez o como dominio de la solucion y
puede ser denotado como un intervalo abierto (a, b), un intervalo cerrado [a, b],

un intervalo infinito (a, o), etcétera (Boyce et al., 2021).
Ejemplo 2.2.1.6.
Consideremos la siguiente EDO de primer orden:

dy_

=2
dx x

Para resolver y encontrar la solucion general de la EDO de primer orden,

despejamos e integramos con respecto a Xx:

jdy=J2xdx
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Integrando obtenemos lo siguiente:

xZ

y(x)+cp =2 2

+C2

donde c; y ¢, son constantes de integracion, obteniendo lo siguiente:
y(x)=x%+C
donde C es una constante de integracion.

Por lo tanto y(x) = x2 + C es una solucion general de la EDO de primer

orden.

Definicion 2.2.1.3. (Solucion explicita de una EDO) Se dice que es una
solucidn explicita cuando la variable dependiente se expresa solo en términos de

la variable independiente y las constantes (Zill, 2018).

Definicion 2.2.1.4. (Solucion implicita de una EDO) Se dice que una
relacion G(x,y) = 0 es una solucion implicita de una ecuacion diferencial
ordinaria en dominio o intervalo I, considerando que existe por lo menos una
funcién ¢ que satisface la relacion, asi como la ecuacion diferencial ordinaria en

el dominio o intervalo I (Zill, 2018).

Definicion 2.2.1.5. (Familia de soluciones) Al momento de resolver una
ecuacion diferencial ordinaria de primer orden F(x,y,y') =0, lo normal es
obtener una solucion que contiene una sola constante arbitraria o pardmetro c¢. Una
solucién que incluye una constante arbitraria representa un conjunto G (x,y,c) =
0 de soluciones llamado familia de soluciones uniparamétricas, en todo caso si

resolvemos una ecuacion diferencial ordinaria de orden n, F (x, Y,y e, y(")) =
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0, lo que se busca es una familia de soluciones n — paramétrica
G(x,y,cq,Cq, ..., Cp) = 0. Esto nos da a entender que una sola ecuacion diferencial
ordinaria puede tener infinitas soluciones. Una solucion de una ecuacion
diferencial ordinaria que esté libre de la eleccion de parametros se llama solucion

particular (Zill, 2018).

2.2.2. Sistema de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden se denomina

sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

dx

T = 01(tx1, 2z, ., )

de

E = gZ(tJ xll xZ’ ""xn) (4)
dx

dtn = gn(t, X1, X3, ..., Xy)

Sistemas Lineales

Cuando cada una de las funciones g¢4,9,,..., g, del sistema (4) son
lineales en las variables dependientes x4, x5, ..., X, s€ obtiene la forma normal de

un Sistema de Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden.

dx

d_tl = all(t)xl + alz(t)xz + -t aln(t)xn + fl(t)

dx

d_t2 = az1(0)x1 + a2 (D% + -+ + Az (Oxn + fo(1) (%)
dxy,

dt an1(O)x1 + anz(Ox2 + -+ + apn (O xy + f(2)
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Entonces el sistema (5) es un Sistema Lineal. Cabe resaltar que los
coeficientes a;; asi como las funciones f; son continuas en un intervalo I. Es muy
importante saber diferenciar que si f;(t) =0,i =1,2,..,n, el Sistema de
Ecuaciones Diferenciales Lineales (5) es homogéneo, en el caso de que f;(t) #
0,i=1,2,..,n, el Sistema de Ecuaciones Diferenciales Lineales (5) es no

homogéneo (Zill, 2018).
Forma Matricial de un Sistema Lineal

Sea X(t), A(t) y b(t) matrices denotadas respectivamente:

x,(t) a;1(t) ap(®) - age(t)
X(t) = xz.(t) ,A(D) = a21.(t) azz.(t) aZrE(t)
X (0) i ® a(® - ap(®)

f1(0)

b(t) = O

A0

Seguidamente el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer

orden (5) se puede escribir como:

x1(t) a;1(t) a2 (®) - a0\ /x,(t) fi®
d xz‘(t) — a21.(t) azz_(t) aZn.(t) xz‘(t) + fz.(t)

dt : : : - : : :
X (£) A (1) app(t) - apn(t)/ \xn(t) fa(®)

dx;
ddxt a;1(t) ap(®) - a0\ /x(t) f(®)
Lo [20 a® - an® (w0 |, [0
i | \en® an® - an®/ \u®/ \no
dt
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También se denota de la siguiente forma:

x1(t) a; (1) ap(t) - a@©\ /x.(t) fi(t)
xé‘(t) — a21.(t) azz.(t) azn-(t) xz‘(t) n fz‘(t)

w®) \am® ap® - am®/ \®/ \AHE©

La forma general de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es la

siguiente:

X'(t) = A()X(E) + b(t) (6)

Cuando b(t) = 0, el sistema de ecuaciones diferenciales lineales (6) es

homogéneo, su forma matricial esta denotado por:

X'(0)=AX®) (7
(Zill, 2018)

Cuando A(t) = A, no depende de t, el sistema de ecuaciones diferenciales

lineales (6) tiene los coeficientes constantes, su forma matricial esta denotado por:

X'(t) = AX(t) + b(t) (8)

Donde A(t) y b(t) estan definidas para t en el intervalo [ y x'(t) denota

la derivada en relacion a t del vector columna x(t) (Figueiredo y Neves, 2018).

Definicion 2.2.2.1. (Vector solucién) Un vector solucion x: [ — R™ es una
solucion del sistema de ecuaciones diferenciales lineales(6), compuesto por
elementos de funciones derivables que satisfacen el sistema (Figueiredo y Neves,

2018).

Problema con valores iniciales
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Sea t, que representa un punto en un intervalo I, donde:

xl(tO) a,
X(to) = xZ(:tO) AN Xo= aez )
xn(to) In

Donde las a;,i = 1, 2,3, ... ,n son las constantes dadas, entonces tenemos

que:

X' =A)X + b(t)

)]
X(to) = Xo

es un problema de con valores iniciales (PVI) (Zill, 2018).

La interpretacion geométrica de la solucion de un PVI dada en la ecuacion
(9) o también conocido como Problema de Cauchy asociado a la EDO Lineal (8),
es que de entre todas las soluciones (curvas diferenciables en R™) del sistema

dado, elegimos la curva que en el instante t, pase por el puno X, del espacio R™.

Teorema 2.2.2.1. (Existencia de una solucion unica) Sean los elementos
de las matrices A(t) y b(t) funciones continuas en un intervalo comtn I donde se
encuentra el punto t,. Entonces existe una solucion unica del PVI (9) en el

intervalo I (Zill, 2018).

DEMOSTRACION:

Consideremos un sistema de EDOs en la forma matricial:

X' =AM®)X +b(t), X(ty) =X,

35

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

donde A(t) es una matriz de funciones continuas dependientes de t, b(t)
es un vector de funciones continuas en el intervalo I, y X es un vector de

incognitas.

Segun la hipotesis del teorema, las funciones mencionadas A(t) y b(t) son
continuas en el intervalo I que contine el punto inicial t,, la continuidad en A(t)
da por hecho que no hay discontinuidad en la matriz de coeficientes de igual
manera para la funcion vectoial b(t) que es también continua. Debido a la
continuidad de A(t) y b(t) en el intervalo I, se puede asegurar que el sistema
X' = A(t)X + b(t) permite una solucién en el intervalo I, es decir que dado al

valor inicial X(ty) = X, existe una solucion X(t) parat € I.

Para demostrar la unicidad, consideremos la situacion de existencia de dos
soluciones X; (t) y X, (t) que satisfacen las mismas condiciones iniciales X (t,) =
Xy, la diferencia entre ambas soluciones AX (t) = X, (t) — X, (t) también sera una

solucion de la ecuacion diferencial homogénea:

AX' = A(DAX

con AX(ty;) =0

Se tiene que A(t) es continua, esta ecuacion homogénea tiene solucion
trvial AX(t) = 0 en todo intervalo I, lo cual implica que X; (t) = X, (t) para todo

t € I, lo que quiere decir que la solucion es Unica.

Como las funciones A(t) y b(t) son continuas en el intervalo / podemos

afirmar que existe una solucion unica X (t) que satisface el sistema de EDOs X' =
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A(t)X + b(t) con la condicién inicial X(ty) = X, en el intervalo I. Esto asegura

y garantiza que el sistema tiene una Unica trayectoria de solucion.

Esto implica que, bajo condiciones de continuidad de las funciones
involucradas, el comportamiento de la solucion estard completamente
determinado en el intervalo de estudio, y no habra ambigiiedad en la respuesta, lo
cual es crucial para garantizar la predictibilidad y estabilidad del sistema
modelado. Ademas, este teorema proporciona una base teorica sélida que justifica
la existencia de una Unica trayectoria de solucion para un sistema de ecuaciones

diferenciales en el contexto de PVIs especificas. [

Teorema 2.2.2.2. (Principio de superposicion) Sean X;, X,, X3, ..., X}, el
conjunto de vectores solucion de un sistema homogéneo (7) en un intervalo .

Entonces se tiene la siguiente Combinacion Lineal:

X = C1X1 + C2X2 + C3X3 + -+ Cka

Donde las constantes denotadas de la siguiente manera ¢;,i = 1,2,3, ..., k

también es una solucion en el intervalo I (Zill, 2018).

DEMOSTRACION:

Supongamos que estamos trabajando con un sistema de ecuaciones

diferenciales lineales de orden n en su forma homogénea:

LX)=X'=0

donde L es un operador lineal diferencial que actua sobre la funcion X.

37

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Sabemos que X;, X5, X3, ..., X, son soluciones de este sistema en el

intervalo I, lo que implica que:

L(X;))=0 paracadai = 1,2, ..., k.

Consideremos ahora una combinacion lineal de estas soluciones denotada

por:

X = C1X1 + C2X2 + C3X3 + -+ Cka

donde ¢y, ¢, ..., ¢ son constantes arbritarias.

Debido a la linealidad del operador lineal diferencial L, se tiene que:

L(X) = L(C1X1 + C2X2 + C3X3 + -+ Cka)

L(X) = ¢1L(X1) + o L(X3) + c3L(X3) + -+ + ¢ L(Xy)

donde cada L(X;) = 0, dado que cada X; es una solucion al sistema, sigue

que:

L(X): C1'0+C2'0+C3-O+...+Ck.0

LX) =0

Por lo tanto, X = ¢;X; + ¢, X, + ¢c3X3 + -+ ¢ X}, también es una

solucion del sistema homogéneo en el intervalo 1. [

Definicion 2.2.2.2. (Dependencia e Independencia lineal) Sea
X1, X5, X3, ..., X el conjunto de vectores solucion del sistema homogéneo (7) en
algun intervalo I, se dice que el conjunto de vectores es Linealmente Dependiente
en el intervalo I, si hay la existencia de constantes cy, ¢, C3, ..., Cx, donde no todas

son cero, tales que:
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C1X1 + C2X2 + C3X3 + -+ Cka =0

Para todo t en el intervalo, si el conjunto de vectores no es Linealmente
Dependiente en algun intervalo I, se dice que es Linealmente Independiente (Zill,

2018).

Wronskiano

El Wronskiano se puede introducir como el concepto del determinante

Wronskiano como prueba para la Independencia Lineal.

Teorema 2.2.2.3. (Criterio para las soluciones linealmente
independiente) Sea el conjunto de vectores solucion X, X5, X3, ..., X, del sistema

homogéneo (7) en el intervalo /.

X11 X12 X13 X1in

X21 X22 X23 Xon
Xl = )XZ = 'X3 = H ) 'Xn =

Xn1 Xn2 Xn3 Xnn

Entonces el conjunto de vectores solucion mencionados es Linealmente

Independiente en [ siy solo si el Wronskiano es diferente de cero.

X11 X12 xln

X X e X
WXy, Xo, Xa, o, X)) =721 722 07 TP 20 (10)

Xn1 Xn2 77 Xan

para todo t en el intervalo I (Zill, 2018).

DEMOSTRACION:
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Consideremos que Xi,X,,X3,...,X, son soluciones de un sistema

homogéneo de EDOs de la forma:

LX) =X"=0

donde X, X,, X5, ..., X;; son vectores columna con n componentes.

El Wronskiano de estas soluciones esta definida como el determinante de

la matriz conformada por estas soluciones y sus derivadas sucesivas:

X11 X12 - Xin

le x22 cee xZn
W(X1!X2!X3r"'an) = . . ‘. :

Xn1 Xn2 77 Xan

donde x;; representa la j-ésima solucion evaluada en el punto i.

Si las soluciones X4, X5, X3, ..., X5, son linealmente dependientes, entonces
existe una combinacion lineal no trivial de estas soluciones es igual a cero, como

la siguiente manera:
C1X1 + C2X2 + C3X3 + .-+ Cka = O

para algunas constantes cq,c,,C3, ...,C, no todas son iguales a cero,
entonces en este caso el determinante de 1a matriz asociada el Wronskiano es igual

a cero, ya que las columnas de la matriz serian dependientes linealmente.

Por otro lado si X, X5, X3, ..., X;, son linealmente independientes no existe
dicha combinacion lineal no trivial, lo que quiere decir que las columnas de la
matriz son linealmente independientes y por lo tanto, su determinante es distinto
de cero o también el Wronskiano es igual a cero. El Wronskiano proporciona una

herramienta efectiva para determinar si un conjunto de soluciones es linealmente
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independiente. Si el Wronskiano es distinto de cero en un intervalo I, entonces
X1, X5, X3, ..., X;, son linealmente independiente en el intervalo I, por lo contrario,
si el Wronskiano es cero en algun punto del intervalo I, entonces las soluciones

son linealmente dependiente. [ ]

Definicion 2.2.2.3. (Conjunto fundamental de soluciones) Cualquier
conjunto de vectores solucion X;, X5, X3, ..., X, que es Linealmente Independiente
de un sistema homogéneo (7) en un intervalo I se dice que es un Conjunto

Fundamental de Soluciones en el intervalo I (Zill, 2018).

Teorema 2.2.2.4. (Existencia de un conjunto fundamental) Se da por
existencia a un Conjunto Fundamental de Soluciones para un sistema homogéneo

(7) en el intervalo I (Zill, 2018).

DEMOSTRACION:

Consideremos un sistema de EDOs homogéneo de la forma:

LX)=X'"=0

donde X es una solucion del sistema en un intervalo I, se sabe que para
EDOs lineales de orden n, existen n soluciones independientes, por el Teorema
2.2.2.1. podemos encontrar n soluciones particulares, X;, X;, X3, ..., X;; que son

linealmente independientes en el intervalo 1.

El conjunto fundamental {X;, X,, X5, ..., X, } es linealmente independiente,
cualquier otra solucion del sistema homogéneo en el intervalo I puede ser

expresada como una combinacion lineal de estas n soluciones.

41

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Entonces siempre existe un conjunto fundamental de n soluciones
inealmente independientes en un intervalo I, que permite describir completamente

el comportamiento de cualquier solucion del sistema homogéneo. [ ]

Teorema 2.2.2.5. (Solucion general, sistemas homogéneos) Sea
X1,X5,X3,...,X;, un Conjunto Fundamental de Soluciones de un sistema
homogéneo (7) en un intervalo I (Zill, 2018). Entonces la solucién general del

sistema en el intervalo [ es:

X = C1X1 + C2X2 + C3X3 + -+ Can

donde c;, i = 1,2, 3,...,n son constantes arbitrarias.

DEMOSTRACION:

Consideramos el Teorema 2.2.2.4., se sabe que X;, X, X3, ..., X;, forman
un conjunto fundamental de soluciones para el sistema homogéneo en el intervalo
I, esto implica que estas soluciones son linealmente independientes y que
cualquier solucion del sistema puede ser denotada y escrita como una

combinacion lineal.

Sea X una solucion cualquiera del sistema homogéneo en el intervalo 1,
puesto que X;, X5, X3, ..., X, forman una base del conjunto o espacio de soluciones

se puede escribir X como una combinacion lineal de estas soluciones:

X = C1X1 + C2X2 + C3X3 + -+ Can

La linealidad del operador diferencial garantiza que cualquier

combinacion lineal de las soluciones X4, X,, X3, ..., X,, también es una solucion del
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sistema homogéneo, a consecuencia se puede aplicar el operador lineal L a la

combinacion lineal:

L(X) = L(C]_Xl + C2X2 + C3X3 + -+ Can)

L(X) = ¢;L(X;1) + c;L(X3) + c3L(X3) + -+ + ¢, L(X},)

ya que L(X;) = 0 para cada i, se tiene que L(X) = 0, lo que demuestra y

afirma que X es una solucion del sistema.

La solucion general de un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales
lineales de orden n es una combinacion lineal de las n soluciones del conjunto
fundamental, donde los coeficientes c4,Cy,...,Cc, son constantes que son
determinadas dependiendo de las condiciones iniciales, lo que garantiza cualquier
solucion existen del sistema que se describe mediante la combinacion lineal de las

soluciones fundamentales. n

Sistemas no Homogéneos

Para sistemas no homogéneos una solucion particular X, en el intervalo |
es cualquier vector libre de parametros arbitrarios, cuyos elementos son funciones

que satisfacen el sistema (6).

Teorema 2.2.2.6. (Soluciéon general: sistemas no homogéneos) Sea X,

una solucidn de un sistema no homogéneo (6) en un intervalo I y sea:

XC = C1X1 + C2X2 + C3X3 + -+ Can
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Denota la solucidon general en el intervalo [ del sistema homogéneo
asociado (7), entonces la solucion general del sistema no homogéneo en el

intervalo [ es:
X =X.+X,

La solucion general X, del sistema homogéneo relacionado a (7) se llama

Funcion Complementaria del sistema no homogéneo (6) (Zill, 2018).
DEMOSTRACION:

Se tiene como hipdtesis que la solucion general de un sistema no

homogéneo es:
X(t) = X.(t) + X, (t)

Primeramente se tiene como la ecuacion (8) un sistema de EDOs no

homogéneo:
X'(t) = AX(t) + b(t)
Reemplazando se obtiene:
(Xc(t) + X, (t))’ =A (Xc(t) + Xp(t)) + b(t)
Xe (O + X, (1) = AX () + AX, () + b(D)
Donde X, (t) es solucion del sistema homogéneo, se sabe que:
X:(t) = AX(¢)

Reemplzando se obtiene que:
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AX (1) + X, () = AX (D) + AX, (D) + b(t)
Simplificando en ambos lados:
Xp(t) = AX,(0) + b(t)

Lo que demuestra que X,(t) es una solucion particular del sistema no

homogéneo.
Entonces la solucion general del sistema homogeneo:
X'(t) = AX(t) + b(t)
es de la forma:
X(t) = X0+ Xp(®)

Donde X, (t) es la solucioén general del sistema homogéneo y X,,(t) es la

solucion particular del sistema no homogéneo. |
2.2.3. Autovectores

Se tiene el siguiente Sistema Lineal Homogéneo, denotado de la siguiente

manera:

X' = AX (11)

Donde A es una matriz n X n de constantes, la soluciéon del sistema

homogéneo (11) tiene la siguiente forma:

%1
1%
X=|"72|et=vet (12)
Un
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Definicion 2.2.3.1. (Autovectores) Sea A una matriz n X n sobre el
espacio R, donde un autovalor de A en R es un escalar A en R tal que Av = Av,
para algun vector v # 0 tal que v € R", decimos que v es un autovector de A
asociado al autovalor A, donde los autovectores forman una base para el auto

espacio de A. Tenemos la siguiente ecuacion:

(A—ADv =0 (13)

donde I es la matriz identidad (Figueiredo, 2014).

La deduccion de la ecuacion (13) es de la siguiente manera, si (12) es un
vector solucion del sistema homogéneo lineal (11), entonces derivando esta

ecuacion X = ve?t en funcion de t, se obtiene lo siguiente:
X' =vleM

Por lo que si igualamos con la ecuacién X' = AX, se obtiene la siguiente

expresion:

Avelrt = plrett

At se obtiene:

seguidamente dividimos en ambos lados entre e
Av = vA
donde pasamos todas las expresiones a un solo lado:

Av—Av =0

Se tiene que cualquier vector multiplicado por el vector identidad es el

mismo vector entonces, v = [v donde se obtiene la ecuacion (13):
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(A—ADv =0

La ecuacion matricial de (13) es equivalente al siguiente sistema de

ecuaciones:
(a11 - /1)171 + a12172 + e + alnvn = O
a21U1 + (azz - /1)1.72 + oo + avan = 0
Ap1V1 + ApaVy + -+ (@, — Vv, =0
Para que (13) no tenga soluciones triviales v; = v, = v3 =+ =1, =0,

se debe tener en cuenta lo siguiente:
det(A—AI) =0

Esta ecuacion polinomial en A se llama ecuacion caracteristica de la matriz
A, las soluciones de dicha ecuacion caracteristica son los autovalores de A, una

solucion v # 0 de (13) correspondiente a un autovalor 4 se denomina autovector

de A.
2.2.4. Autovalores

Definicion 2.2.4.1. (Polinomio caracteristico) Dada la ecuacion (13)

definimos el polinomio caracteristico de A de las siguientes maneras:
p(A) =0
det(A—AI) =0
D"+ DA ey + o+ @, =0

Donde los autovalores de A en R son raices de p(4) (Figueiredo, 2014).
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Definicion 2.2.4.2. (Analisis de Autovalores) Un sistema de n ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden denotado como la ecuacion (11), donde A
es una matriz de orden n, donde las entradas representan los coeficientes
constantes del sistema de ecuaciones diferenciales lineales y v € R™ es un vector
(Figueiredo, 2014). Por ejemplo, la matriz A de orden n = 2, los elementos de la
matriz A son los siguientes, a1, a2, A1, Az, SON numeros reales, asi mismo los

coeficientes asociados al sistema de ecuaciones diferenciales esta dada por:
(a11 a12)
z1 Az
Donde encontramos los autovalores a través del polinomio caracteristico,

tenemos que estos autovalores pueden ser: reales y distintos; reales e iguales;

complejos y distintos.
2.2.4.1 Autovalores Reales y Distintos

Cuando la matriz A de dimensiéon n X n tiene n autovalores y
distintos A; # A, # A3 # --- # A,,, entonces siempre se puede encontrar
un conjunto de n autovectores linealmente independientes vy, vy, V3, ..., Uy,

(7ill, 2018), entonces:

X, = vieMt X, = vy,et2t X, = vietst, L X, = v,e’nt

Es un conjunto fundamental de soluciones de (11) en el intervalo

(—00, ).

Teorema 2.2.4.1. (Solucion homogénea con Autovalores

Distintos) Sean A, 1,, 15, ...,1,; n autovalores reales y distintos de la
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matriz de coeficientes A del sistema homogéneo (11) y sean
V1, Vg, V3, ..., Uy; los autovectores correspondientes respectivamente (Zill,
2018), entonces la solucion general de (11) en el intervalo (—oo, o) esta

dada por:
X = cqveMt + v e?2t + cavge?st + o+ v, et
DEMOSTRACION:
Consideremos el sistema de EDOs lineales de la forma:
X' =AX

Para resolver este sistema buscamos soluciones de la forma
X(t) = ve™, donde v es un vector constante conocido como autovector y

A es un escalar o también conocido como autovalor.

Como X(t) = ve?® es una posible solucion, derivamos con

respecto a t, obteniendo:
X'(t) = dvelt
reemplazando en el sistema X' = AX:

Avert = Avelt

donde e? es una funcién exponencial lo que nunca podra tomar

el valor de cero, se puede simplificar en ambos lados, obteniendo:

Av = Av

0=Av—Av
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Esta es la ecuacion que define a los autovalores A y autovectores

v de la matriz A.

Entonces, si denotamos de una manera mas general a los
autovalores A; y sus autovectores respectivamente v;, entonces la solucion

particular del sistema es:
Xl(t) = Uiellit

esto significa que para cada autovalor A; hay una solucion

particular de la forma v;e?.

Seguidamente si los autovalores A4,4,,45,...,4, son todos

diferentes o distintos, las soluciones wv;e*t, v,e?2t, ... v,etnt son
linealmente independientes, entonces la solucidbn general es la

combinacion lineal de todas las soluciones particulares:
X(t) = cyvieMt + cyv et + cavze®st + -+ v etnt

donde c¢4,cy,...,c, son constantes determinadas por las

condiciones iniciales.

Finalmente, la solucion general del sistema diferencial lineal
homogéneo con coeficientes constantes estd dada por una combinacion
lineal de las soluciones particulares asociadas a los autovalores reales y

distintos de la matriz A. u

Ejemplo 2.2.4.1. Si trabajamos con la matriz A de orden n = 2,

sean A; # A,, en este caso la solucion es X; = c;vettt y X, = cv,e’2t.
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e Silos autovalores tienen signos iguales, esto si 4; y 4, son ambos
positivos o negativos, entonces el punto de equilibrio es un nudo
estable (Figueiredo, 2014).

e Silos autovalores tienen signos opuestos, esto si A; es negativoy A,
es positivo o viceversa, entonces el punto equilibrio es un punto de

silla (Figueiredo, 2014).
2.2.4.2 Autovalores Reales Iguales

Cuando la matriz A de dimension n Xn, no todos los
n autovalores deben ser distintos, es decir, algunos de los autovalores

podrian ser repetidos.

En general, si m es un entero positivo y (4 — A;)™ es un factor
de la ecuacion caracteristica, mientras que (4 — A;)™*! no es un factor,

entonces se dice que A, es un autovalor de multiplicidad m.

Para algunas matrices A de dimension n X n seria posible
encontrar m autovectores linealmente independientes vy, v,, Vs, ..., Uy,
correspondientes a un autovalor 4, de multiplicidad m < n. En este caso

la solucion general del sistema contiene a la combinacion lineal:

it it

civiettt + cvettt + caugettt + o+ e

Si solo hay un autovector propio que corresponde al autovalor 4,
de multiplicidad m, entonces siempre se pueden encontrar m soluciones

linealmente independientes de la siguiente forma:

X1 = vllellt
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X2 = letellt + vzzellt

m-—1 tm—z

- oAt L Aqt 4. At
(m—l)!e 1 +vm2(m_2)!e 4t vet

Xm = Um1

donde las v;; son vectores columna (Zill, 2018).

Ejemplo 2.2.4.2. Si trabajamos con la matriz A de orden n = 2,
luego las soluciones son dadas por X; = cvie*t y X, = (c; +

ct)v et

e Paral < 0, la trayectoria pasa en el punto (¢;,¢;) yt = 0y tiene a
cero para el tiempo variado, tenemos aqui un nudo impropio estable
(Figueiredo, 2014).

e Para A > 0, la trayectoria para el infinito para el tiempo variado,
tenemos aqui un nudo impropio inestable (Figueiredo, 2014).

e Para A = 0, tenemos la estrella con trayectorias tendiendo para el
origen o alejandose segln el signo negativo o positivo de los

autovalores (Figueiredo, 2014).
2.2.4.3 Autovalores Complejos

Silqy =a+pPiyA, =a— i, donde B > 0, se sabe que, i? =
—1 son autovalores complejos de la matriz de coeficientes A, entonces lo
que se espera es que sus autovectores correspondientes respectivamente

también tengan entradas complejas.
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Teorema 2.2.4.2. (Soluciones correspondientes a un autovalor
complejo) Sea A una matriz de coeficientes que tiene entradas reales del
sistema homogéneo (11) y sea v; un autovector correspondiente al

autovalor complejo 4, = a + i, donde a y f € R, esto quiere decir que

Mt son soluciones de

tenemos las siguientes expresiones, v;e*1t y e
(11). Eso implica que ¥; correspondiente a A, son los conjugados de las

entradas v, correspondiente a A; respectivamente, el conjugado se expresa

de esta manera v; = 7; y 4; = 4, (Zill, 2018).
DEMOSTRACION:

Sea A la matriz de coeficientes reales y 4; = a + [i un autovalor
complejo con su autovector v4, la solucion correspondiente al autovalor

complejo 44 es:

X, (t) = vyett

Xl(t) — vle(a+ﬁi)t

X, (t) = v e*tefit

X, (t) = vie*[cos(Bt) + isen(Bt)]

X, (t) = e v, cos(Bt) + iv,sen(Bt)]

La matriz A tiene coeficientes reales, el cojugado 4, = a — i,
también es un autovalor, la deduccion es similar a la anterior lo que se

obtiene la siguiente solucion:

X, () = vieMt

X,(t) = vy e @ P
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X,(t) = e*[vy cos(Bt) + ivysen(ft)]
Entonces la combinacion lineal de estas soluciones es:
X(t) = 1 X1(t) + c2X,(0)

Reemplazando se obtiene:

X(t) = cie[v, cos(Bt) + iv,sen(Bt)]

+ c,e* [ cos(ft) + iv;sen(Bt)]

Teorema 2.2.4.3. (Soluciones reales que corresponden a un
autovalor complejo) Sea 1, = a + fi un autovalor complejo de la matriz
de coeficientes A en el sistema homogéneo (11) y sean B; y B, vectores
columna denotados de la siguiente manera:

1 i
B, = E(Ul +7) y By = E(—Ul +7)

Entonces tenemos lo siguiente:

X1(8) = [By cos(Bt) — Bysen(ft)]e”

X,(t) = [B, cos(Bt) + B sen(Bt)]e®

Son soluciones linealmente independientes de (11) en el intervalo

(—o0, 00) (Zill, 2018).
DEMOSTRACION:

En consecuencia al Teorema 2.2.4.2. donde se obtuvo que:
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X, (t) = e*[v, cos(Bt) + iv,sen(Bt)]

X,(t) = e*[vy cos(Bt) + ivysen(ft)]

Ahora definimos B; y B, como combinaciones reales de los

autovectores v; y 77, donde:

1 _
B, = > (v +77)
L _
B, = > (=v1 +77)
donde B, es la parte real del autovector y B, es la parte imagniaria
escalar del autovecto.

Ahora utilizamos B, y B, para construir las soluciones reales el
sistema a partir de las soluciones complejas. Combinamos X, (t) y X, (t)
para asi obtener expresiones en términos de funciones trigonométricas

reales.

Para X, (t), tomamos la parte real de la combinacion de X, (t) y

X,(t):
X, (t) = e*[B; cos(Bt) — Bysen(ft)]

Para X,(t), tomamos la parte imaginaria escalada de la

combinacion de X, (t) y X, (t):
X,(t) = e*[B, cos(Bt) + B;sen(ft)]

Seguidamente para demostrar la independencia lineal o que X, (t)

y X,(t) son soluciones linealmente independientes, observamos que las
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funciones trigonométricas cos(ft) y en(Bt) no son multiplos entre si,
ademas los coeficientes B; y B, son diferentes, lo que esto garantiza que
no existe una combinacion lineal de X, (t) que pueda producir o formar

X, (t) tanto de ida como de vuelta.

Por lo tanto se demuestra que X;(t) y X,(t) son linealmente

independientes. =

Sean A =a +Pi,sia#0ypf %0, tenemos que la solucion en

coordenadas polares (7, 8) esta dada por, r(t) = rpe® y 6(t) = 6, — Bt.

e Sia <0< p,elradio r decrece con el tiempo, haciendo que las
trayectorias tiendan para el origen en el sentido horario, entonces el
angulo 6 decrece con el tiempo, el origen entonces es un foco estable
0 un punto espiral, si tanto & como S fueran negativos tenemos
apenas en sentido antihorario (Figueiredo, 2014).

e Siay f fueran positivos, tenemos que las trayectorias estaran
girando en espiral hacia el sentido antihorario, entonces el origen
sera estable (Figueiredo, 2014).

e Sia=0yp > 0,tenemos que r permanece constante cuando 6
decrece y la trayectoria se estara moviendo sobre un circulo cerrado
en sentido horario y si f < 0, en sentido antihorario (Figueiredo,

2014).

2.2.5. Sistema de Ecuaciones Diferenciales no Lineales

Una ecuacion diferencial no lineal es una ecuacion diferencial en la cual

la funcion incognita y sus derivadas aparecen de forma no lineal. La solucion de
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una EDO no lineal no puede ser simplemente la suma de soluciones, pueden
presentarse fenémenos como caos, bifurcaciones como también soluciones
multiples. Las ecuaciones diferenciales no lineales generalmente no se pueden
resolver por métodos analiticos, a menudo se utilizan métodos y técnicas para

encontrar soluciones aproximadas.
Ejemplo 2.2.5.1.
Ecuacion de Riccati:

dy

2 = 1000 + a0y + q2(x)y?

Ecuacion de Van der Pol:

2

y dy
E—u(l—yz)a+y=0

Ecuacion de Duffing:

d2y+6dy+ + By? = t
a2 7¢ Ty + By” =ycos(wi)

Consideremos el siguiente sistema de n ecuaciones diferenciales no

lineales de primer orden.

dx;

E = fl(.xl, xz, ...,xn, t)

dx

d_tz = fZ(x1;x2; ey X t) (14)
dx

d_tn = fn(xq, %2, oo, X, t)

Donde:
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o x.(t),x,(t), ..., x,(t) son las variables dependientes que pueden
representar las soluciones del sistema en funcion de la variable
independiente t.

e fi,f5 -, fn son funciones no lineales que pueden depender de las
variables x4, X5, ... , X, y también de la variable independiente .

e Lano linealidad del sistema esté en las funciones f;, para i =
1,2, ... ,n,no son lineales, es decir pueden incluir productos de las

variables, potencias, exponenciales, funciones trigonométricas, etc.

Entonces eso quieres decir que se tiene un sistema de este tipo, donde las
funciones f3, f5, ..., fu no dependen explicitamente de la variable independiente t

(Zill, 2018).

Ejemplo 2.2.5.2.

Ecuacion de Lotka-Volterra (Modelo depredador-presa):

dx B

i ax — fxy

dy

= Sxv —

dt Xy —vy

Ecuacion de Lorenz:
dx
ar o(y —x)
dy
a x(p—2z)—y
dz
P Bz
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Consideremos el siguiente sistema de dos EDOs no lineales:

dx_P

dt - (x'y)
dy

E - Q(X,y)

Un punto de equilibrio del sistema es un punto (x,, . ) para lo cual x" y y’

se anulan:

{P(xe:ye) =0
Q(xe,¥e) =0

Los puntos que no son puntos de equilibrio se denominan puntos regulares.
El sistema mencionado podria no ser resoluble analiticamente. Sin embargo,
podemos intentar analizar no el comportamiento de x y y en funcién de ¢, sino
simplemente el comportamiento de y en funcion de x, es decir, las trayectorias
que los puntos (x,y) describen a lo largo del tiempo en el plano fase xy

(Figueiredo, 2014).
2.2.6. Modelo SIR

Definimos el modelo matematico SIR con la siguiente representacion

grafica:
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Figura 1

Diagrama del modelo SIR con ausencia de parametros

f Infectados (1) 3

fitk

Susceptibles (S) Recuperados (R)

En la Figura 1, se representa el modelo SIR, que un individuo de la
poblacion S (Susceptibles) puede convertirse en un miembro de la poblacion 1
(Infectados) si entra en contacto con una enfermedad contagiosa, después de pasar

por la fase de infeccion, el individuo entra a la poblacion R (Recuperados).

El modelo matematico SIR contiene parametros que ayudan a controlar
como la enfermedad contagiosa entra en contacto con la poblacion S y también

codmo los individuos se recuperan.
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Figura 2

Diagrama del modelo SIR

Infectados (1)

Susceptibles (S) Recuperados (R)

En la Figura 2, se representa el modelo SIR donde se observa dos variables

de transicion, donde £ es la tasa de contagio y y es la tasa de recuperacion

B: Indica la tasa de contagio de cdémo un individuo de la poblacion I infecta
a un individuo de la poblacion S. Utilizaremos el parametro  en un intervalo de
tiempo como la probabilidad de que un individuo de la poblacion I llegue a

infectar a un individuo de la poblacion S en un intervalo de tiempo t: SAt.

y: Indica la tasa de recuperacion o muerte de como un individuo de la
poblacion I logra recuperarse o morir, es decir, pase a la poblacion R. Utilizaremos
el pardmetro y en un intervalo de tiempo como la probabilidad de que un individuo
de la poblacion I se recupere o muera, es decir, pase a la poblaciéon R, en un

intervalo de tiempo t: yAt.

Por otra parte, tenemos que el nimero total de la poblacioén de individuos

es igual a la suma de los individuos susceptibles, infectados y recuperados, lo
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denotamos de la siguiente manera: N = § + I + R. Ademads, contamos con dos
parametros que nos indican la tasa de contagio y la tasa de recuperacion, los cuales

son Sy y, respectivamente.

Los susceptibles en un intervalo de tiempo posterior, denotado de la forma
S(t + At), serd igual a la cantidad de susceptibles en este momento, denotado de
la forma S(t), posteriormente salen de la poblacion S los posibles susceptibles

que podrian haberse infectado entre este instante y el instante de tiempo posterior,

denotado de la forma At % 1(t):

S(t+At) = S(t) — ﬁAt%I(t) (15)

Los infectados en un intervalo de tiempo posterior, denotado de la forma
I(t + At), seran igual a la cantidad de los infectados en este momento, denotado
de la forma I(t), posteriormente entran a la poblacion I los susceptibles que han

sido infectados entre este instante y el instante de tiempo posterior, denotado de
la forma ﬂAt%I (t), seguidamente salen del grupo I los infectados que se

recuperan entre este instante y el instante de tiempo posterior, denotando de la

forma yAtI(t):

It+A) =1() + ,BAtS](V—t)I(t) — YAtI(t) (16)

Los recuperados en un intervalo de tiempo posterior, denotado de la forma
R(t + At), seran igual a la cantidad de los recuperados en este momento, denotado

de la forma R(t), posteriormente entran a la poblacion R los infectados que se
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recuperan o mueren entre este instante y el instante de tiempo posterior, denotado

de la forma yAtI(t):

R(t + At) = R(t) + yAtI(t) (17)

Desarrollamos un sistema de ecuaciones (15), (16) y (17); obtenemos lo

siguiente:

S(t+ At) — S(¢) S(t)
At = py 1O
I(t + At) — I(t) )
v =p N 1(t) = yI(t) (18)
R At) — R
(t + At) (t) I

At

Con esto hacemos que los intervalos de tiempo sean pequenos, asi llevando

al limiteAlzm0 a cada una de las ecuaciones del sistema (18):
-

S At) —S S
im EROZIO_ 5 i a9
lim R(t + At) — R(t) 1)

At—0 At

Ahora llegamos a la definicion de derivada (Michael, 2013) que mide la
variacion de una funcion en nuestro caso de estudio (S, I, R), ya que cuando existe

una pequefia variacion de t, obtenemos las siguientes EDOs no lineales:
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dl  BSI

al _por 20
- n 20)
drR _

at 7

Donde el modelo epidemiologico SIR bésico formulado por (Kermack y
McKendrick, 1927) es el sistema (20). La primera ecuacion del sistema (20) es
equivalente a la variacion en el numero de individuos susceptibles en la poblacion,
la segunda ecuacion es equivalente a la variacion en el nimero de individuos
infectados, y la tercera ecuacion es equivalente a la variacion en el nimero de
individuos recuperados, donde £ indica la tasa de contagio de una enfermedad

contagiosa, y y indica la tasa de recuperacion por la enfermedad contagiosa.

2.2.7. Normalizacion del Modelo SIR

Teniendo en cuenta el sistema (20) y teniendo en cuenta a (Brauer y

Castillo-Chavez, 2010) la normalizacién del modelo SIR es la siguiente.

Para normalizar las ecuaciones del sistema (20) o del modelo
epidemioldgico SIR, es util expresar las variables en términos de fracciones de la

poblacion total N, entonces definimos:

i(t) = %
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Donde la poblacion total es N = S(t) + I(t) + R(t), entonces dividiendo

entre N a toda la ecuacion se obtiene:

S@® _1®) RO
N * N * N

N
N
entonces en términos normalizados se define de la siguiente manera:

1=s(t)+i(t) +r()

Tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales (20), dividiendo cada

ecuacion entre N:

En la primera ecuacion del sistema (20),

as  pSI
dt N
dividimos por N:
1ds S(t)I(t)
Ndt N N
ds )
= = ~BsDi®

En la segunda ecuacion del sistema (20),

dl  BSI

=y
aa_ N 7

dividimos por N:

1dl SOOI 1)
Nat PN N VN

ds

— = Bs(Di(®) ~ ¥i(®)

65

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

En la tercera ecuacion del sistema (20),

dR /
a7
dividimos por N:
1drR  I(t)
Ndt N
dr ]
7 = Vo

Entonces, las ecuaciones diferenciales normalizadas del sistema para el

modelo SIR (20) son:

ds B
i Bsi
di

ar
ac

La evolucion temporal de las proporciones s(t),i(t) yr(t) estas
representan, respectivamente, la fraccion de la poblacion susceptible, infectada y
recuperada en un momento dado t. Segin (Ridenhour et al., 2018) es posible
determinar el nimero reproductivo basico R, el cual se define como el promedio
de nuevas infecciones generadas por un individuo infectado en una poblacion

susceptible, R, esta dado por:

<RI
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Este nimero indica cuantos casos secundarios, en promedio, un caso

primario generara en una poblacion completamente susceptible.

e SiR, > 1, la enfermedad tiene el potencial de propagarse en la
poblacion.

e SiR,y < 1,lapropagacion se extinguira con el tiempo.

2.2.8. Region de Estabilidad

Se propone un método que genera una secuencia de aproximaciones y,, la
estabilidad del método depende unicamente de la ubicacion del producto hA, lo
que significa que el comportamiento del método esta determinado por la relacion

entre el tamafio de paso h y el valor del parametro A.

Definicion 2.2.10.1. (Regiéon de estabilidad) La region de estabilidad
absoluta R es el conjunto de los nimeros complejos z € C donde z = hA tal que,

para la ecuacion de prueba:

y' =2y

la aproximacion numérica {y,} con un tamafio de paso h converge a cero

cuando n — oo (Butcher, 2016).

El intervalo de estabilidad absoluta es la porcion real de R, es decir, la

misma definicion, pero con A real.

La parte real R que generalmente importa es la region donde Re(1) < 0,

lo que asegura la estabilidad del método numérico.

2.2.9. Método de Euler
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Sea,

d
d—jt' —f(ty), to<t<t, y(t)=a (22)

Un PVI, para t; € [to, t¢], para obtener una aproximacion de y(t;), donde

y(t) es la solucion de la ecuacion diferencial a estudiar.

Teorema 2.2.11.1. (Teorema de Taylor) Sea ne N, sea I = [a, b] y sea
f:1 - R tal que f y sus derivadas f', f", ..., f™ son continuas en I y tal que
£+ existe en (a, b). Si x,€ I, entonces para cualquier x en I existe un punto &

entre x y x, tal que:

1 (n)
FG) = Ft0) + /)= x0) + L (g ot L (o
fE) -
+ m (x —xp) 1
(Bartle y Sherbert, 2011)
DEMOSTRACION:

Dadas x4 y x, sea J un intervalo cerrado entre los puntos terminales x, y

x. Se define la funcion F en el intervalo J por:

F®) = FO) = F(O) = (x— O (©) = - — 2D g0y

n!

para t € J. Entonces haciendo el célculo se obtiene:

P = - E - ey
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Si se define G en J por:

60 = F©O - (2=1)" Feao)

x_xo

para t € ], entonces G(x,) = G(x) = 0. Al aplicar el teorema de Rolle,

segun (Stewart, 2015), se obtiene un punto § entre x y X, tal que:

(x=8&"

0=G6'E)=FE)+n+ DWF(%)

Por lo tanto, se obtiene:

1 (x—x)"*?

FG0) = =g o P )
1 GG,
F(xO) - n+1 (x _ f)n n! f( 1)(5)
(n+1)
Fao) =L e

Se utilizara la notacion P, para el n-ésimo polinomio de Taylor de f y R,
para el residuo, entonces la conclusion del teorema de Taylor puede escribirse

como f(x) = B,(x) + R, (x), donde R,, esta dado por:

AiC3) _—
Rp(x) = CEE (x — xo)
para algin punto ¢ entre x y x. [

La diferencia entre f(x)y B,(x) se conoce como error residual o de

truncamientos del resto del polinomio de Taylor y es:

f(x) = P (x) = R, (x)
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En algunas aplicaciones es necesario aproximar la funcién f alrededor del
punto x pero no muy lejos de x, por ejemplo, supongamos que queremos calcular
un polinomio en el punto x + h donde h es muy pequeio (h < 1) (Mitsotakis,
2023). En estos casos consideramos el polinomio de Taylor con x + h en lugar de

x y x en lugar de ¢ de modo que:

" (n)
Foe+h) = f(x) + f' GO +f (x) h? - +f ( )h" + R, (&)
donde
FeE)
R, (&) = mh 1

Como asumimos que h es pequefio, si ademas la (n + 1)-ésima derivada
de f esta limitada por una constante para todos los valores de x alrededor de ¢, es

decir |f™*1(x)| < M, entonces tenemos:

n+1

IR, (x)| < TSN

Tener en cuenta que esta formula revela la informacion sobre el error de
aproximacion. Si, por ejemplo, el paso de discretizacion es h, entonces el error de
aproximacion de f por P, es de orden h™**. Por lo tanto, si h < 1y M son lo
suficiente pequeflos para n, entonces esperamos que el error sea pequefio o

aproximado a cero.

Teorema 2.2.11.2. (Teorema de Taylor de Segundo Orden) Sea
f:[a, b] » Runa funcion tal que f'(t) existe, es continua 'y f"'(t) existe en (a, b).

Entonces, para t, t, € [a, b] existe  entre t y t, tal que:
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)

f@® = fto) + f'(t) (¢ — to) + ——(t = to)? (23)

(Arévalo et al., 2021)
DEMOSTRACION:

Se sabe que el teorema de Taylor para una funcion f(t) se obtiene
considerando una expansion con entorno a t,, el teorema es una deducion del uso
del teorema del valor medio para integrales, primero escribimos la formula para

el teorema de Taylor de primer orden, donde se obtiene que:

f(©) = f(to) + f'(te)(t — to) + R,(2)

donde R, (t) es el error de truncamiento, que en este caso sera de segundo

orden.

Seguidamente para encontrar una expresion explicita para R,(t),
aplicamos el Teorema de valor medio de Cauchy a la funcién derivada f'(t),

definimos una funcion auxiliar g(t) denotada de la siguiente manera:

g(@) = f(t) — f(to) — f' (ko) (t — to)

donde se tiene que g(t,) = 0 ya que todos los términos se cancelan cuando

t:to.

Se sabe que g(t) es una funcion derivable en el intervalo [t,, t] aplicamos
el Teorema del valor medio, que nos dice que para alguna & € (t,, t), se cumple

que:
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g(®) = g(to)

9'(t) = ro—

Calculamos la derivada de g(t):
g'@® =1 -f)
Reemplazando en el teorema, obtenemos que para algin & € (t, t):

f1@) = f'(t) = f ()t —to)
f1@) = f(te) + f7 ()t = to)

Ahora sustituyendo en la expresion principal de f(t), se sabe que:

FO-1C,

f@®) = f(to) + (&)t —to) +
Entonces reemplazamos f'(t) — f'(t,) obtenida a partir del teorema del

valor medio, donde se obtiene:

[ —to)
2

f(&) = f(to) + f (ko) —to) + (t —to)

£
2

f@) = f(to) + f'(te)(t —to) + (t = to)?

Finalmente, se demuestra que la funcion f(t) puede expandirse como:

)
2

f@) = f(to) + f'(te)(t —to) + (t = to)?

donde ¢ es un valor intermedio entre t y t,, donde se demuestra el Teorema

de Taylor de segundo orden. ]
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La idea del método de Euler consiste en construir una serie de puntos
(to, o), ((1, ¥1), (t2,¥2), v, () tales que to=a, t, =b y y, sea una
aproximacion a y(b). Con respecto a la ecuacion (22), si se conoce que t; € [a, b]
y y(a) = a, entonces una seleccion natural de los t;, podria ser valores t; en el
intervalo [a, b] tales que t; < t;;1,to = a,t, = b y ademas la distancia entre t; y

t;+1 €8 constante.

Una vez obtenida la aproximacién en los puntos, podemos obtener por
interpolacion la solucién aproximada en otros puntos del intervalo, diremos que
los nodos tienen una distribucion uniforme en todo el intervalo [a,b],
seleccionamos un entero positivo N y los nodos estdn dadas de la siguiente

manera:
ti =a+ih
paracadai=1,2,..,N

. . , b-a ~
La distancia comun entre los puntos h = — se conoce como el tamano

de paso, utilizamos el teorema de Taylor para deducir el método de Euler.
Supongamos que y(t) es la tinica solucion de la ecuacion (22), tiene dos derivadas
continuas en [a, b] de modo que para cadai =0,1,2,..., N — 1, en la ecuacion

(23) se tiene:

y(tiz) = y(t) +y' () — ) + yT(f) (tip1 — t;)? (24)

para algan numero & en (t;,t;4;). Si h=t;,; —t;, entonces

reemplazando en la ecuacion (24) se obtiene:
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V(i) = y(&) +y'(t)h + 122 "(El)

Dado y(t) satisface la ecuacion diferencial (22), entonces y'(t;) =

f(t,y(t)),

Y(ti) = y(&) + F (e y (&) + 222 (fl)

(tien) = Y00 + hf (6 y(6)) + o p2

donde,

R,(&) = y_(fl)

El método de Euler construye y; =~ y(t;) para cada i =1,2,..,N al
eliminar el término restante R, (¢;). Por lo tanto:
Vo=«
25
Yisr =Yi +h- f(t, ) 23)

donde, paracadai =0,1,...,N —1

La ecuacion (25) se le llama ecuacion de diferencias asociada al método

de Euler (Burden y Faires, 2011).
Ejemplo 2.2.11.1.
Consideremos la siguiente EDO de primer orden:

dy
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con una aproximacion en el intervalo 0 < t < 1, utilizando el método de

Euler con un paso h = 0,2.
El método de Euler se basa en la ecuacion (22):

d
d—)t]=f(t,y), a<t<b, yl@=a«a

dondef(t,y)=%=—2y,t0=a=0,b=1yy0=a=1

El método de Euler se basa en la formula de actualizacion (25):
Yier =Yi +h- f(t, )

donde y;,, es la aproximacion de la solucion en el siguiente punto, y; es

la solucion actual y h el tamaio de paso.

Ahora calculamos los valores para tq, t,, t3, t4, t5 utilizando h = 0,2:
Parai = 0:

Primeramente, calculamos t;:

tp =to+h=0,2
seguidamente calculamos y;:
y1=Yo+h-(=2y,) =06
Parai = 1:
Primeramente, calculamos t,:

t2=t1+h=0,4‘
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seguidamente calculamos y,:

y2 =y +h-(-2y;) =0,36

Parai = 2:

Primeramente, calculamos t5:

t3=t2+h=0,6

seguidamente calculamos ys;:

y3 =y>+h-(=2y,) = 0,216

Parai = 3:

Primeramente, calculamos t,:

t4=t3+h=0,8

seguidamente calculamos y,:

V4 =y3+h-(=2y3) =0,1296

Parai = 4:

Primeramente, calculamos ts:

ts =t, +h =10

seguidamente calculamos ys:

Ys =y4s +h-(=2y,) =0,07776

Entonces las aproximaciones de la solucion en cada paso son:
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Tabla 1

Resultados de la aproximacion numérica con el método de Euler

o~

ti yi(t;)
0 0,0 1,00000

1 0,2 0,60000
2 04 0,36000
3 06 0,21600
4 08 0,12960
5 1,0 0,07776

En la Figura 3, representa la curva solucion de la EDO con el Método de

Euler, donde los valores de t; en relacion a y; estan resaltados con un punto.

Figura 3

Grdfico de la solucion de la EDO con el Método de Euler

Método de Euler

1.0 —e— Curva Solucion
0.8 1
>
w 0.6
-]
%]
o
L
g
0.4
0.2
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Valores de t
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2.2.9.1 Estabilidad Numérica Del Método De Euler

Al momento de comparar la respuesta entre la solucion exacta con
la aproximacion numérica para el modelamiento de una EDO, es donde
existe una razon para llevar a cabo este tipo de analisis es donde se conoce
como “problemas rigidos” donde surgen con frecuencia a consecuencia de
la practica, para tales problemas el analisis de estabilidad es importante
para la evaluacion de conveniencia del método que se utilizard en la

solucion numérica de una EDO (Butcher, 2016).

El método de Euler (22) se utiliza para aproximar la solucion de
una EDO, la ecuacion o formula de recurrencia del método de Euler es
(25), donde y; es la aproximacion de la solucion en el punto t; =ty + i -

h, donde el tamafio de paso h > 0.

Para la prueba de estabilidad numérica del método de Euler se

puede analizar con una EDO estandar:

dy
= y(0) =y, (26)

donde A € C es una constante compleja.

Para encontrar la solucion exacta de la EDO (26), se obtiene de la

siguiente manera:

d
& e
y
d
f—yzfldt
y
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In(y) =At+ ¢,

eln(y) — e)ltecl

y(t) = Ce™

donde C es una constante y la EDO tiene como valor inicial

y(0) =y,

Remplazando el valor inicial a la solucion de la EDO (26), se

obtiene:
y(0) = Ce*®
Yo=2C

Seguidamente reemplazamos a la solucidon exacta de la EDO,

donde se obtiene que:

y(t) = yoelt

Aplicando el método de Euler a la ecuacion (25), donde f(t,y) =

Ay, se obtiene:

Yisr1 =Yi +h- f(t,yi)
Yi+1 = Yi + hdy;

Yi+1 = ¥i(1 + hA)

Esta ecuacion se puede escribir de forma iterativa como:

i =Yo(1+hA)!

La estabilidad en el método de Euler depende de que los errores

no crezcan indefinidamente con i, a consecuencia de eso se garantiza que:
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1+ hi <1

Esta condicion define y garantiza la estabilidad del método de

Euler en el plano complejo, cuando hAd = z.
142z <1

Condicion de Estabilidad: Con el resultado anterior decimos,
para que el método de Euler sea “estable”, es necesario que la magnitud

del factor de amplificacion sea menor o igual a 1:
|1+ hA| <1

La Figura 4, muestra la region de estabilidad del método de Euler

en el plano complejo.

Figura 4

Region de estabilidad del Método de Euler

Region de Estabilidad del Método de Euler

—— Euler

Im{z)
o
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Si A = —a, con a > 0 (un valor negativo real), la condicion de

estabilidad definida anteriormente se convierte en:

Despejando el tamafio de paso h, donde siempre h > 0y a > 0:

|1 —ha| <1

—1<1—-ha<1

Donde esto indica que el método de Euler es estable si el tamafio
de paso h es demasiado pequeiio en relacion a los valores reales negativos

de A.

Para los valores complejos de A, la region de estabilidad es el
plano complejo es un disco centrado —1 con radio 1, esto quiere decir que
esta region incluye algunos valores complejos de A, pero también excluye
otros valores de A, lo que nos da a entender que la estabilidad también

depende de la parte real de A y del tamafio de paso h.

En problemas con valores negativos de A, sobre todo en
problemas “rigidos” donde los valores negativos de A son muy grandes en
magnitud, el tamafio de paso h debe ser muy pequeio, lo que puede llevar

a que el método sea ineficiente y poco preciso.

2.2.10. Método de Runge-Kutta de Cuarto Orden
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El método de Runge-Kutta de orden cuatro (RK4) es uno de los métodos
mas utilizados en la practica. Su deduccion sigue las ideas de los métodos de
Runge-Kutta orden dos, es un método recursivo y su célculo no implica utilizar
informacion adicional como ocurre en los métodos de Taylor. Su esquema se

encuentra a continuacion.

Yo= 0«

ky=h-f(t,y)

h 1
kz =h‘f(ti+z,yi+zk1)

h 1
k3 =h‘f(ti+z,yi+zk2>
ky=h-f(t;+hy +ks3)

1
Yit1 =Yi t g(kl + 2ky + 2k3 + ky)
para cada i =0,1,2,...,N — 1, este método tiene el error local de
truncamiento O(h*), siempre que la solucion y(t) tenga cinco derivadas

continuas. Se introduce la notacion k4, k,, k3, k, en €l para prescindir de las

anidaciones sucesivas en la segunda variable de f(t, y) (Iriarte et al., 1990).

La deduccion del método de Runge-Kuta de cuarto inicia considerando la

estructura de los métodos de Euler y Euler-Gauss:
Donde Euler esta definido como:
Yirr =Yi+hf(t,y) Vi=123 .

y donde Euler-Gauss esta definido por:
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h .
Yinr = Vit [f(t, ) + f(tiea,yi0)] Vi=123, ..
Ambos métodos pueden escribirse de la siguiente manera:

Yisr =Yith-¢t,y) Vi=123,.. (27)

donde en el método de Euler: ¥ (t,y) = f(t,y) despejando obtenemos:

Piey) =2

reemplazamos en el método de Euler-Gauss:

Yiv+1 — Vi

1 .
A =5 [f(ti,y) + f(tiv1,Yis)] Vi=1,2,3,..

YY) =5 [F(E9) + fE+ R,y +hy)]

El método de Runge-Kutta, consiste en obtener una ecuacion similar a la

expresion (27) que en la forma general se escribe como:
hp(ti,yi) = (Wiky + waky + wiks + -+ wiky)
reemplazando obtenemos que:

Visr = Yi + (Wiky + woky + wiks + -+ wyky)

(28)
vVi=1,273,..
donde:
o LEre N (29)
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ks = hf (t; + azh,y; + Bo1ky + Pa2k2)

ky = hf(t; + azh,y; + B3 1k1 + P32k, + B33ks)

ky, = hf(ti + anh Vi t+ ﬂn,lkl + ﬁn,zkz + et +ﬁn,n—1kn—1)

donde wy, Wy, W3, ..., Wy ; @y, Az, A3, oo, Ay 5 P11, B21s B22s o) Bon—1 SON
constantes que deben determinarse, de tal manera que proporcionen la mayor

exactitud posible a la solucion de la ecuacion diferencial.

El método de Runge-Kutta de cuarto orden consiste en considerar n = 4

dentro de las expresiones que definen a estos métodos, esto es:

Yit1 = ¥i + Wiky + wyk, + wiks + wyk,) (30)

donde para n = 4 en (29):

ki =hf(ti,yi)
k, = hf(t; + ayh,y; + B11k1)

(31)
ks = hf (t; + axh,y; + Ba1ky + B22k>)

ky = hf(t; + azh,y; + B3 1ks + P32k, + B3 3ks3)

Ahora desarrollamos la serie de Taylor, el miembro de la izquierda de la
expresion (30) en el entorno de t = t; y considerando hasta los términos de orden

h3, se obtiene:
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Visr = Y(tiz1)

: v (&)
= y(t) + ¥ (t) (tiss = ) + = (tia — 1)’
y"(t)
+ e (i — 1)
Simplificando:
hZ 3
Yisr = Vit hyi + =y + =y 4 (32)
Donde:
1 1 1
=g wT3 WSy Wasg
y también que:
1
0(1=E,0l2=—,a3=1

1 1
P11 = 5 B2 =5 A B3z =1

P21=0,B831=0A B3,=0

Reemplazando en (31) tenemos:

1
Yis1 = Vi + g(k1 + 2k, + 2k3 + ky)
(33)

vi=123,..

donde:

(34)

1. _ L £+ PN
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1 1
k2=h'f(ti+§h,yi+§k1)

1 1
ks =h-f(ti+§h,yi+§k2)

ky=h-f(t;+h,y; +k3)

La ecuacion (33) se le llama ecuacion de diferencias asociada al método

de Runge-Kutta de cuarto orden.
Ejemplo 2.2.12.1.
Consideremos la siguiente EDO:

dy
— =t+y, 0)=1
T +y y(0)

con un intervalo 0 <t < 1, utilizando el método de Runge-Kutta de

cuarto orden con un tamafio de paso h = 0.2.

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se basa en (34), donde:

d
fEy) =2 =t+y,t=0y=1yh=02.

El método de RK4 se basa en la formula de actualizacion (33):
1
Yit1 =Y t g(kl + 2ky + 2k3 + ky)

donde y;,, es la aproximacién de la solucion en el siguiente punto, y; es
la solucion actual, kq, k5, k3, k4, son los coeficientes intermedios y h el tamafio de

paso.

Ahora calculamos los valores para tq, t,, t3, ty, ts utilizando h = 0,2:
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Como datos iniciales tenemos que:

Parai = 0:
Primeramente, calculamos t;:
ti=tyo+h=0,2
seguidamente calculamos k4, k;, k3, k4, para y;:
calculamos k;:
ki =h-f(to,y0) =0,2

calculamos k,:

1 1
k2 = hf(to +Eh,y0 +§k1) = 0,24‘

calculamos ks:

1 1
k3 = h‘f(to +§h,y0 +Zk2) = 0,24‘4'

calculamos k,:
k4 = h f(to + h,yo + k3) = 0,2888

por ultimo, calculamos y;:
1
yi=Yotg (ky + 2k, + 2ks + ky) = 1,2428

Parai = 1:
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Primeramente, calculamos t,:
t,=t; +h=04
seguidamente calculamos k, k,, k3, k4, para y,:
calculamos k;:
ki =h-f(ty,y,) = 0,2886

calculamos k:
1 1
kz =h f(t]_ +Eh,yl +Ek1> = 0,3374’
calculamos kj:
1 1
k3 = h f<t1 +Eh,yl +Ek2) = 0,3423

calculamos k,:
k4_ = h : f(tl + h, )’1 + k3) = 0,3970

por ultimo, calculamos y,:
1
Y2 = y1+ 2 (e + 2k + 2ks + ky) = 1,5836

Parai = 2:
Primeramente, calculamos t3:
t3 = tz + h = 0,6

seguidamente calculamos kq, k,, k3, k4, para ys:
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calculamos k;:
ki =h-f(t;y,) =0,3967

calculamos k:
1 1
k2 =h f(tz +Eh,y2 +§k1) = 0,4564’
calculamos k;:

1 1
k3 = hf(tz +Eh,y2 +§k2) = 0,4’624‘

calculamos k,:
k4_ =h f(tz + h,yz + k3) = 0,5292

por ultimo, calculamos y;:
1
Y3 =Yy, + g(kl + 2ky + 2ks + ky) = 2,0442

Para i = 3:
Primeramente, calculamos t,:
ty=t;+h=08
seguidamente calculamos k4, k;, k3, k4, para y,:
calculamos k;:
ki =h- f(t;,y3) =0,5288

calculamos k:
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k, = h-f<t3 +%h,y3 +%k1) = 0,6017
calculamos k:
ks = h-f(t3 +%h,y3 +%k2) — 0,6088
calculamos k,:
ky=h-f(t;+h,y; +k3) =0,6906
por ultimo, calculamos y,:

1
Y4 =Yz + g(k1 + 2k, + 2k3 + k,) = 2,6510

Parai = 4:
Primeramente, calculamos ts:
ts=t,+h=10
seguidamente calculamos k4, k,, k3, k4, para ys:
calculamos k;:
ki=h-f(ty,ys) = 0,6902

calculamos k:
1 1
kz = h f(t4_ +§h,y4 +§k1> = 0,7792

calculamos k;:
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1 1
ks = h-f(t4 +5hy, +§k2) — 0,7881

calculamos k,:
k4 = h f(t4, + h,y4, + k3) = 0,8878

por ultimo, calculamos y,:
1
Vs =Ya+ g(kl + 2k, + 2k5 + ky) = 3,4364

Entonces las aproximaciones de la solucion en cada paso son:

Tabla 2

Resultados de la aproximacion numérica con el método de RK4

[t yi(t;)
0 0,0 1,0000

1 0,2 1,2428
2 04 1,5836
3 06 2,0442
4 08 2,6510
5 1,0 3,4365
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Figura 5

Grdfico de la solucion de la EDO con el Método de RK4

Método de Runge-Kutta de Cuarto Orden

331 —e— curva Solucion

3.0 4

™~
n
|

Valores de y

N
5]
|

15+

1.0 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Valores de t

La Figura 5, representa la curva solucién de la EDO con el Método de
Runge-Kutta de cuarto orden, donde los valores de t; en relaciéon a y; estan

resaltados con un punto.

2.2.10.1 Estabilidad Numérica del Método de RK4

El método de Runge-Kutta de cuarto orden es uno de los métodos
mas precisos y utilizados al momento de una resolucion numérica de
EDQOs, por el mismo hecho que debido a su equilibrio entre precision,

eficacia y facil implementacion (Butcher, 2016).

El método de RK4 se utiliza para aproximar la solucién de una
EDO, la ecuacion o formula de recurrencia del método de RK4 es (33),

donde y; es la aproximacion de la solucion en el punto t; =t, +1i-h,
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donde el tamafio de paso h > 0 y donde los valores de kq, k,, ki, k4

denotados en (34).
Para una EDO de la forma:

d
Z=fey, ¥t =

Para la prueba de estabilidad numérica del método de RK4 se

puede analizar con una EDO estandar:

dy
a = uy, y(0) =y, (35)

donde p € C es una constante compleja.

Para encontrar la solucion exacta de la EDO (35), se obtiene de la

siguiente manera:

In(y) = ut + ¢4

eln(y) = e”tecl
y(@) = Cett
donde C es una constante y la EDO tiene como valor inicial
y(0) = yo

Remplazando el valor inicial a la solucion de la EDO (35), se

obtiene:
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Seguidamente reemplazamos a la solucion exacta de la EDO,

donde se obtiene que:

y(t) = yoett

Aplicando el método de Runge-Kutta de cuarto orden a la

ecuacion (35), donde f(t,y) = uy, se obtiene:

Primeramente, calculamos los valores de kq, k,, k3, k,, teniendo

en cuenta a la EDO (35):

Para ky:
ki =h-f(t,y:)
ki =h-py;
Para k,:
1 1
k2 = h 'f(ti +Zh,yl +Zk1)
1
ke =hen(yi+5k)

1
ky=h-u <)’i + E(hﬂyi)>

hu
ke =heuy (14

Para k5:
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1 1
ks =h-f(ti+§h,yi+§k2)

1
ks =hou(yi+ 5k )

1 hu
ks=h-plyi+s huyz(1+7)

h h
ks =h-,uyi<1+7'u(1+7'u)>

Para k,:

ky=h-f(t;+hy; +ks)
ky =h-u(y; +ks)

h h
ky=h-u yi+hyyi<1+7”(1+7”>>

hu hu
ky=h-py;| 1+ hu 1+7(1+7)

Reemplazando los valores de k4, k,, k3, k,, en la aproximacion

(33):

1
Yit+1 =Yi t 5 (ki + 2ky + 2k3 + ky)
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1 hu
Yier =Yite h-py;+2 h-uyi(1+7)
h h

+2 h-,uyl-<1+7'u(1+7'u)> +h

h h
C LY 1+h,u<1+7'u(1+7#)>

1 1
Yier =Yitg (6uhyz +3(uh)%y; + (uh)3y; + 7 (/xh)“yi)

(uh)*y; N (uh)3y; N (uh)*y;

Yi+1 = ¥; + uhy; +

2 6 24
(uh)?  (uh)®  (uh)*
yz+1=yzll+uh+ >t t

Ahora para el estudio de la estabilidad en el método de RK4, la

ecuacion encontrada se denotara de la siguiente manera:

Yi+1 = Yi - P(uh)

donde seguidamente se hace el cambio de variables z = ph, asi

obteniendo lo siguiente:

Yis1 =Yi - P(2)

donde P(z) es el polinomio de estabilidad del método de RK4

donde el polinomio se define de la siguiente manera:

2,3 4
P(Z)=1+Z+7+E+ﬁ, zZ = uh
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Este polinomio es una aproximacion a la serie de Taylor, donde la
funcion exponencial es e? y que se utiliza para aproximar la solucion de la

ecuacion diferencial en un punto de interés.

Condicion de Estabilidad: Para que el método de RK4 sea

estable o cumpla la condicion de estabilidad, es necesario que:

|P(2)| <1

donde z = ph, la region del plano complejo donde esta condicion
se cumple es conocida como la region de estabilidad absoluta del método

de RK4.

Figura 6

Region de estabilidad del Método de RK4

Regién de Estabilidad del Método de RK4

— RK4

Im(z)
Qo

-2 4

La Figura 6, muestra la region de estabilidad del método de

Runge-Kutta de cuarto orden en el plano complejo.
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La funcién de estabilidad de P(z) del método de RK4 se acerca
mucho a la funcidén exponencial para valores pequefios de z, entonces eso
quiere decir que a medida que |z| incrementa o aumenta, P(z) inicia a
diferir de e”. Sin embargo, RK4 es conocido por tener una region de
estabilidad relativamente amplia en el plano de los complejos en
comparacion como métodos de orden inferior como el método de Euler,
entonces eso significa que el método de RK4 es estable para un rango mas
amplio de tamafios de paso h y valores u negativos en comparacion con
métodos de orden inferior. Sin embargo, para problemas “rigidos”, donde
algunos autovalores de ¢ tienen una magnitud muy grande y real negativa,
el tamafo de paso h ain puede necesitar ser pequeio para garantizar la

estabilidad numérica.

2.2.11. Aplicacion del Método de Euler al Modelo SIR

Para iniciar con la implementacion del método de Euler en el modelo SIR,
primero es necesario saber que se trabaja con el modelo SIR normalizado o
discretizado, donde las ecuaciones diferenciales que describen la evolucion de las
poblaciones susceptibles s(t), infectadas i(t), y recuperadas r(t) en intervalos de
tiempo pequefios o también conocido como el tamafo de paso h. Utilizaremos una
aproximacion lineal para cada una de estas ecuaciones diferenciales, lo cual nos
permitird calcular los valores de s, i, y r en cada paso de tiempo de manera
iterativa. A continuacion, definiremos cémo se aplica esta aproximacion a cada
una de las variables del modelo, comenzando con la poblacidn susceptible s(t),

seguida por las poblaciones infectadas i(t) y recuperadas r(t).
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Para iniciar con la aplicacion del método de Euler al modelo SIR se utiliza

la ecuacion (25) a cada uno de los compartimentos del sistema de EDOs no

lineales (21), donde:

ds ]
i Bsi

i
Frie Bsi —yi
ar

a "

con un intervalo en ty < t < ty, nimero total de pasos N, con un tamafio

de paso h y valores iniciales s, i, 7;.
Para s(t):
En la ecuacion diferencial para s(t) en el modelo SIR es:

ds )
i Bsi

Utilizamos el método de Euler para la aproximacion del compartimento

s(t), se obtiene:
Sie =55+ b f(8.5)
Sj+1 = Sj +h- (—stl])

Indica que esta ecuacion describe el cambio en la poblacion susceptible,

teniendo en cuenta la tasa de infeccion.
Para i(t):

En la ecuacion diferencial para i(t) en el modelo SIR es:
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di

E=Bsi—yi

Utilizamos el método de Euler para la aproximacion del compartimento

i(t), se obtiene:

Indica que esta ecuacidon describe el cambio en la poblacion infectada,

teniendo en cuenta la tasa de infeccion y la tasa de recuperacion.
Para r(t):
En la ecuacion diferencial para r(t) en el modelo SIR es:

dr

ac

Utilizamos el método de Euler para la aproximacion del compartimento

r(t), se obtiene:
T =1+ h-f(57)
Tie1 =T+ he (vE)

Indica como aumenta la poblacion recuperada con el tiempo teniendo en

cuenta la tasa de recuperacion y la cantidad de infectados.

2.2.12. Aplicacion del Método de Runge-Kutta de Cuarto Orden al modelo

SIR
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Para comenzar con la implementacion del método de Runge-Kutta de
cuarto orden en el modelo SIR, primero es necesario saber que se trabaja con el
modelo SIR normalizado o discretizado, donde las ecuaciones diferenciales que
describen la evolucion de las poblaciones susceptibles s(t), infectadas i(t), y
recuperadas r(t) en intervalos de tiempo pequefios o también conocido como el
tamafo de paso h. Utilizaremos una aproximacion lineal para cada una de estas
ecuaciones diferenciales, lo cual nos permitira calcular los valores de s, i, y r en
cada paso de tiempo de manera iterativa. A continuacion, definiremos como se
aplica esta aproximacién a cada una de las variables o compartimentos del
modelo, comenzando con la poblacién susceptible s(t), seguida por las

poblaciones infectadas i(t) y por ultimo los recuperadas r(t).

Para iniciar con la aplicacion del método de Runge-Kutta de cuarto orden
al modelo SIR se utilizan las ecuaciones (33) y (34) a cada uno de los

compartimentos del sistema de EDOs no lineales (21), donde:

ds ]
i Bsi

ai . )
rrie Bsi —yi
dr
a1

con un intervalo en ty < t < ty, nimero total de pasos N, con un tamafio

de paso h y valores iniciales sg, iy, 1y respectivamente a cada uno de los

compartimentos.

Para s(t):
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Ya que la ecuacion diferencial para s(t) en el modelo SIR es:

ds )
Frie Bsi

Utilizamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden para la
aproximacion del compartimento s(t), donde primeramente debemos calcular

(34) los coeficientes intermedios k4, k4, k3, k4 para s(t), donde se obtiene:

ke =h-f(t,5)

1 1

1 1

ky=h-f(tj+h,s;+ks)
Seguidamente utilizamos la ecuacion (33) para calcular las iteraciones en
s(t):

1
Sj+1 = Sj + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4_)

Para i(t):
En la ecuacion diferencial para i(t) en el modelo SIR es:

di Bsi .

— = fsi—vyi

dt Y
Utilizamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden para la
aproximacién del compartimento i(t), donde primeramente debemos calcular

(34) los coeficientes intermedios k4, k,, k3, k, para i(t), donde se obtiene:
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ke =h-f(t,5)

1 1
k2 =h'f<tj+§h,lj+§k1)

11
k3=h-f<tj+§h,lj+§k2>

ky=h-f(tj+hi+ks)

Seguidamente utilizamos la ecuacion (33) para calcular las iteraciones en

i(t):
. o1
lj+1 = lj + g(kl + Zkz + 2k3 + k4_)

Para r(t):
En la ecuacion diferencial para r(t) en el modelo SIR es:

dr_

ac "

Utilizamos el método de Runge-Kutta de cuarto orden para la
aproximacion del compartimento r(t), donde primeramente debemos calcular

(34) los coeficientes intermedios kq, k,, k3, k4 para r(t), donde se obtiene:

ky=h-f(t,7)

1 1

1 1

ky=h-f(tj +h1i+ks)
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Seguidamente utilizamos la ecuacion (33) para calcular las iteraciones en

r(t):

1
7:I'+1 =7} +g(k1 +2k2 +2k3 +k4_)
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CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1. DISENO METODOLOGICO

El presente trabajo de investigacion se clasifica como de tipo basica, ya que se
fundamenta en teorias existentes para profundizar en ellas y generar nuevos
conocimientos. Especificamente, se trata de una investigacion descriptivo-analitica, dado
que se examinara el comportamiento de las variables susceptibles e infectados bajo
diferentes tasas de contagio, utilizando para ello el método de Euler y el método de

Runge-Kutta de cuarto orden.

De acuerdo con el proposito de la investigacion, el estudio se enmarca en el tipo
de investigacion basica segin (Hérnandez Sampieri et al., 2006). El disefio adoptado es
no experimental, centrado en el andlisis de la solucion del modelo epidemioldgico SIR
para diversas tasas de contagio extraidas de la literatura y bibliografia existente. Una vez
determinadas estas tasas, se procedera a simularlas en el lenguaje de programacion
Python mediante la aplicacion de métodos numéricos, especificamente el método de Euler

y el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Dado el enfoque de este trabajo de investigacion, no se requiere determinar ni
obtener una poblacidon o muestra especifica, ya que no se llevara a cabo ningun célculo o
tratamiento estadistico de datos. El proyecto se desarrollard en el espacio fisico de la
Escuela Profesional de Ciencias Fisico Matematicas de la UNA Puno, incluyendo la

Biblioteca Central de la UNA Puno.
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3.2. MATERIALES

En el presente trabajo de investigtacion se utilizé los siguientes materiales:

Se obtuvo informacion relevante para el desarrollo de esta investigacion como
libros, articulos cientificos, papers online nacionales como también internacionales,
utilizando fuentes bibliograficas especializadas en el area de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias, Métodos Numéricos y Biomatematica.

Durante el desarrollo de esta investigacion, se utilizo Python 3.12.3 como lenguaje
de programacion principal, debido a su uso libre (Challenger et al., 2014), a su
versatilidad y extensa gama de bibliotecas especializadas en matematicas. Ademas las
librerias como NumPy y Matplotlib fueron necesarios para el calculo numérico y las

representaciones graficas de los resultados.

Para la creacion de imdgenes mas elaboradas y visualmente atractivos, se utilizo
Canva en su version gratuita, esta herramienta de uso libre, resultd apropiado para el

disefio de imagenes en la investigacion.
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

En el presente capitulo, se presentan los resultados obtenidos en esta
investigacion, cuyo objetivo es analizar la solucion del modelo SIR utilizando los
métodos de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden, considerando diferentes tasas de
contagio. Este andlisis tiene como finalidad comparar ambos métodos y determinar cual

es el mas adecuado para la simulacion del modelo en funcion de diferentes condiciones.
4.1. RESULTADOS

Como resultado de la implementacion del método de Euler y del método de
Runge-Kutta de cuarto orden para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales del modelo SIR, se obtuvieron aproximaciones que
permiten analizar la dindmica del contagio para diferentes tasas de contagio. Los
resultados muestran como cada método afecta la precision y estabilidad de la simulacién
de las poblaciones de susceptibles, infectados y recuperado a lo largo del tiempo,
especialmente en escenarios con la tasa de reproduccion basica R, alta. A continuacion,
se tiene por resultado la siguiente implementacion desarrollada por el autor de la presente

investigacion.

La Figura 7, muestra el diagrama de flujo que describe el procedimiento para
simular la propagacion de una enfermedad mediante el modelo matematico SIR, se define
la funcion del modelo, se inicializan los parametros, se calcula la tasa basica de
reproduccion Ry, y se realiza un bucle para actualizar los valores mediante el Método de

Euler. Al final, se imprimen y grafican los resultados.
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Figura 7
Diagrama de flujo para el Método de Euler
/ Definir f (t, y) /

¥
/ N, t,, te, So, 19, Iy, By ¥ /
v

Y() = [S(]7 i()') I‘()]
v

h:tf't()

Bucle Si

v
Yo= Yo+ h-f(ty, yy)
ty=t,+h
y
Afadir y,At,alalista
Y
/ Crear DataFrame /
Ordenar DataFrame
v
Imprimir tabla ordenada
v
Graficar resultados

12
Imprimir hy R,

Fin

La Figura 8, muestra el diagrama de flujo que describe el procedimiento para

simular la propagacion de una enfermedad mediante el modelo matematico SIR, se define
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la funcién del modelo, se inicializan los parametros, se calcula la tasa basica de
reproduccion Ry, y se realiza un bucle para actualizar los valores mediante el Método de

Runge-Kutta de cuarto orden. Al final, se imprimen y grafican los resultados.

Figura 8

Diagrama de flujo para el Método de Runge-Kutta de cuarto orden
/ Definir f (t, y) /
¥
/ N, to, te, 8, 4, . Bo Y /

¥
y(): [S()a i()7 r()]
v

h=t

<
Y

k= h-f(t,, v,) Si
h 1
k,= h'f(tquE: y0+5kl)

h 1
k3= hf(t0+5, y0+5k2)
k,= h'f(tn+h; YO+k3)
1
Yo= YO+g(k1+2k2+2k3+k4)

t,=t,+h
v
Anadir y, At ala lista
Y
/ Crear DataFrame /
Ordenar DataFrame
v
Imprimir tabla ordenada
v
Graficar resultados
¥

Imprimir hy R,

Fin
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En la Tabla 3 se presentan las tasas de reproduccion bésica R, que se emplearan

en esta investigacion.

Tabla 3

Algunas tasas de reproduccion basica estimados

Enfermedades Huésped R, estimado Referencia
Infecciosas
Covid-19 Humanos 3.9 Li et al. (2020)
Sarampion Humanos 18,0 Anderson y May (1982)

Lengua Azul Animales 10,0-61,0 Hartemink et al. (2009)
(Rumiantes)

La enfermedad de la Lengua Azul en Paises Bajos, es una enfermedad que afecta
a rumiantes, en las zonas donde la tasa de reproduccion basica R, alcanza hasta 61,0 el
riesgo de propagacion del virus es muy alto, especialmente en el norte y sur del pais,
donde las condiciones ambientales y la abundancia de insectos Culicoides favorecen la
transmision. Los mapas detallan los valores de R, segun diferentes complejos de vectores,
como Obsoletus y Pulicaris, y especies especificas como Culicoides dewulfi y Culicoides
chiopterus. Las condiciones en estas areas permiten que los vectores proliferen y faciliten
la dispersion del virus, lo que requiere intervenciones urgentes para prevenir brotes

graves.

Con respecto a los diagramas de flujo de la Figura 7 y Figura 8, se utilizo las tres
tasas de contagio de la Tabla 3 que contiene la tasa de reprocucién basica estimada R de
enfermedades infecciosas para la simulacion en el software Python del modelo SIR con

el Método de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden respectivamente.
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Para el primer caso se utilizo los datos del Covid-19 con un Ry, = 3,9, donde la
tasa de contagio es f = 1,365, la tasa de recuperacion es y = 0,35, para el nimero de
pasos o subintevalos N = 100, numero inicial de susceptibles s(0) = 0,9, nimero inicial
de infectados i(0) = 0,1, nimero inicial de recuperados r(0) = 0, tiempo inicial de t, =
0, tiempo final de t; = 50 y el tamafio de paso h = 0,5; donde se obtuvo la siguiente

simulacidn:

Figura 9

Modelo SIR para el Covid-19 con el Método de Euler

Método de Euler para el Modelo SIR

1.0
0.8 1
c
=]
g
< 0.6 -
2 —— Solucién de s(t)
ﬁ —— Solucién de i(t)
° —— Solucién de r(t)
S 0.4
[¥)
W
o
[T
0.2 1
0.0

En la Figura 9, se observa que para la simulacion del modelo SIR con el método
de Euler para cada uno de los compartimentos s(t), i(t) y r(t) de la enfermedad
infecciosa del Covid-19 con un R, = 3,9, no es muy distorsionado al momento de ver la

simulacion por el mismo hecho que la tasa basica de reproduccion R es bajo.
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Se tiene que la curva de susceptibles s(t) muestra una disminucion inicial a
medida que la poblacion susceptible se reduce debido a la propagacion de la infeccion.
Simultaneamente, la curva de infectados i(t) aumenta rapidamente, alcanzando un pico
antes de comenzar a disminuir, lo que indica que la mayoria de los susceptibles se han
contagiado. Finalmente, la curva de recuperados r(t) crece a medida que los individuos

infectados se recuperan o son removidos de la poblacion susceptible.

Figura 10

Modelo SIR para el Covid-19 con el Método de RK4

Método Runge-Kutta de Cuarto Orden Para el Modelo SIR

1.0 +
0.8 1
[ =
0
8
= 0.6 1
2 —— Solucién de s(t)
?f:‘ —— Solucion de it)
° —— Solucién de r(t)
S 0.4
[
[%)
m
s
0.2
0.0 e

En la Figura 10, se observa que para la simulacion del modelo SIR con el Método
de RK4 para cada uno de los compartimentos s(t), i(t) y r(t) de la enfermedad
infecciosa del Covid-19 con un Ry = 3,9, no es muy distorsionado al momento de ver la

simulacion por el mismo hecho que la tasa basica de reproduccion R, es bajo.
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En este grafico, la dindmica es similar a la del método de Euler. La curva de
susceptibles s(t) desciende inicialmente, reflejando la disminucién de la poblacion
susceptible conforme la infeccion se propaga. La curva de infectados i(t) crece hasta un
punto maximo y luego disminuye, lo que indica el pico de la infeccion seguido de una
reduccion en el numero de infectados. Finalmente, la curva de recuperados r(t) aumenta
a medida que mas individuos se recuperan o son removidos de la poblacidon susceptible,
alcanzando una meseta cuando la mayoria de los individuos han salido de la fase

infecciosa.

Para el segundo caso se utilizo6 los datos del Sarampién con un Ry, = 18, donde la
tasa de contagio es § = 6,3, la tasa de recuperacion es y = 0,35, para el nimero de pasos
o subintevalos N = 100, namero inicial de susceptibles s(0) = 0,9, nimero inicial de
infectados i(0) = 0,1, numero inicial de recuperados r(0) = 0, tiempo inicial de t, = 0,
tiempo final de t; = 50 y el tamafio de paso h = 0,5; donde se obtuvo la siguiente

simulacion:
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Figura 11

Modelo SIR para el Sarampion con el Método de Euler

Método de Euler para el Modelo SIR

1.0
0.8
=
2
o 0.6
1]
]
2 —— Solucién de s(t)
f —— Solucién de i(t)
- 0.4+ —— Solucion de r(t)
S
[¥)
%)
o
0.2 A
0.0

En la Figura 11, se observa que para la simulacién del modelo SIR con el método
de Euler muestra un comportamiento mas oscilatorio en las fases iniciales, lo cual sugiere
inestabilidades numéricas. En esta grafica, el nimero de individuos infectados i exhibe
multiples picos antes de estabilizarse, este comportamiento oscilatorio inicial en s(t) e
i(t) puede ser el resultado de la discretizacion numérica del Método de Euler, reflejando

la sensibilidad del modelo a variaciones de la tasa de reproduccion basica Ry.

En este grafico, se observa una oscilacion inusual en las curvas, especialmente en
las de susceptibles s(t) e infectados i(t). Esto sugiere la presencia de un paso de tiempo
demasiado grande o una posible inestabilidad numérica en la implementacion del método.
La curva de infectados fluctia de manera erratica antes de estabilizarse, mientras que la

de susceptibles también presenta oscilaciones iniciales que no se ven en una simulacion
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estable del modelo SIR. La curva de recuperados r(t), aunque también presenta algunas
irregularidades al inicio, eventualmente se estabiliza y se aproxima a 1, indicando que

casi toda la poblacion ha sido retirada del grupo susceptible.

Figura 12

Modelo SIR para el Sarampion con el Método de RK4

Método Runge-Kutta de Cuarto Orden Para el Modelo SIR
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En la Figura 12, se observa que para la simulacion del modelo SIR con el Método
de RK4 no muestra un comportamiento oscilatorio en las fases iniciales, lo cual hay

estabilidad numérica desde el comienzo de cada compartimento.

En el grafico también se obesrva que, la curva de susceptibles s(t) disminuye
rapidamente conforme la infeccion se propaga, mientras que la curva de infectados i(t)
crece rapidamente, alcanzando un pico antes de descender a medida que los individuos

se recuperan. Finalmente, la curva de recuperados r(t) aumenta progresivamente hasta
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estabilizarse cerca de 1, indicando que la mayor parte de la poblacion ha sido removida

de la categoria de susceptibles.

Para el tercer caso se utilizo los datos de la Lengua Azul con Ry, = 61, donde la
tasa de contagio es f = 21,35, la tasa de recuperacion es y = 0,35, para el nimero de
pasos o subintevalos N = 100, nimero inicial de susceptibles s(0) = 0,9, nimero inicial
de infectados i(0) = 0,1, nimero inicial de recuperados r(0) = 0, tiempo inicial de t, =
0, tiempo final de t; =10 y el tamafio de paso h = 0,1. Se obtuvo la siguiente

simulacién;

Figura 13

Modelo SIR para el tercer caso con el Método de Euler

Método de Euler para el Modelo SIR
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Enla Figura 13, la simulacioén del modelo SIR con una tasa de reproduccion basica

Ry = 61 y utilizando el Método de Euler con un paso de tiempo h = 0,1, se observan
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oscilaciones significativas en las curvas de susceptibles s(t) e infectados i(t) en las fases
iniciales. Estas oscilaciones, que aparecen como picos repetitivos en ambas curvas, son
indicativas de inestabilidades numéricas causadas por la discretizacion del método y con

el tiempo, las oscilaciones se amortiguan y las curvas comienzan a estabilizarse.

En este grafico también se observa una notable inestabilidad numérica, la curva
de susceptibles s(t) presenta oscilaciones erraticas al inicio, lo que sugiere un paso de
tiempo demasiado grande para el método. La curva de infectados i(t) también exhibe
oscilaciones antes de estabilizarse y decrecer, mientras que la curva de recuperados r(t)
se incrementa progresivamente, aunque con menos irregularidades, hasta estabilizarse.
Estas oscilaciones iniciales indican posibles problemas en la precision del método de

Euler cuando se utilizan pasos de tiempo grandes en la simulacion del modelo SIR.

Figura 14

Modelo SIR para el tercer caso con el Método de RK4

Método Runge-Kutta de Cuarto Orden Para el Modelo SIR
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En la Figura 14, la simulacioén del modelo SIR con una tasa de reproduccion basica
Ry = 61 y utilizando el Método de RK4 con un paso de tiempo h = 0,1, no se observan
oscilaciones significativas, lo que quiere decir que indica estabilidad numérica desde el

comienzo de cada compartimento.

En este grafico también se oberva que las curvas muestran una evolucion suave y
estable. La curva de susceptibles s(t) disminuye rapidamente al inicio, lo que refleja la
rapida propagacion de la infeccion en la poblacion. La curva de infectados i(t) aumenta
rapidamente, alcanzando un pico antes de comenzar a descender a medida que la
poblacion infectada se recupera. Finalmente, la curva de recuperados r(t) crece de forma

constante, alcanzando una meseta conforme la mayoria de la poblacion se recupera.

Seguidamente se realiza un andlisis comparativo entre los resultados obtenidos
mediante el método de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden, considerando la precision y
eficiencia de ambos métodos para diferentes de tasas de contagio, se tiene por resultado

las siguientes figuras.

Para el primer caso se utilizo los datos del Covid-19 con un Ry = 3,9, donde la
tasa de contagio es f = 1.365, la tasa de recuperaciéon es y = 0,35, para el nimero de
pasos o subintevalos N = 100, nimero inicial de susceptibles s(0) = 0,9, nimero inicial
de infectados i(0) = 0,1, niimero inicial de recuperados r(0) = 0, tiempo inicial de t, =
0, tiempo final de t; =50 y el tamafio de paso h = 0,5. Se obtuvo la siguiente

simulacién:
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Figura 15

Modelo SIR para el Covid-19 con los Métodos de Euler y RK4

Comparacion del Método de Euler y Método de RK4
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En la Figura 15, la simulacion compara los métodos numéricos de Euler y RK4
para modelar la evolucion de una epidemia con los parametros del Covid-19. Se observa
que las soluciones con RK4, representadas por lineas discontinuas, son mas estables y
suaves en comparacion con las de Euler, que tienden a mostrar oscilaciones y una menor
precision, especialmente en las curvas de susceptibles s(t) e infectados i(t). Esto indica
que RK4 maneja mejor los cambios bruscos y garantiza estabilidad en la evolucion
temporal, mientras que Euler es mas propenso a errores de acumulacion con pasos

mayores.

Para el segundo caso se utilizo los datos del Sarampiéon con R, = 18, donde la
tasa de contagio es f = 6,3, la tasa de recuperacion es y = 0,35, para el nimero de pasos

o subintevalos N = 100, nimero inicial de susceptibles s(0) = 0,9, nlimero inicial de
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infectados i(0) = 0,1, numero inicial de recuperados r(0) = 0, tiempo inicial de t, = 0,

tiempo final de t; = 50 y el tamafio de paso h = 0,5; donde se obtuvo la siguiente

simulacidn:

Figura 16

Modelo SIR para el Sarampion con los Métodos de Euler y RK4

Comparacion del Método de Euler y Método de RK4
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En la Figura 16, la simulacion muestra las soluciones obtenidas con los métodos
de Euler y RK4 para modelar el comportamiento del sarampion. Dado que el sarampion
tiene un valor de Ry = 18, se observa un crecimiento mucho mas rapido de los infectados
i(t) en comparacion con el caso del Covid-19. Las soluciones con el método de Euler
muestran oscilaciones significativas e inestabilidad, sobre todo en las curvas de s(t) e
i(t), lo que sugiere la presencia de rigidez en el sistema. En contraste, las soluciones con

RK4 son mucho maés estables, ofreciendo trayectorias suaves y precisas. Esto resalta que,
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para sistemas rigidos con cambios bruscos, el método RK4 es mas adecuado que el

método de Euler, que es mas susceptible a errores numéricos.

Para el tercer caso se utilizd los datos de la enfermedad de la Lengua Azul con
R, = 62, donde la tasa de contagio es § = 21,35, la tasa de recuperacion es y = 0,35,
para el nimero de pasos o subintevalos N = 100, ntimero inicial de susceptibles s(0) =
0,9, nimero inicial de infectados i(0) = 0,1, nimero inicial de recuperados r(0) = 0,
tiempo inicial de ¢, = 0, tiempo final de t; = 10 y el tamafio de paso h = 0,1. Se obtuvo

la siguiente simulacion:

Figura 17

Modelo SIR para el tercer caso con los Métodos de Euler y RK4

Comparacion del Método de Euler y Método de RK4
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En la Figura 17, la simulacion compara los métodos de Euler y RK4 para un

modelo epidemiologico SIR, con la tasa de reproducciéon Ry, = 61, se observa que el
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método de Euler presenta inestabilidad con oscilaciones alrededor de los valores
esperados, lo que indica que este método no es adecuado para sistemas rigidos o con tasas
de cambio répidas como este. En contraste, el método RK4 muestra una mayor estabilidad
y precision, reflejada en las soluciones mas suaves y sin oscilaciones, lo que lo hace mas

confiable para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales en un sistema rigido.

En la Figura 18, se muestran las regiones de estabilidad de los método numéricos
de Euler y RK4, estas regiones de estabilidad son cruciales para estudiar la precision y la
convergencia de ambos métodos al resolver EDOs. El contorno azul representa la region
de estabilidad del método de Euler, mientras que el contorno rojo ilustra la region de
estabilidad del método de RK4. Estas regiones indican los valores en el plano complejo
en los cuales la solucion numérica se mantiene estable. El analisis de estas regiones de
estabilidad permite y ayuda a seleccionar el método mas adecuado para modelo SIR con
diferentes tasa de contagio, las regiones de estabilidad del método de Euler y del método
de RK4 son fundamentales para determinar cual de los dos métodos nos proporciona

soluciones estables.
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Figura 18

Region de estabilidad de los Método de Euler y RK4
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4.2. DISCUSION

La presente investigacion muestra diferencias claras entre los métodos de Euler y
Runge-Kutta de cuarto orden en la resolucion del modelo SIR. Seglin (Ashgi et al., 2021)
concluye que el costo computacional del método de Euler es menor en comparacion al
método de Runge-Kutta de cuarto orden, considera R, = 3,172009605538933e¢ — 08y
para un tamano de tiempo h = 0,1. Sin embargo, el proceso de ejecucion de la resolucion
del modelo tiene como resultado que el uso del Método de Euler es mas rapido al
momento de la ejecucion a comparacion del método de Runge-Kutta de cuarto orden que
es mas complejo en el contexto de tiempo de ejecucion. Sin embargo, los resultados de

esta investigacion se mostraron que el método de Euler para la tasa de reproduccion basica
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Ry < 1 es estable con un tamafio de paso h = 0,5, si la tasa de reproduccion bésica Ry >
1 y un tamafio de paso h = 0,1 el método de Euler mostrard inestabilidad lo que afecta

en la precision de los resultados y limita su uso en casos complejos.

En contraste, el método de Runge-Kutta de cuarto orden sobresale por su
estabilidad y precision, incluso con grandes variaciones en los parametros, esto lo vuelve
en una mejor opcion para el modelado numeérico del modelo SIR, garantizando resultados
mas confiables y preciso, especialmente en situaciones donde las tasas de contagio son

elevadas.
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V. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos permiten concluir que la implementacion del método de
Euler para la resolucion numérica del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales del modelo SIR es efectivo, pero bajo ciertas condiciones, presenta limitaciones
relevantes para un tamafo de paso de tiempo grande con h = 0,5, donde el método
muestra inestabilidad lo que afecta la precision en los resultados, ademds cuando la tasa
basica de reproduccion R, es alta el método también se vuelve inestable. Esto indica que
el método de Euler necesita ajustes en el tamafio de paso y un andlisis cuidadoso de los
parametros del sistema para obtener soluciones numéricamente precisas en el modelo SIR

para diferentes tasas de contagio.

Los resultados obtenidos permiten concluir que la implementacion del método de
Runge-Kutta de cuarto orden para la resolucion numérica del sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales del modelo SIR es altamente eficiente y preciso para
diferentes tasas de contagio, este método brinda soluciones mas estables y confiables en
comparacion con métodos mas simples como el método de Euler, particularmente cuando
se trabaja con variaciones en los parametros del sistema, el método de Runge-Kutta de
cuarto orden mejora significativamente la estabilidad y precisién donde el tamano de paso
de tiempo h es grande o cuando la tasa basica de reproduccion R, es elevado, lo que
resalta su ventaja encima del método de Euler que tiende a volverse inestable bajo estas

condiciones.

Los resultados obtenidos permiten concluir que al momento de realizar un anélisis
comparativo entre los métodos de Euler y Runge-Kutta de cuarto orden para la resolucién

numérica del modelo SIR, el método de Runge-Kutta demuestra ser claramente mejor o
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superior en términos de precision y estabilidad, especialmente para tasas de contagio altas
y tamafios de paso grandes, miestras que el método de Euler es efectivo pero bajo
condiciones especificas, su inestabilidad para el tamafio de paso h = 0,5 y valores altos
de la tasa basica de reproduccion R, limita su aplicacion para cualquier situacion. En
cambio, el método de Runge-Kutta de cuarto orden mantiene estabilidad, mostrando
mayor eficiencia y precision al momento de elegir las variaciones en las diferentes tasas
de contagio, lo que convierte en la mejor opcidn para la modelizacion numérica del

modelo SIR para diferentes tasas de contagio.
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VI. RECOMENDACIONES

Se recomienda realizar distintos andlisis comparativos entre métodos numéricos a
fin de garantizar una mejor eleccion segun el problema especifico, la validacion y la
actualizacion constante de los métodos utilizados con datos reales o simulaciones también
es relevante para mantener la precision y la aplicacion en contextos reales. Estas medidas
ayudaran a optimizar el modelado numérico y asegurar resultados fiables en la resolucion

de ecuaciones diferenciales no lineales.

También se recomienda realizar estudios que analicen el efecto de los cambios en
los parametros del modelo SIR, como oscilaciones estacionales en la tasa de contagio o
alteraciones en la tasa de recuperacion. Implementar estrategias de optimizacion de los
métodos numéricos para adaptarse a estos cambios tendria un punto a favor, ya que podria
ofrecer nuevas perspectivas y soluciones mas concretas para la modelizacion de sistemas

no lineales en el ambito epidemioldgico.
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ANEXOS

ANEXO 1: Implementacion del Método de Euler en el Modelo SIR

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

import sympy as sp

from tabulate import tabulate

f(t, y):

dS = - beta * y[@] * y[1]

dI = beta * y[@] * y[1] - gamma * y[1]
dR = gamma * y[1]

return np.array([dS, dI, dR])

10
np.array([0.9, 0.1, @])

beta = 21.35
gamma = 0.35
= beta / gamma

(t.f-te) /N

[t_o]
[y_e]

i in range(N):
yo0=y0+h*f(te, yaoe

tO=1t0+h

y.append(y_90)
t.append(t_0)
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data = {'t': t, 'S(t)': [yi[@] for yi in y], "I(t)': [yi[1] for yi in y],

'R(t)": [yi[2] for yi in y]}
pd.DataFrame(data)

df.sort_values(by="t")

table = tabulate(df, headers='keys', tablefmt='fancy grid', showindex=
floatfmt=(".1f", ".8f", ".8f", ".8f"))
print(table)

print("R_©:", R_0)
print("h:", h)

plt.figure(figsize=(8, 6))
plt.plot(df['t'], df['S(t)"'], label='Solucién de S(t)', markersize=5,
linestyle="-", color="g")
plt.plot(df['t'], df['I(t)"'], label="Solucidén de I(t)', markersize=5,
linestyle="'-", color="r")
plt.plot(df['t'], df['R(t)"'], label="Solucidén de R(t)', markersize=5,

linestyle="-", color="b")

plt.xlabel('t")
plt.ylabel('Fraccidén de la poblacidén')

plt.legend()
plt.grid( )
plt.title( 'Método de Euler para el Modelo SIR')

plt.show()
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ANEXO 2: Implementacion del Método de RK4 en el Modelo SIR

import numpy as np

import sympy as sp

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

from tabulate import tabulate

f(t, y):

dS = - beta * y[0] * y[1]

dI = beta * y[@] * y[1] - gamma * y[1]
dR = gamma * y[1]

return np.array([dS, dI, dR])

beta = 21.35
gamma = 0.35

beta / gamma
np.array([0.9, 0.1, @])
(tf-toe) /N

[t_o]
[y_e]

for i in range(N):

k1=nh=*Ff(t e, yo)

k2 =h=*F(toe+h/2, yo+1/2 * k 1)
k3=nh*f(t0+h/2, yo+1/2* k 2)
k 4=h=*f(toe+h, yo+k3)
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a0

y O +1/6* (k. 1+2*Kk2+2*k3+ka)
t 0 + h

y.append(y_0)
t.append(t_0)

data = {'t': t, 'S(t)': [yi[@] for yi in y], "I(t)': [yi[1] for yi in y],
'R(t)": [yi[2] for yi in y]}
df = pd.DataFrame(data)

df = df.sort values(by="t")

table = tabulate(df, headers=‘'keys', tablefmt='fancy grid', showindex=
floatfmt=(".1f", ".8f", ".8f", ".8f"))
print(table)

print("h:", h)
print("R_0:", R_0)

plt.figure(figsize=(8, 6))
plt.plot(df['t'], df['S(t)"'], label='Solucién de S(t)', markersize=5,
linestyle="-", color="g")
plt.plot(df['t'], df['I(t)"'], label='Solucidén de I(t)', markersize=5,
linestyle="-", color="r")
plt.plot(df['t'], df['R(t)"'], label='Solucién de R(t)', markersize=5,
linestyle="-', color='b")

plt.xlabel('t")

plt.ylabel('Fraccidén de la poblacidén')

plt.legend()

plt.grid( )

plt.title( 'Método Runge-Kutta de Cuarto Orden Para el Modelo SIR')
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