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RESUMEN

Teniendo base tedrica este articulo "A lost theorem: definite integrals in an asymptotic
setting" junto con R. Cavalcante y T. Todorov (2008) y la integral de Riemann y la
integral de Darboux segin W. Rudin (1997): Sea [a,b] € R un intervalo cerrado y

acotado y sea f:[a, b] — R una funcidn real. Se dice que f es integrable Riemann en
[a,b] siexiste A € R que satisface lo siguiente: Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que,

si P={t,,t,t,,-~,t,} es una particién de [a,b], {co,c1, ¢z, o} € [a,b] tales que

c eltti] y |P|<d, entonces

n
> et -ty - A‘ <¢; laintegral de Darboux indica:
i=1

Unafuncion f en [a,b] € R es integrable Darboux sobre [a,b],si f esacotadoy
sup{L(f,P)}: P es particién de [a, b] = inf{U(f, P)}: P es particion de [a, b]. Con
estas consideraciones se hace la siguiente pregunta. ¢Es factible demostrar la
equivalencia entre la integral de Riemann y la integral de Darboux, y utilizar el método
de la integral de Darboux en las definiciones y teoremas de aplicaciones de célculo
integral que nos permiten de manera clara y precisa? El objetivo es mostrar la
equivalencia tedrica entre el integral de Riemann y Darboux y utilizar método de la
integral de Darboux en las aplicaciones del calculo integral. El resultado es la
equivalencia tedrica entre la integral de Riemann y Darboux; utilizacion de integral de

Darboux en aplicaciones del calculo integral.

Palabras clave: Aplicaciones, Céalculo integral, Equivalencia entre Integral de Darboux,

Integral de Riemann.
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ABSTRACT

Having a theoretical basis, this article "A lost theorem: definite integrals in an asymptotic
setting” together with R. Cavalcante and T. Todorov (20089 and the Riemann integral
and the Darboux integral according to W. Rudin (1997): Let [a,b] € R is a closed and

bounded interval and let f:[a, b] — R be a real function. It f is said to be Riemann
integrable on [a,b] if A € R exists that satisfies the following: For each € > 0 exists

& > 0 such that, if P={t,,t,,t,,--t,}it is a partition of [a, b] , {co, ¢1, ¢, ***, cn} € [, b]

such that C; €[t,_;,t;]and||P| <& , then

PRIAIC —til)—A{<£  the Darboux integral
i=1

indicates: A function f on [a,b] c R is Darboux integrable over [a,b], if f it is
bounded and sup{L(f,P)}:P is a partition of [a, b] =inf{U(f,P)}:P is partition of
[a, b]. With these considerations, the following question is asked. Is it feasible to
demonstrate the equivalence between the Riemann integral and the Darboux integral, and
use the Darboux integral method in the definitions and theorems of integral calculus
applications that allow us to clearly and precisely? The objective is to show the theoretical
equivalence between the Riemann and Darboux integral and to use the Darboux integral
method in integral calculus applications. The result is the theoretical equivalence between
the Riemann and Darboux integral; use of Darboux integral in applications of integral

calculus.

Keywords: Applications, Integral calculus, Equivalence between Darboux integral,

Riemann integral.
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CAPITULO |
INTRODUCCION

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Determinar el area de una figura plana o el volumen de un sélido ha sido un
desafio histérico estrechamente ligado al desarrollo del Calculo Integral desde tiempos
antiguos. El antiguo manuscrito de Moscu, descubierto en Egipto y finalizado alrededor
del afio 1800 A.C., revela una estrategia previa para determinar el volumen de un tronco

piramidal.

La primera técnica conocida para establecer integrales es el método de exhaucion,
concebido por Eudoxo entre los afios 390 y 337 A.C. Este método implicaba dividir la
figura en un nimero infinito de formas para determinar su &rea o volumen. Arquimedes,
durante el desarrollo de este método, lo aplicd para determinar areas de pardbolas y

proporcionar una aproximacion al area de la circunferencia.

En el siglo XVI, se registraron avances significativos en el procedimiento de
exhaucion. En esa época, con el trabajo de Cavalieri y su enfoque en los "indivisibles",

junto con los trabajos de Fermat, se establecieron los fundamentos del calculo moderno.

Los primeros progresos en el ambito de la integracidn surgieron en el siglo XVI1I
mediante la exploracion del teorema fundamental del célculo, elaborado de forma
independiente por Newton y Leibniz. Este teorema plantea una conexion esencial entre
la integracion y la derivacion. Esta conexidn, junto con la escasa capacidad de célculo de
derivadas, junto con la relativa facilidad de calcular derivadas, permite calcular integrales.
Aunque las primeras demostraciones del Teorema Fundamental del Calculo en sus inicios

fueron poco rigurosas, proporcionaron una base para el célculo de integrales. Con las

12
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primeras demostraciones, poco rigurosas, que se llevaron a cabo en el principio, se

fundamentaron en la siguiente premisa intuitiva: si f(x) representa el area bajo en el
gréfico de la funcién f, por tanto, f(x+ h)- f(x)= f(x)h, para h tan pequefio como

se quiera ver, segun lo establecid B. Riemann con su formalizacion del concepto de
integral. Esta formalizacion de la integral y las demostraciones rigurosas de Riemann han

sido fundamentales en el desarrollo del anélisis mateméatico moderno.

Ensu articulo “A  lost theorem: definite integrals in an asymptotic
setting", R. Cavalcante y T. Todorov presentan una teoria de la integracion que restaura
y consolida las ideas originales que llevaron al teorema fundamental de andlisis.  Este
articulo presenta una teoria de integracion simplificada basada en un par de axiomas,
que proporciona aplicaciones que ilustran coémo la integral en el andlisis puede surgir sin
depender de las sumas de Riemann. Segun los autores, este enfoque axiomatico es mas

elegante y didactico que el método tradicional.
1.2.  FORMULACION DEL PROBLEMA

La investigacion actual demuestra la equivalencia entre las integrales de Riemann
y Darboux. Ademas, utilizaremos el enfoque de la integral de Darboux a través de las
aplicaciones de la integral, lo que nos permite realizar calculos claros y precisos con estas

consideraciones. Las siguientes preguntas surgen:
1.2.1. Pregunta General

¢Es factible demostrar la equivalencia entre la integral de Riemann y la
integral de Darboux, y utilizar el método de la integral de Darboux en las
definiciones y teoremas de aplicaciones de calculo integral que nos permiten de

manera clara y precisa?

13
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1.2.2. Preguntas Especificas

- ¢De qué manera es posible examinar las caracteristicas, definiciones, lemas y
teoremas de la integral de Riemann y la integral de Darboux?

- ¢De qué manera se puede demostrar que la integral Riemann y la integral de
Darboux son equivalentes?

- ¢De qué manera se puede utilizar la integral de Darboux para encontrar el
area bajo una curva, la longitud de arco y el volumen de un sélido de

revolucion en calculo integral?

1.3. HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION

1.3.1. Hipotesis General

Es factible demostrar que la integral de Riemann y la integral de Darboux
son equivalentes y la integral de Darboux se puede utilizar de manera efectiva
para las definiciones y teoremas en las aplicaciones de area bajo una curva,

longitud de arco, y volumen de un sélido de revolucién en calculo integral.

1.3.2. Hipotesis Especificos

- Es posible examinar las caracteristicas, definiciones, lemas y teoremas de la
integral de Riemann y la integral de Darboux comparando sus formulaciones
y demostraciones.

- Se puede demostrar que la integral de Riemann y la integral de Darboux son
equivalentes mostrando que para cualquier funcion que sea integrable en el
sentido de Riemann, las sumas superior e inferior de Darboux convergen al
mismo valor que la suma de Riemann cuando la particién se refina

indefinidamente.

14
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- La integral de Darboux puede ser utilizada de manera efectiva para
definiciones y teoremas de area bajo una curva, longitud de arco y volumen

de un solido de revolucién mediante el uso de sumas inferiores y superiores.

1.4.  JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

Estudiar la construccion de la integral de Riemann sin recurrir a sumas de
Riemann abrird camino para determinar problemas aplicados en calculo integral, como el
determinar el area bajo una curva, la longitud de un arco y el volumen de un solido de
revolucion. Este enfoque beneficiard a aquellos interesados en el calculo integral y sus
aplicaciones en diversos campos de ingenieria y otros campos, y al mismo tiempo que

sera de gran ayuda en el proceso de aprendizaje de estudiantes en diversas areas.

1.5.  OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo General

Mostrar la equivalencia tedrica entre la integral de Riemann y la integral
de Darboux, y evaluar cémo la integral de Darboux puede ser utilizada
eficazmente en aplicaciones del célculo integral para las definiciones y teoremas

de area bajo una curva, longitud de arco, y volumen de un s6lido de revolucién.

1.5.2. Objetivos Especificos

- Realizar un andlisis comparativo detallado de las caracteristicas, definiciones,
lemas y teoremas fundamentales de la integral de Riemann y la integral de

Darboux.

- Demostrar que la integral de Riemann y la integral de Darboux son

equivalentes para funciones continuas en intervalos cerrados, mostrando que

15
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las sumas superiores e inferiores de Darboux convergen al mismo valor que

las sumas de Riemann a medida que la particion se refina.

- Aplicar laintegral de Darboux en las definiciones y teoremas de area bajo una
curva, longitud de arco y volumen de un solido de revolucion, son claros y

precisos para estas aplicaciones en célculo integral.

16
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CAPITULO II
REVISION DE LITERATURA

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

En la presente investigacion se ha tenido en cuenta como base tedrica del articulo
mencionado por Cavalcante y Todorov (2008), asi como otros trabajos de investigacion

relacionados al objeto de estudio.

Al respecto, Tapia y Quezada (2020) en “Investigacion de la Integral Riemann-
Stielties” se centra en los fundamentos tedricos que sustentan la integral de Riemann
Stieltjes. Se inicia con el desarrollo de conceptos basicos que permiten comprender el
concepto de integral de Riemann, para luego continuar con el desarrollo de una teoria que
da forma a la integral de Stieltjes, presentando teoremas y sus demostraciones, y finaliza

con una aplicacion de la misma integral a la teoria de la probabilidad.

Entre tanto, Bolafios (2013) en “Generalizacion de la teoria de integrabilidad de
Darboux para campos de vectores polinomiales” presenta una introduccion general sobre
esta teoria de integrabilidad de campos vectoriales polinomiales en R**1, posteriormente

trata campos vectoriales de polinomiales en R? y R2.

Por otra parte, Valé (1983) en “Una construccion de la integral de Riemann-
Stieltjes y sus aplicaciones” analiza las teorias clasicas de integracion, integracion de
Stieltjes, y la integral de Darboux-Stieltjes, para generalizar la integral de Darboux-
Stieltjes, luego comparar con la integral de la teoria clasica y finalmente aplicarlos en
probabilidades en el tema de esperanza matematica, flujo de fluidos viscos, y en analisis

del Teorema de Herglotz.

17
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Asi mismo en Valencia (1974) en “Una teoria de las teorias de integracion”. El
propdsito del trabajo en la primera parte se da la teoria general y en la segunda parte se
aplica dicha teoria a las integrales mas conocidas, con el proposito de unificar los
diferentes enfoques de las teorias de integracion, en el cual se examina 138 punto de vista

uno de los conceptos fundamentales del Calculo Integral.
2.2.  MARCO TEORICO

En la presente seccion se expondran los conceptos matematicos fundamentales
que seran esenciales para el desarrollo de la investigacion de tesis. Para lo cual
presentamos las definiciones de los Conjuntos: finitos, infinitos y numerables; cuerpo,
conjunto acotado, particion de un intervalo, integral original de Riemann, construccion
de Darboux de la integral Riemann y la integral de Darboux, lemas y teoremas, que seran

Gtiles y necesarios para el marco conceptual del trabajo de investigacion.
2.2.1. Conjuntos finitos e infinitos
Definicion 1. Un conjunto X, diferente del vacio, se dice finito si existe una
biyeccion f:1,, > X, donde I ={1,2,3,---,n}; x = f (1), x, = f(2),---, x, = f(n);

tal que X ={x,%,, -, X, } .

Ejemplo 1. Se tiene los siguientes ejemplos de biyeccion:

1. Sea X ={a,b,c}. Podemos definir una biyeccion f en X a {1,2,3}de la
siguiente manera: f(a)=1, f(b)=2y f(c)=3
Aqui n= 3,y f esuna biyeccion porque cada elemento de X se mapea de
manera (nica a {1,2,3}.

2. Sea B ={x,y}.Podemos definir unabiyeccion g en B a {1,2} de lasiguiente
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manera: g(x)=1Yy g(y)=2
Aqui n= 2,y g esuna biyeccion porque cada elemento de B se mapea de

manera Unica a {1, 2} .

Comentario 1. Un conjunto X es finito si se puede establecer una
correspondencia uno a uno entre sus elementos y los primeros n nimeros
naturales mediante una biyeccion. Esto garantiza que X tiene un numero limitado
de elementos y proporciona una base sélida para muchos conceptos y aplicaciones

en matematicas.

Definicion 2. Un conjunto X, si dice infinito si no es vacio y no existe para

ningun n € N una biyeccion f:1 — X.

Comentario 2. Un conjunto X se define como infinito si no se puede establecer

una biyeccion con ningln conjunto finito {1,2,---,n}, lo que significa que su

cardinalidad es mayor que cualquier nimero natural n. Esta definicion
proporciona un marco riguroso para entender la infinidad en la teoria de conjuntos
y en el analisis matematico, y es esencial para la clasificacion y el estudio de

conjuntos con una cantidad ilimitada de elementos.
2.2.2. Conjunto numerable

Definicion 3. Un conjunto X se dice numerable cuando es finito o existe una

biyeccion f:N — X. Eneste caso f se llama enumeracion de los elementos de

X. Si escribimos f@)=x, f(2)=x,,---,f(n)=x,---, Se tiene entonces

X :{lexzy"'ixny"'}'
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Ejemplo 2. Se tiene los siguientes ejemplos de conjunto numerable:

1. Conjunto de nimeros naturales X = N
Como la funcion identidad f(n)=n es una biyeccién f:N — N, lo que
muestra que N es numerable.

2. Conjunto de pares ordenados de nimeros naturales X = N x N
Una biyeccion puede definirse mediante el emparejamiento de numeros

naturales usando una técnica como el emparejamiento de Cantor, donde

f(m, n)=(m’”)(”2‘+n+1)+n, Esto asigna un nimero natural a cada par

ordenado.

Comentario 3. Un conjunto X se considera numerable si es finito o si se puede
establecer una biyeccion entre los ndmeros naturales N y los elementos de X.
Esto permite enumerar los elementos de X de una manera secuencial, mostrando

que, aunque X puede ser infinito, sigue siendo posible contarlo de una manera

ordenada.
2.2.3. Cuerpo

En algebra, un cuerpo (o campo) es una estructura algebraica con un
conjunto de elementos en el que se definen dos operaciones: adicion y
multiplicacién. Estas operaciones deben satisfacer ciertas propiedades que

generalizan las propiedades de los nimeros racionales, reales o complejos.
Definicidn 4. Un cuerpo K es un conjunto no vacio con dos operaciones

+:KXK->K tKXK->K

(a,b) »a+b (a,b)»a-b
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denominadas adicion y multiplicacion que cumplen los siguientes axiomas:
a) Axiomas de adicion

Au: Cerradura bajo Adicién: a+beK, Va,bekK.

Az: Conmutativa de la Adicion: a+b=b+a, VabekK

Aaz: Asociativa de la Adicién:  (a+b)+c=a+(b+c), Va,b,ceK
As: Elemento Neutro Aditivo: 3'0e K/a+0=0+a, Va,bekK

As: Elemento Inverso Aditivo: Vv aeK,3!(-a)/a+(-a)=(-a)+a=0
b) Axiomas de la multiplicacion

Mz: Cerradura bajo la Multiplicacion: a-beK, Va,bekK.
Ma: Conmutativa de la Multiplicacion: ab=b-a, Vab€eK
Ma: Asociativa de la Multiplicacion: (a-b)-c=a-(b-c), Va,b,c€K.

Ma: Elemento Neutro Multiplicativo: 3!'1 € g l=1-a=a VabE€EK.

Ms: Elemento Inverso Multiplicativo: V a € K — {0}, 3! (2) €EK/a- (%) =1

c) Axiomas de ley Distributiva respecto a la adicion

D:: Distributiva por la izquierda: a-(b+c)=a-b+a-c, Vabc€R

D.: Distributiva por laderecha: (a+b)-c=a-c+b-c, Vabc€eR

Ejemplo 3. Se tiene los siguientes ejemplos de cuerpos:
1. Ndmeros racionales Q

Conjunto: Q = {Z/p,q €7,q % 0}
2. Numeros complejos C

Conjunto: € = {a + bi/ a,b € R,i = V—1}
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Comentario 4. Un cuerpo K es un conjunto con dos operaciones que cumplen
propiedades especificas de cerradura, conmutatividad, asociatividad, existencia de
elementos neutros e inversos, y distributividad. Estas propiedades hacen de los
cuerpos una estructura fundamental en algebra y en muchas aplicaciones

matematicas y cientificas.

Observacion 1. Si el cuerpo cumple con estos axiomas, entonces (K,+,") se trata

de un cuerpo conmutativo.

d) Axiomas de orden

Un cuerpo (K, +,") es un cuerpo ordenado si hay una relacion < definida
en K que cumple los axiomas siguientes: reflexiva, antisimétrica, transitiva,
orden total, compatibilidad del orden con la suma, compatibilidad del orden con

el producto por elementos no negativos.

Observacion 2. Si (K,+,,<) es un cuerpo conmutativo completamente

ordenado, si cumple con las axiomas de a), b), ) y d).

2.2.4. Conjunto acotado

En matematicas, un conjunto acotado se refiere a un conjunto cuyos
elementos estan confinados dentro de un cierto rango. La definicion de acotacion
puede aplicarse tanto a conjuntos de numeros como a conjuntos en espacios
métricos, dependiendo del contexto. A continuacién, se presentan las definiciones
formales de conjuntos acotados en los contextos de nimeros reales y espacios

métricos.
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2.2.4.1. Definicion de Conjunto Acotado en el Contexto de los

NuUmeros Reales

Definicion 5. Un conjunto A € R se dice acotado superiormente si existe
un namero real M tal que todos los elementos de A son menores 0

igualesa M . Este numero M se llama cota superior de A.
A esta acotado superiormente & IM € R talque Vx € A, x <M

Definicion 6. Un conjunto A < R se dice acotado inferiormente si existe
un ndmero real m tal que todos los elementos de A son menores o iguales

a M. Este nUmero m se llama cota inferior de A.
A esta acotado superiormente & Im € Rtal que Vx € A, x > m

Definicion 7. Un conjunto A € R se dice simplemente acotado si esta
acotado tanto superiormente como inferiormente. En otras palabras, si
existen numeros reales M y m tales que todos los elementos de A estan

en el intervalo [n, M].
Aestdacotado & IM,m € R talque Vx e Am < x < M.

Ejemplo 4. Se tiene los siguientes ejemplos de conjuntos acotados:

1. Conjunto Acotado: A = [0,1] esta acotado superiormente por 1y
acotado inferiormente por 0.

2. Conjunto no Acotado Superiormente: B =[0,] esta acotado

inferiormente por 0 pero no esta acotado superiormente.

3. Conjunto no Acotado Inferiormente: C =[—o0,4] esta acotado

superiormente por 4 pero no esta acotado inferiormente.
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4. Conjunto Acotado: D =[-1,0,4] esta acotado porque todos sus

elementos estan entre =1y 4.

2.2.4.2. Definicion de Conjunto Acotado en Espacios Métricos

En un espacio métrico, la acotacion se refiere a la distancia entre
los elementos del conjunto y un punto de referencia.

Definicion 8. Un espacio métrico ( X,d)es un conjunto X junto con una

funcion de distancia d:X XX - R que satisface las siguientes

propiedades:

1. No Negatividad: d(x,y)>0 y d(x,y)=0 < x=y.
2. Simetria: d(x,y)=d(y,x), VX, yeX.

3. Desigualdad Triangular: d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), VX, y,ze X.

Definicion 9. Un conjunto A € R en un espacio métrico (X,d) se dice

acotado si existe un punto pe Xy un numero real r>0 tal que la
distancia de cualquier punto de A a p es menor o igual a . En otras

palabras, todos los elementos de A estan dentro de una "bola™ de radio .

centradaen p.

Aestadacotadoen (X,d) ©®Ip e Xyr €R talqueVx € A,d(x,p) <r

2.2.5. Particién de un intervalo

En matematicas, la particion de un intervalo se refiere a la division de un

intervalo [a, b] en una serie de subintervalos. Esta herramienta es fundamental en

el calculo integral, especialmente en la definicion de la integral de Riemann.
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Definicion 10. La particion n de un intervalo cerrado [a, b] de los nimeros reales
es una coleccion finita de puntos de [a, b]. Una particion se denota por P y esta

dado de la siguiente forma:

P={t}o={a=ty <ty < <t,,<t,=h}

2.2.6. La integral original segin Riemann

Antes de definir formalmente la integral de Riemann, es util entender el
contexto historico y matematico en el que surgid, La integral de Riemann es una
respuesta a la necesidad de formalizar el concepto intuitivo de "area bajo una
curva" y ha desempefiado un papel crucial en la evolucion del célculo integral y

el analisis matematico.

Definicion 11. Sea f: [a, b] = R una funcion real y sea [a, b] € R un intervalo
cerrado y acotado. Se dice que f es integrable de Riemann en [a,b], si existe
A € R que satisface:

Para cada € > 0 existe § > 0 tal que si P = {ty,t1,t, ", th_1,t,} €S UNA
particion de [a, b], {co,c1,C2,***,Cn_1,Cn} € [a,b] tales que c; € [t;_1,t;] Y

[|P|| < &, entonces

if(ci)(ti_ti—l)_A‘<g'

Se denomina integral de Riemann de f sobre [a, b], al nimero A que aparece en

esta definicion, se le denomina sumas de Riemann.

A la integral de Riemann de f sobre el intervalo [a,b] denotaremos por

(R) [, f(x)dx.
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Comentario 5. La integral de Riemann es un método formal de integracion
introducido por Bernhard Riemann en 1854. Este método define la integral como
el limite de una suma de &reas de rectdngulos formados al dividir el intervalo de
integracion en subintervalos y evaluar la funcion en puntos especificos dentro de

esos subintervalos.

2.2.7. Laconstruccion de Darboux de la integral de Riemann

La integral de Darboux se define utilizando las sumas inferior y superior
que aproximan el &rea bajo una curva desde abajo y desde arriba, respectivamente.
La idea clave es dividir el intervalo en subintervalos y usar los valores infimos y

supremos de la funcion en esos subintervalos para construir las sumas.

Definicion 12. Sea f: [a, b] — R una funcion acotaday sea a,b € R, con a < b.
SiP={a=xy<x; < <xp_1 <x,=Db} es una particion de [a,b], para

1<i<n, sedefinen

3

= inf{f(x):tiog S x <t}
M; = sup{f(x):t;i-1 < x < t;}

La suma inferior de f correspondiente a la particién P, denotaremos por L(f, P)

y esta definido por

LOFP) = ) it = tio)
i=1

La suma superior de f correspondiente a la particién P, se denotara por U(f, P)

y se define por
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n
UGFP) = ) MyCti = ti)
i=1
Comentario 6. La construccién de Darboux de la integral de Riemann ofrece una
perspectiva fundamentalmente intuitiva y elegante para entender la integracion.

A través del uso de sumas inferiores y superiores, la integral de Darboux
proporciona una manera mas directa y conceptualmente accesible de definir la

integral que complementa la definicion original de Riemann.
2.2.8. Laintegral segun Darboux

La integral de Darboux se basa en las sumas inferior y superior de
Darboux. A continuacion, se describen estos conceptos y cémo se utilizan para

definir la integral de Darboux

Definicion 13. La funcion f definidaen [a, b] es integrable Darboux sobre [a, b]

si f esacotaday

sup{ L(f, P): P es particion de [a, b] = inf{U(f, P): P es particion de [a, b]}
A este valor comlin se le llama integral de Darboux de f sobre [a,b].
La integral de Darboux de f sobre el intervalo [a,b] denotaremos por
(Da)|” f (x)dx
Ejemplo 5. Determinar la integral de f(x)=x> en el intervalo [0,1]

Vamos a determinar la integral de Darboux de la funcién f (x) = x> en el intervalo

[0.4]
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1. Particion del Intervalo: Consideremos una particion equiespaciada con n

subintervalos:

2. Infimos y Supremos:

= En cada subintervalo [x_,x |, tenemos:
mi=inf{f(x)/x [ nl r'}}}:(%)
M, —SUp{f(X)/XE[Tl Ln} (Iﬁj

3. Sumas de Darboux:

=  Suma Inferior:

(n=Hn(2n-1)

L(f,P):iZ::(i%lj 32( -1y’ _is 5

_(n=Dn(2n-1)
a 6n°

= Suma Superior:

_i n(n+1)(2n+1)

NOCE Y L ERES 0

6
_n(n+1)(2n+1)
6n°
4. Limite:
» Integral:

_ _ 3 _ 2
limL(f,P) = lim(N=VNEN=Y _ ;207 -3n7+n 1
n—o n—o 6n n—>o 6n 3

3 2
limU(f,P) = limMNFDENHY _ o 20743 +n 1)
n—w n—o0 6n n—»o0 6n 3
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Ambos limites son iguales, por lo tanto, la integral de Darboux de es:

f(x)=x* enel intervalo [0,1] es: j;xde=%

Comentario 7. La integral segin Darboux es una manera de definir la integral
que, aunque equivalente a la integral de Riemann, se basa en un enfoque
ligeramente diferente. La definicion de Darboux utiliza sumas superiores e
inferiores para aproximar el area bajo una curva, proporcionando una herramienta

poderosa y conceptualmente clara para analizar la integrabilidad de funciones.

A continuacion, se da un lema y dos teoremas, cuyas demostraciones se
encuentran en el texto de (Rudin, 1997) , que van a servir como herramienta en el

marco conceptual;

Lema 1. Sea f una funcién acotada definida sobre en el intervalo cerrado [a, b].
Si P y Q son dos particiones sobre el intervalo [a, b] tales que P < Q, entonces

L(f,P)<L(f,Q)<U(f,Q)<U(f,P). (Rudin, 1997).

Teorema 1. Sea f una funcion acotada definida sobre el intervalo [a, b]. Si P
y Q son particiones en el intervalo cerrado [a, b], entonces L(f,P)<U(f,Q).

(Rudin, 1997).

Teorema 2. Sea f wuna funcion acotada definida sobre el intervalo [a,b],
entonces f es integrable de Darboux sobre [a, b], si y solo si, para cada £ > 0

existe una particion P del intervalo cerrado [a, b] tales que

U(f,P) — L(f, P) < . (Rudin, 1997).
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2.3. MARCO CONCEPTUAL

Para confirmar la equivalencia entre la integral de Riemann y la integral de
Darboux, es esencial adquirir conocimientos previos acerca de ciertos resultados, los

cuales se presentaran en los teoremas siguientes con sus respectivas demostraciones.

Teorema 3. Sea f:[a,b] = R una funcion acotada en el intervalo cerrado [a,b].
Supébngase que existe M > 0 tal que |f(x)| < M, para todo x € [a,b] y sea P una

particion del intervalo cerrado [a, b].

a) Sic € [a, b], entonces
U(f,P)-U(f,PU{c})<2M|P|

y
L(f,PU{c})—L(f,P)<2M|P|.

b) Si Q esuna particion del intervalo cerrado [a, b] que contiene a lo sumo n puntos
mas que P entonces
U(f,P)-U(f,Q<2nM|P|

y
L(f,Q)—L(f,P)<2nM |P|. (Rudin, 1997)

Demostracion.

a) Supongase una particion P, donde P = {x,, x4, x5, :** X}, ademas
a=xy<x;<x,<:-<x,=>b. Si c es un elemento de la particion el
resultado es inmediato.

En otro caso, existe k tal que cumple x;,_; < ¢ < x; y por consiguiente cumple
P U {c} = {xo, X1, "+, Xpe—1, €, X, *** X}

Utilizando la notacion usual se tiene que:

i=k+1

U(f1P) ZiMi(Xi _Xi—l) ziMi(Xi _Xi—1)+ Zn: Mi(xi _Xi—1)+Mk(Xk _Xk—l)
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U(f,PU{c}H) = ZM(X X.1)+ZM(X X )+M/(C—X_)+M/(x, —C)

i=k+1

Se tiene que:

M, =sup {f(x)} ¥ M{=sup{f(x)}

Ademas, debemos tener en cuenta:
IM;[<M, [M{|<M Y [M,|<M
Por consiguiente se tiene:
U(f,P)-U(f,PU{c}) =M, (X —X_)—M;(C—X_)—M;(x,—cC)

=M, (% —X1) —[Mg (=% ;) +M{(x,—C)]
<M | (X% =% 1) + M| (€ =X y) + M| (%, —¢)
<M(X —X% ) +M(C—-X_,)+M(x, —cC)
<M (X — X% 1) +M(@C)-M(x _,)+M(x,)—-M(c)
<SM(X =X 1) +M(X, —X_,)
=2M (X, — %, ,)
<2M|P|.

Con las sumas inferiores se procede de forma similar a las sumas superiores.

L(f,P)= Zm(x —Xi4) Zm(x X.1)+Zm(x =X4) M (X —%)

i=k+1

y

L(f,PU{c Zm(x x,1)+Zm(x —X_)+m (C—X_,)+m (X —C)

i=k+1

Se tiene que:

m, = inf {f(x)} y m;=inf {f(x)}

X1 SX<C CSXSXy
Ademas, debemos tener en cuenta que:
M <M, [m|<M Yy |m|<M
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Por consiguiente se tiene que:

L(f,PU{c})—L(f,P)=m;(c—X_y)+m;(x —C)—m, (X —X_,)
<|my | (€ =X y) +|mg] (% =€) +|my | (% =X, 1)
<M(C—X_,)+M(X —C)+M(X, —X%_,)
<M(@E)-M(X_,)+M(x)-M(@C)+M (X, —X_,)
<-M(X ) +M(X)+M(X — %)
<M(X —X ) +M(X —X_,)
=2M (X, — X ,)
<2M|P|.

b) Si Q una particion del intervalo cerrado [a,b] que contiene a lo sumo n puntos

mas que P entonces se tiene que:

U(f,P)-U(f,Q=U(f,P)-U(f PU{c,c,---.c,})
—U(f,P)-U(f,PU{c.))+U(f,PU{c))-U(f,PU{c}U{c,))
+U(f,PU{c,}U{c,)-U(f,PU{c,c,,cp) +---+
U(f,PU{c.c,--,c,)-U(f,PU{c,c,, ., })
<2M||P|+2M |P[+---+2M |P|

=2nM |P|.

La desigualdad correspondiente a las sumas inferiores se demuestra de manera

similar.

Comentario 8. Este teorema nos dice que al refinar particiones o al afadir puntos, la
suma inferior nunca disminuye y la suma superior nunca aumenta, lo cual es una
propiedad fundamental en el proceso de aproximacién de la integral de Riemann. Este
teorema también se encuentra en el texto "Analisis Matematico”, Volumen | de T. M.

Apostol.
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Lema 2. Sea f: [a, b] —» R una funcion acotada e integrable Darboux, entonces para cada

e>0 existe § >0 tal que si P es una particion de [a,b] y ||P||<s , entonces

U(f,P)-L(f,P)<e. (Rudin, 1997)

Demostracion.

Sea & > 0, por el Teorema 2 existe una particion P, de [a, b] tal que

U(f,P)—L(f,P)<§.

Sea n el nimero de elementos de P, y sea 5=8LM .
n

Por el Teorema 2, si P es una particion de [a, b] tal que ||P|| < & entonces

U(f,P)-U(f,PUPO)s%

y
L(f,PUPO)—L(f,P)SZ.

Por lo tanto

U(f,P)-U(f,PUR)+L(f,PUR)-L(f,P)<—+

)
)
N | ™

Por el Lema 1 se tiene

U(f,P)—L(f,P)£§+U(f,PUPO)—L(f,PUPO)

<2 +U(FR)=L(F.R)
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Comentario 9. Para cualquier £ > 0, existe un ¢ > 0 tal que, si la norma de la particion

|P|| es menor que &, entonces la diferencia entre la suma superior de Darboux y la suma

inferior de Darboux para la funcion f es menor que &. Esto garantiza que las sumas

superior e inferior de Darboux se pueden aproximar arbitrariamente mediante particiones
finas, lo que es una caracteristica fundamental de las funciones integrables en el sentido
de Darboux. Este lema se puede encontrar en el texto "Analisis Matematico"”, Volumen |

de T. M. Apostol.

Teorema 4. Sea f: [a, b] = R una funcion definida sobre intervalo cerrado [a, b] y sea
[a,b] € R un intervalo cerrado y acotado. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

i) f esintegrable Riemann,

i) f esintegrable Darboux.

Asimismo, si se cumplen una de las condiciones anteriores, se cumple que:

(R)], Pt =(D)]  p(t)ct
2.3.1. Ladeterminacion de la integral de Riemann sin sumas de Riemann

Supbnganos que p: [a, b] = R es una funcién continua sobre el intervalo

[a, b]. Por el primer Teorema Fundamental del Calculo se tiene que
d x
SR et =00
X a

para todo x e[a,b] (en los extremos @ y b del intervalo, la derivada debe

realizarse tanto por derechay izquierda).
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Comentario 10. El primer teorema fundamental del célculo establece una
conexion crucial entre la derivacion y la integracion, mostrando que son

operaciones inversas.

Observacion 1. Como se indica en el Teorema 4
(R)f, )t =(D)] p(t)ct
Sea F:[a,b] = R definidapor F(x)= (R)pr(t)dt, entonces

lim F(x+h)—F(x)-p(x)h 0

h—0 h

Debido a la propiedad aditiva de la integral de Riemann se tiene que, si h>0

FOCH) =) _ L gy 0
e (WIZCEY
Y si h<0

F(x+h)—F(x) _
- =

1 X 1 X+h
(R}, podt)= (R pod)
Por consiguiente, si se define

G:la,b] X [a,b] » R
Por tanto, se tiene
G(x,2) = (R) j p(t)dt

Ademas, se tiene que

lim G(x,x+h)—p(x)h _

h—0 h

0
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Como es habitual, este ultimo puede abreviarse mediante la siguiente notacion.
G(x,x+h)—p(x)h=0(h), cuando h—0

Se explicara con mayor detalle a continuacién y se seguird aplicando a lo largo

del trabajo de Tesis.

Observacion 2. Sobre la notacion de o(h)
Se caracteriza por denotar por 0o(h) al conjunto de las funciones f:D; - R

de modo que:

M _,
h

DfcR,0€Df y ng(’)\
En lugar de escribir f eo(h) es habitual escribir f(h)=o0(h), cuando h—0, o
simplemente denotaremos por o(h), h—0 cualquier funcién que dividida entre

h tiendea O.

Segun la dltima convencidn, se encuentran las siguientes propiedades, las cuales,
aungue son un abuso de notacién, simplifican de manera significativa las
demaostraciones.

1) o(h)+o(h)=o0(h).

2) o(W)?=o(h)

3) co(h) =o(h), donde c € R
Ademas, por la propiedad aditiva de la integral se tiene que, para x,, x5, x5 € [a, b]
G(x1,x2) + G(x2,x3) = G (X1, x3).

Los graficos siguientes resaltan las propiedades anteriores en cuanto a la

interpretacion de la integral como el area en el grafico de la funcion y = p(x).
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Figural

Interpretacion de la integral como area bajo la curva y = p(X)

Ay r Y
y=p) y=pi)
h
B
| ofh)
(x,plx))
] p(x)h
| » : ' >
X X. x, | > X I X x+h !
a 1 2 35 b a b

Fuente: Sahid D. Leal Pacheco
Las dos propiedades mencionadas sefialan la integralidad de la funcion p(x),y

mas precisamente se alcanza el resultado siguiente.

Lema 4. Sea p: [a, b] —» R una funcién continuay ademés a, b € R, talque a < b
Entonces existe una Unica funcién G:[a,b] X [a,b] > R que cumple las
siguientes condiciones:

a) G(,x+h)—px)h=o0(h),h— 0paratodo x € [a, b]

b) G(xq,x3) + G(xz,x3) = G(xq,x3) paratodo x4, x,, x5 € [a, b]

Asi mismo G es la Unica solucidon del siguiente problema a valor inicial
;—xG(a,x) =p(x), G(a,a)=0
en el intervalo (a, b). (Rudin, 1997)

Demostracion.
Existencia:

Definamos G por:
37
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G(xY)=(R) jxy p(t)dt, para todo (x,y) €[a,b]x[a,b].

Unicidad:

En primer lugar, analizaremos si G cumple con a) y b) entonces sera la solucion

del problema a valor inicial. diG(a, X)=p(x), I(a,a) =0 enelintervalo
X

(a,b).

%G(a, X) = lim G(a,x+h)-G(a, x) _lim G(x,x+h)

h—0 h h—0 h

_lim G(x,x+h)—p(x)h+ p(x)h

h—0 h

=lim
h—0

G(x, x+r;])—p(x)h Hlim ,D(r)]()h ~ 0+ p(x)

= p(X)
Ademas, G(a,a) + G(a,a) = G(a,a), por consiguiente G(a,a) = 0.

La condicion a) implica la continuacion a derecha de la funcion x » G(a, x), ya

que G(a,a+h) = p(a)h+o(h), h—»0 ,yG(a,a) =0.

Asi mismo, se puede hacer la prueba de la funcion x — G(b,x) es continua a

izquierdaen by que G(b,b) = 0.
Sea G;:[a, b] X [a,b] = R otra funcion que cumple a) y b).

Considere H:[a,b] = R definida como H(x) = G(a,x) — G;(a, x), entonces
H es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), ademas H(x)=0y H'(x)=0
para todo x € (a,b). Por consiguiente H =0, de donde se concluye que

G(a,x) = G,(a,x), paratodo x € [a, b].

Debido a la propiedad b) se tiene que:
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G(x,y) = G(a,y) —G(a,x)
y

Gl(x!y) = Gl(a'y) - Gl(a'x)

por consiguiente

G = G,.

Comentario 11. Es importante destacar que para la prueba de la unicidad en el
lema anterior no se requiere dividir el intervalo cerrado [a, b] ni considerar suma
inferior y superior de Riemann. La demostracion del lema 4 se encuentra también

en el texto de "Andlisis Matemético", Volumen | de T. M. Apostol.
2.3.2. Integral definida sin sumas de Riemann

A continuacion, se encuentra la informacion proporcionada por R.
Cavalcante y T. Todorov en su investigacion del afio 2008. Para esto, es
importante sefialar que no se ha establecido ningun concepto integral, solo se

utilizaran conceptos fundamentales del calculo diferencial.

Definicion 14. Sea p:[a, b] — R una funcion continuay a,b € R, tales a < b.

Y una funcion I:[a, b] X [a,b] —» R que satisface:

a) La propiedad aditiva

1(x,y)+1(y,2z) =1(x,2),Vx,y,z € [a, b]

b) la propiedad asintética con respecto a p

I1(x,x + h) = p(x)h + o(h), cuando h — 0 para todo x € [a, b].

I(x,x+h)—p(x)h -0 o liml(x,x+h) _

Es decir: lim
h—0 h h—0

p(x)
(En los extremos del intervalo se deben considerar los limites laterales).
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Lema 5. Sean a,b € R, tales a<b, sea p:[a, b] - R una funcion continua. Si
existe una Unica funcion I: [a, b] X [a, b] = R que satisface las propiedades a) y

b) entonces:

i) Lafuncion I(a,x) es lasolucion del problema a valor inicial

iI(a,x):,o(x), I(a,a)=0
dx
en el intervalo [a,b].
i) Lafuncion I(a,x) es Unica.

Comentario 12. En la parte i) del Lema 5, los extremos del intervalo se deben
considerar derivadas laterales. La demostracion del lema 5, podemos encontrar en
los textos de "Analisis Matematico”, Volumen | de T. M. Apostol y W. Rudin

(1997) "Principios de Analisis Matematico".

La propiedad de unicidad establecida en el lema 5 permite la definicion de la

Integral de Calvacante -Todorov.
2.3.3. Definicion de la Integral de Calvacante -Todorov.

Definicion 14. Sea p:[a,b] —» R una funcién continua, si existe una funcién
I:[a, b] X [a,b] = R que satisface las propiedades (a) y (b), decimos que o es

integrable Calvacante -Todorov sobre el intervalo cerrado [a,b] y definamos la

integral de Calvacante -Todorov de o sobre el intervalo cerrado [a,b] por:

(CT)=[  ptdt=1(a,b).
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Observacion 7. Si p:[a,b] - R una funcion continua y existe una funcion
I:[a,b] X [a,b] > R que satisface las propiedades (a) y (b), tales que
a<a < pB<b,entonces larestriccion I|, g1x[a,p) Satisface las propiedades (a) y

(b) con respecto a p|(q -

Por consiguiente, si p es integrable Calvacante -Todorov sobre el intervalo
cerrado [a, b] tales que a < a < B < b , entonces se tiene que p es integrable

Calvacante-Todorov sobre el intervalo cerrado [«, B8] y esta definido por:

(€T)=]’ ptydt=1(a. p).

Comentario 13. La integral de Calvacante-Todorov proporciona una forma de
definir la integral mediante propiedades aditivas y asintoticas, y esta
estrechamente relacionada con la integral de Riemann. Permite una descripcion
maés detallada y flexible de la integracion en términos de comportamientos locales

y la adicion de intervalos.
2.3.4. Teorema fundamental de la integrable Calvacante-Todorov

El Teorema Fundamental de la Integral de Calvacante-Todorov extiende
el concepto clasico del teorema fundamental del calculo a una integral definida

mediante propiedades aditivas y asintoticas, que a continuacion se presenta.

Teorema 5. Sea p:[a,b] = R una funcién continua. Si p es integrable
Calvacante-Todorov. En el intervalo cerrado [a, b], entonces p es integrable

Calvacante-Todorov en intervalo cerrado [a, x], paratodo x € [a, b], la funcion

F(x)=(CT)= j o(t)dt

es diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y
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(e} pdt) = px), ¥x € [a,b]

Demostracion.

De la Observacién 7 se prosigue la integralidad en el intervalo cerrado [a, x], para

X € [a, b].
Sea I:[a,b] x [a,b] —» R una funcién definida por 1(x,y) =(CT)=Jyp(t)dt.

Entonces la funcion 1 satisface las propiedades (a) y (b).

Por la propiedad (a) se tiene que I(a,x + h) —I(a,x) = I(x,x + h), aplicando

esto Ultimo resultado con la propiedad (b) se obtiene el siguiente resultado

I(a,x+h)—1(a,x)

%((CT)j:p(t)dt)z im

h
_lim I(x,x+h)
h—0 h
= p(X).

Comentario 14. El teorema fundamental de la integral de Calvacante-Todorov
establece que la funcion 1 que satisface las propiedades aditiva y asintdtica con

respecto a p define una funcion F , cuya derivada es p . Ademas, la integral de

pen [a,b] se obtiene evaluando 1 en los extremos del intervalo.

2.3.5. Teorema débil de existencia de la integrable Calvacante-Todorov

El teorema débil de existencia para la integral de Calvacante-Todorov
establece que, dada una funcién continua en un intervalo cerrado, existe una
funcion que satisface las propiedades requeridas para definir la integral en el

sentido de Calvacante-Todorov. A continuacion, se menciona el teorema.

Teorema 6. Sea p: [a, b] = R una funcion continua. Si p posee una antiderivada
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G en el intervalo cerrado [a, b], entonces p es integrable Calvacante -Todorov en

el intervalo cerrado [a,b]y (CT)= j: p(t)dt=G(b)-G(a).

Demostracion.

Como I:[a, b] X [a, b] = R esta definida por I(x,y) = G(y) — G(x). Entonces

I satisface las propiedades (a) y (b), por consiguiente, resulta

(CT) [ p(t)dt = 1 (a,b) = G(b) - G(a)

Comentario 15. El teorema débil de existencia para la integral de Calvacante-
Todorov garantiza la existencia de una funcion que satisface las propiedades

aditiva y asintotica con respecto a una funcion continua p . Esta funcion se puede
representar a través de la integral de oy proporciona una base solida para definir

y trabajar con la integral de Calvacante-Todorov.

De acuerdo con el Teorema Fundamental del Célculo para la integral de
Riemann, se adjunta inmediatamente el resultado siguiente.
Corolario 1. Si p:[a,b] > R es una funcién continua en el intervalo

cerrado [a, b] que posee antiderivada, entonces (CT)Ib pt)dt=(G) J' ’ p(t)dt.

2.3.6. Resultado general de existencia de la integrable Calvacante-Todorov

El resultado general de existencia para la integral de Calvacante-Todorov
establece que, dada una funcién continua en un intervalo cerrado, no solo existe,
sino que se puede construir explicitamente una funcién que satisface las
propiedades necesarias para definir la integral en el sentido de Calvacante-

Todorov
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No obstante, para lograr la ejecucion de integrales de funciones que no
P . . b

pueden ser expresadas en términos elementales, por ejemplo I cos(x*)dx es
a

necesario contar con un resultado mas general de existencia.

Teorema 7. Sea p:[a, b] = R una funcién continua sobre el intervalo cerrado
[a,b]. Entonces p posee una antiderivada en (a,b) y por consiguiente es

integrable Calvacante - Todorov sobre el intervalo cerrado [a, b].

Para demostrar este resultado de existencia, es necesario tener en cuenta
particiones del intervalo [a, b]. y sumas de Darboux. Asimismo, se requieren

ciertos resultados previos que se enumeran a continuacion

Los términos de suma superior, suma inferior, particion, etc. que se

presentan a continuacion son los que se usan.

= Sea [a,b] € R un intervalo cerrado y acotado y sean x,y € R tal que
as<x<y<h.
De acuerdo a la definicion ya dada, una particion del intervalo [x,y] es un
conjunto de la forma P = {x,, x4, x5, ", X,}, donde n € Ny
X=xp<x; <Xy <-+<x,=1y. Al conjunto de todas las particiones de
[x, y] denotaremos por g[x, y].

= Sea p:[a,b] » R una funcion continua y sea P = {x,, xy, x5, **, X} Una
particion de [x, y]. Entonces, de acuerdo con la definicion 12 dada en el marco

tedrico, si tiene:
my = min{p(t):xp_1 <t <x;} Yy M, = max{p(t):x;_, <t < x},

L(p,P)= i m (X —%4) Yy U(p,P)= i M, (X — X 1)
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son las sumas inferiores y superiores de p(t) con respecto a la particion P.

» Seanx,y.z€R,a<x<y<z<bh..Si Pegpx,ylyQ € [y, z] , entonces

PUQ € p[x,z] y setiene que

L(p.P)+L(p,Q) = L(p,PUQ)

y

U(p,P)+U(p,Q)=U(p.PUQ)

Proposicion 1. Sea p: [a, b] = R una funcién continua sobre el intervalo cerrado

[a, b] , sean Py Q dos particiones de [a, b]. Sim = min{p(t):a <t < b}y
M = max{p(t):a < t < b}, entonces
m(b—a) <L(p,P) <U(p,P) <M(b—a)

Comentario 16. El enunciado plantea una desigualdad fundamental relacionada
con las sumas de Darboux inferior y superior para una funcion continua # en el
intervalo [a, b]. La demostracién de la proposicion 1 se puede encontrar en el

texto de W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis.

Teorema 8. Sea p: [a, b] — R una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b],
entonces para cada &> 0 existe una particion P de [a,b] tal que

U(p,P)-L(p,P)<e
Demostracion.

Sea € > 0, como p es continua y es uniformemente continua en el intervalo
cerrado [a, b] por consiguiente, existe & >0 tal que t,t € [a,b] y |t - t'| <4d,

entonces |p(t) - p(t')| < 2(b8— t
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Sea P = {xg,xq1, X5, **, Xy} Una particion del intervalo cerrado [a, b], tal que
X — Xp—q <8, para k=1,2,3,---,n. Entonces de acuerdo a la notacién

&
establecida se tiene M, -m < —— or consiguiente
K k 2(b—a) yp g

U(p,P)—L(p,P)= Zi: M, (X — % 4) _i—mk (% — Xy 41)
Z{Zn‘,'vlk _imki|(xk —X1)

:Z(M —m, (Xk Xk—l)

n

<3 G0 %)
( 2(b-a )j(b )
&

=Z<e.
2

Comentario 18. El enunciado describe una propiedad fundamental de las
funciones integrables en el sentido de Riemann: dado & > 0, Se puede encontrar
una particion tal que la diferencia entre las sumas de Darboux superior e inferior
sea menor que & . Este resultado es una manifestacion del hecho de que una

funcidén continua en un intervalo cerrado es integrable en el sentido de Riemann.

Con las definiciones proporcionadas, la proposicion 1y el teorema 8,

podemos demostrar el teorema 7.

Demostracion del teorema 7

Se debe probar que existe una funcién I:[a, b] X [a,b] — R que satisfaces las

propiedades (a) y (b) enunciada en la integral definida sin sumas de Riemann.

46

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
. ____________________________________________________|]



. UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Primer paso: Definamos la funcién 1(x,y).

Seanx,y € Rtalesquea <x <y < b.

Por la Proposicion 1 el conjunto {L(p,P):P € go[x,y]} estd acotado

superiormente por (max{p(t):x <t < y}(y — x). Para x,y tales que
a<x<y<b, sea l(x,y)=sup{L(p,P):Pep[xy]}

En otro caso la definicion de funcion 1(x,y), se define 1(x,x)=0 Yy

1(X,y)=—I(y,X) Si a<x<y<h.

0.

Segundo paso: Probaremos que |h|rr0| I(X’X+hh)_p(x)h -
Prueba

Por la Proposicion 1 tenemos que

(min{p(t):x <t <x+h}) <I(,x+h) < (max{p(t):x <t <x+h})h,

para h>0.

sz(x).

Por la continuidad de p se tiene que lim
h—0*

Por otro lado, se tiene que

(minfp(t)ix —h<t<xPDh<I(x —hx) < (max{p(t):x —h <t < x})h,

para h>0.
Luego se tiene

lim I(x,x+h) _lim —1(x+h,x) _lim

h—0" h h—0" h h—0"

I(x—hh,x) _ p(x).
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Tercer paso: Probaremos que 1(x,z) =1(x,y)+1(y,z),Sl a<x<y<z<h.

Prueba

Si c y d son numeros reales tal que a < ¢ < d < b entonces, por la definicion de

I(c,d) setiene que L(p,P)<1(c,d) y por la Proposicién 1 se tiene que

I(c,d) < U(p, P), paratoda P € g[c,d].

Sean x,y,z talque a<x<y<z<b,sean P € p[x,y]y Q € #[y, z], entonces

se cumple que

L(p.P)<1(x,y)<U(p,P), L(p.Q)<I(y,2)<U(p.Q),

L(p,PUQ)<1(x,2) <U(p,PUQ),yaque P U Q € f[x,z].

Por consiguiente, se tiene

L(p,P)+L(p.Q)-U(p,PUQ)<1(x,y)+1(y,2) - 1(x 2)
<U(p,P)+U(p,Q)-L(p,PUQ)

1)

De acuerdo con el Teorema 8, dado € > 0, es posible elegir las particiones
P € p[x,y] y Q € $[y, z] de manera que: U(p, P)—L(p,P) <§
y

U(p,Q)-L(»,Q) <§

Como L(p,P)+L(p,Q)=L(p,PUQ) Yy U(p,P)+U(p,Q)=U(p,PUQ),dela

desigualdad (1) se deduce que

<X, Y+1(y,2)-1(x,2)<¢

yporlotanto I(x,z) =1(x,y) +1(y,2).
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Cuarto paso: Probaremos que I(x,z) = I(x,y) + I(y,z) parax,y, z € [a, b].
prueba

Seanx,y,z € [a,b] talesquea < x <z <y < b.

Entonces I(x,y) = 1(x,z) + 1(z,y).

Como 1(y,z)=—1(z,y)se obtiene 1(x,z)=1(x,y)+I(y,2).

Los otros casos posibles se abordan de forma analoga.

Comentario 19. El resultado general de existencia para la integral de Calvacante-

Todorov establece que, dada una funcion continua o, existe una unica funcion

I que cumple con las propiedades aditiva y asintotica. Esta funcion se puede

construir explicitamente usando la integral de p .

Al combinar el Teorema 7 con el Corolario 1, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 9. Toda funcion continua sobre el [a,b] p:[a,b] = R es integrable

Calvacante-Todorov sobre el intervalo cerrado [a, b] y

(CT) [ oyt = (R)[. p(tyct.

Comentario 20. (Linealidad de la integral Calvacante-Todorov).

Como sea demostrado que toda funcidn continua tiene antiderivada, por lo tanto,

una consecuencia del Teorema 9 es que, si f y g son funciones continuas y

a,f € R, entonces

) fbf dt=a[(cr)fff(t)dt]+ﬁ[(cr)f;’g(t)dt][af( O+ 890,

49

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

CAPITULO III
MATERIALES Y METODOS

3.1. UBICACION GEOGRAFICA DEL ESTUDIO

Esta investigacion se llevé a cabo en la Facultad de Ingenieria Civil y
Arquitectura, especificamente en la Escuela Profesional de Ciencias Fisico-Matematicas

de la Universidad Nacional del Altiplano de Puno.
3.2. PERIODO DE DURACION DE ESTUDIO

La investigacion se llevé a cabo durante tres semestres acadéemicos hasta su

finalizacion.
3.3. PROCEDENCIA DEL MATERIAL UTILIZADO

La investigacion se basa en fuentes de informacion como textos de analisis
matematico, con énfasis en articulos publicados en revistas cientificas de matematicas y
repositorios de tesis de universidades con programas de matematicas, donde se

desarrollan y analizan las teorias de la integral de Riemann y la integral de Darboux.
3.4. POBLACIONY MUESTRA DEL ESTUDIO

La investigacion por ser de naturaleza tedrica, descriptiva y no experimental no

cuenta con una poblacion determinada, menos con un tipo de muestra.
3.5. DISENO ESTADISTICO

Debido a la naturaleza de investigacion, por ser teorica, descriptiva y no

experimental, no cuenta con un disefio estadistico.
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3.6. PROCEDIMIENTO

Para determinar si la integral de Riemann y la integral de Darboux son
equivalentes, primero se analizaron los conceptos de particion de un intervalo cerrado y
las sumas inferiores y superiores de la integral de Calvacante-Todorov en dicho intervalo
[2,0] Luego se construy6 la integral de Riemann sin utilizar las sumas superiores.
Finalmente, se generalizd la existencia de la integral de Calvacante-Todorov.

Posteriormente, se empled la integral de Darboux para deducir las formulas de area,

longitud de arco y volumen de sélidos de revolucion.
3.7.  VARIABLES

Las variables dependientes son la integral de Riemann y la integral de Darboux.
mientras que la variable independiente es la equivalencia entre la integral de Riemann y
la integral de Darboux, asi como sus aplicaciones en el célculo integral a través de la

integral de Darboux.
3.8. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

La investigacion obtuvo como resultados lo siguiente:

51

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

41. RESULTADOS

En este capitulo se expone el resultado principal de la tesis, que tiene como
objetivo demostrar la equivalencia entre la integral de Riemann y la integral de Darboux,
asi como sus aplicaciones en los conceptos de area bajo una curva, longitud de arco y

volumen de un solido de revolucion, utilizando la construccion de la integral de Darboux.
A continuacion, se exponen los principales hallazgos:

4.1.1. EIl Teorema de la Equivalencia entre las definiciones formuladas por

Riemann y Darboux.

A continuacion, se enuncia el teorema y se demuestra parte por parte en
forma detallada
Teorema 4.1. Sea f:[a,b] - R una funcién continua y sea [a,b] € R un
intervalo cerrado y acotado. En ese entender, las condiciones sucesivas adquieren

el carécter de equivalentes:

i) Lafuncién f es integrable Riemann,

ii) Lafuncion f es integrable Darboux.

Asimismo, en el caso de cumplir con una condicion anterior, entonces se cumple:

(Da)|” £ (x)dx=(Ri)]. f(x)d

Demostracion

Primeramente, demostraremos de (i) = (ii).
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Para lo cual. Supdngase que la funciéon f es integrable Riemann. Esta parte de la

demostracion se llevard a cabo en dos etapas.

Primera Etapa: Demostracion de que la funcién f es acotada
Considerando ¢ = 1 en la definicion 11 se obtiene que existe §>0 tal que si
P = {t,, t;,t,, -+, t,} €S una particion del intervalo cerrado [a,b], y ademas

{co, 1,0, , ) € [a, b] tal que c; € [t;_1,t;] Y IIP|| < &, entonces se tiene que

Zn: Fe)t—ty) - A‘ <1

Consideremos una particion Py = {x,, x4, x5, -, x5 } €n el intervalo cerrado [a, b],

cuya norma sea menor que o .

Sea x € [a, x,], entonces se tiene que

if(m(n—m)—ﬁ{d
y

‘ FOO0,—a)+ D F (% —%.1) - A{ <1
i=1
Por consiguiente, se tiene que

(F00 = FO06 —2)] = FOO0% =)+ 37 F )X =)A= FOx)04 X )+ A

| 100020+ 3 1000010 A= 31005 5. AJ‘

<[ 10006 -a)+ 3 £ 00 %)~ AL+ 3 F (1) —xil)—A‘
<1+1
<2
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De donde se deduce que

£ 00| <[ F O] +|F )= F ()| < F(x)+

Six € [a,x,].

Asimismo, se puede proceder en el resto de los intervalos de la particion, lo cual

asegura que la funcién f es acotada.

Segunda Etapa: la funcion f satisface la condicion del Teorema 3. Para lo cual

consideremos.

Sea € > 0, por la definicion 11, existe una particion P = {t,, t;, t,,*+, t,,} enel
intervalo cerrado [a, b], tales que si {cy, cq, ¢, ¢} € [a, b] satisfacen

c; € [t;_q1, t;] entonces

Zn: e —t.) - A‘ < %

Como

M; = sup{f(x):ti-1 Sx < t;} Y c¢1 € [to, t1],¢o € [t1,t5], . Cn € [tno1, th]

son arbitrarios se tiene que

U(f,P) :Zn:Mi(ti ~t.,) ZSUp{Zn: fe)t—t.):c e[to't1]’cz E[tl’tZ]"”’Cn E[tn—l’tn]}

por lo tanto
U(f,P)—A < %
En forma anéloga se obtiene
IL(f,P)-A<Z.
3
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Por consiguiente
U(f,P)—L(f,P)£|U(f,P)—A|+|A—L(f,P)|s§+§<g
Finalmente demostraremos que (ii) = (i), para la demostracion consideremos

lo siguiente.

Supdngase que la funcién f es integrable Darboux.

Teniendo en cuenta el Lema 2 existe §>0 tal que si P es una particion del

intervalo cerrado [a, b] y ||P|| < &, entonces
U(f,P)-L(f,P)<e

Sea P = {t,, ty,t,, -+, t,} Una particion de [a, b] tal qué ||P|| < & Yy sean si

{co,c1,C0,++, Cn} € [a, b] tales que c; € [t;_4,t;] entonces

0<U(f,P)-(D)[ f(dx<e,  0<(D)[ f(x)dx—L(f P)<e
y

L(f ) P) < Z f (Ci)(ti _ti—l) SU(f ) P)
i=1
Por consiguiente, se tiene

<&

i fle)t —t.,) - (D)J: f (x)dx

de donde se concluye que la funcion f es integrable Riemanny que

(D) j" f (x)dx = (R) jb f (X)dx.
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Comentario 20. Las integrales de Riemann y Darboux representan dos enfoques
fundamentales para la integracion en analisis matematico, ofreciendo maneras
alternativas de calcular el area bajo una curva. A pesar de sus diferencias en la
formulacién y en el procedimiento de aproximacion, ambos métodos han
demostrado ser equivalentes en términos de su capacidad para calcular la misma
integral para funciones continuas en un intervalo cerrado. Este teorema de
equivalencia no solo fortalece nuestra comprension tedrica de la integracién, sino
que también unifica dos perspectivas histéricamente importantes en el analisis

integral

4.1.2. Aplicaciones de la integral de Darboux en las definiciones teoremas de
area bajo una curva, la longitud de arco y el volumen de un sélido de

revolucion en célculo integral.

En este trabajo investigacion, se emplea la investigacion de Calvacante y
Todorov titulada "A lost theorem: definite integrals in an asymptotic setting”. La
integral de Darboux se utiliza en el calculo de areas, longitudes de arco y
volumenes de solidos de revolucion mediante el uso de sumas inferiores y
superiores. A continuacion, se detallan como las definiciones, propiedades y
teoremas relacionados con la integral de Darboux se aplican en cada uno de estos

contextos, para estos consideramos que la funcion f es continua en [a, b] la

b
integral de la funcion f sobre [a, b] se denotaré por ja f (X)dX y ademas se utiliza

la Definicion 14. con el propdsito para presentar la integral de una manera mas

intuitiva, sencilla y comprensible.
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4.1.2.1. Area bajo una curva en la integral de Darboux

A continuacion, se detalla como la integral de Darboux en la definicion del

area bajo una curva.

Definicion 4.1. Sea f:[a,b] = R una funcion continua en el intervalo

cerrado [a, b] tal que f(x)>0,V x € [a,b]. SiA:[a,b] X [a,b] > Res

una funcién de dos variables que satisface las propiedades

a) A(xy,xz) + Axg, x3) = A(xy, X3), V %, %, %, €[a,b]

b) A(x,x+h)=+xR(x,x + h)+o(h) cuando h—0" , Vx € [a, b],
donde R(x,x + &) representa el area del rectangulo con vértices
(x,0); (x+h0); (x+h f(x)y(x,f(x)) entonces A(a,b) es
denominado el &rea bajo la curva y= f(x)en el intervalo cerrado
[a, b].

La definicidn 4.1. esta ilustrada y justificada intuitivamente en la figura 2.

Figura 2

Area bajo una curva en la integral de Darboux

s }f
y =f{x)
h
—
i I
{x,1f(x))
’_// — Rix, x+h) = fix)h
i —
a X x+h b
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Comentario 21. La integral de Darboux ofrece un enfoque estructurado
para definir y calcular el area bajo una curva en el célculo integral. A

continuacion, se detalla el teorema correspondiente

Teorema 4.2. Si f:[a,b] = R es una funcion continua en el intervalo

cerrado [a, b] tal que f(x)>0, V x € [a, b]. Entonces existe A(a, b), el
areabajo lacurva y = f(x) en el intervalo en el intervalo cerrado [a, b].

Ademas A(a,b) es Unicay A(a,b) = f:f(t)dt
Demostracion

Para la demostracion se considera lo siguiente
Como R(x,x + h) = f(h)|h|, la funcidn A debe satisfacer
A(x,x +h) = 2R, x + h) + o(h) = £f (x)|h| + o(h) = f(x)h + o(h),
h—0.
Por otro lado, tenemos que A(a, b) = fabf(t)dt entonces
A(x,x +h) = f(x)h + o(h) parah —0
Cuando h — 0" setiene
A(x,x +h) = f(x)h+ o(h) = f(X)|h] + o(h) = R(x,x + h) + o(h).
Como A(x,x + h) = —A(x,x + h), para h — 0~ se tiene
A, x+h) =—-Alx,x+h) =—fx)h+o(h) = f(x)|h] + o(h)
= —R(x,x + h) + o(h).
por la definicion de integral de Calvacante-Todorov (Definicion 14) y el

resultado de unicidad obtenido en el Lema 5. Se obtiene

b
Ala,b) = f f(odt

por consiguiente A(a, b) es Unicay
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b
A(a, b) =f f(tdt

Comentario 22. La integral de Darboux ofrece un enfoque estructurado
para definir y calcular el area bajo una curva en el calculo integral. Este
método se basa en sumas inferiores y superiores que proporcionan

aproximaciones claras y precisas del area.
4.1.2.2. La Longitud de arco en la integral de Darboux

A continuacion, se detalla como la integral de Darboux en la definicion de

la longitud de arco de una curva.

Definicion 4.2. Sea f:[a, b] —» R una funcion diferenciable y con una
derivada continua. Si L:[a,b] X [a,b] » R es una funcién en dos

variables que satisface las propiedades

a)  L(X,%)+L(X0%)=L(X, %), ¥V X,%,X% €[a,b]

b) L(x,x+h) =+D(x,x+h)+o(h) cuando h—0" , Vxe[a,b],
donde D(x,x+h) representa la distancia euclidiana entre los puntos
(x, f(x)) y (x+h, f(x+h)), entonces el nimero L(ab) se
denomina Longitud de Arco de la curva y = f(x) entre los puntos
(a, f(@)y (b f(b).

La definicion anterior puede ser desglosada en pasos mas simples para

facilitar su comprension:

Se supondra que h es positivoy que f '(t) es positivoy te[x,x+h].
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Figura 3
Longitud de arco en la integral de Darboux

rs ‘F’
v =f{x)

{(x+h, flx+h))
Dix, x+h)

(x+h, fix)+F(x) h)
{x, fix)}

P
o —

¥

s

x+h

La figura 3 sugiere bajo ciertas condiciones de regularidad, que

L(x,x+h)esté acotado inferiormente por D(x,x-+h) y superiormente,

debido a la longitud del segmento que wune los puntos

(x, f(¥) y (x+h, f(x)+ f'(x)h) mas la longitud del segmento que junta
los puntos (x+h, f(x)+ f'(x)h) y (x+h, f(x+h)).

Por consiguiente, se tiene

D(x,x+h)<L(x,x+h)<4/h’ +[f’(x)h]2 + f(x+h)—f(x)—f'(x)h
cémo f(x+h)— f(x)— f'(x)h=0(h) se obtiene
0<L(xx+h)=D(x,x+h)<4/h® +[f'(x)h]2 +o(h)—D(x,x+h).

Por otro lado
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D(x,x+h)=\/h2+[f(x+h)—f(X)]2

= Jn?+[£'(oh+o(m)]

e oz 2F'0o(h  [o(h) T
_\/h (1+[f )] + -2 { n }j

. \/1+[ (00 + 210000 +[o(h) T

h? h
de donde se concluye que L(x,x+h)—D(x,x+h) esta acotado

superiormente por:

h 1+[ f '(X)]2 —o(h)- h\/1+[ f '(X)]Z N 2f '();l)zo(h)h +|:O(hh)T

L(x,x+h)=D(x,x+h)
h

y por consiguiente

tiendea 0,si h—0".

A partir de la definicién de la longitud del arco, se obtiene el siguiente
teorema.

Teorema 4.3. Sea f: [a, b] — R una funcion diferenciable tal que fdx)
es continua en el intervalo cerrado [a,b]. Entonces existe L(a,b), la

longitud de arco de la curva y= f(x)en el intervalo [a,b]. Ademas
L(a, b) es Gnica y esta dado por L(a,b) =j:«/1+[ f'(x)]"dx

Demostracion.

Para la demostracion consideremos la diferencial de la curva y = f(x).
Sea Ay=f(x,x+h)—f(x), entonces Ay= f'(x)h—o(h),cuando
h— 0.

Se debe tener en cuenta la funcion L debe cumplir
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‘ﬂ UNIVERSIDAD

L(x x+h)=+D(x,x+h)+0(x) =+h? +[Ay]’ +o(h)
o [ T

. \/1+[ T + 21 0 [O(h)}2+o(h)

h? h

_h\/1+[f ‘)] + (h) +o(h)

_h / [T \/1+ [£/(0)] +°(h) 1+[f’(x)]z}+o(h)

o(h)

Nu[f'(x)] +°(h)+m}

_n| 1+[ /()] O(h)}o(h)

= h,/1+[ f'(x)]" +o(h) +o(h)
= h,/1+[ /()] +o(h)

Por otro lado, si L(a,b) :j:,/1+[ f'(x)] dx

Por lo tanto

L(x x+h)=h1+[ (9 +0(h), cuando h—0

Debido a la definicion integral de Calvacante-Todorov (Definicion 14) y

=h| JL+[F')] + +o(h)

el resultado de la unicidad obtenido en el Lema 5 se tiene que

L(xy)= [ JL+[FOT dt

entonces L (a,b)es Unicay

L(a,b):j:,/u[ f/(t)]dt
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Comentario 23. La longitud de arco de una curva, utilizando la integral
de Darboux, adaptando la metodologia de sumas inferiores y superiores

para aproximar la longitud de la curva mediante particiones finas.

4.1.2.3. El volumen de un sélido de revolucion en la integral de

Darboux

A continuacion, se detalla una justificacion de la formula para el
volumen de un sélido de revolucion. La explicacion se basa en el método

de las conchas cilindricas, un concepto fundamental del calculo elemental.

Definicion 4.3. Sean a,b € R con 0<a<b y sea f:[a,b] - R una
funcion continua tal que f(x) >0, V xe[a,b].

Si V:[a,b] X [a,b] » R una funcién de dos variables que cumpla las
siguientes dos propiedades

a) V(xy,xy)+V(xy,x3) =V(xq,x3), VXq1,%0, %3 € [a, b].

b) V(x,x+h) =2U(x,x +h) +o(h) cuando h— 0, Vxe[a,b],
donde U (x, x+h) es el volumen del solido de revolucion obtenida al rotar
el rectangulo con vértices (x,0); (x+h,0); (x+h, f(x))y (x, f(x)),
alrededor del eje Y (ver la figura 4), entonces el nimero V (a,b) se
denomina volumen del solido de revolucion alrededor del eje Y en la
region 0<y< f(x), con 0<a<hb.

La definicion 4.3. se puede justificarse intuitivamente de la siguiente
manera:

Para simplificar los argumentos se supondra que h es positivoy que f es
creciente en el intervalo [x, x+h].
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La diferencia entre el volumen V (x,x+h) del solido obtenido al rotar

alrededor del eje Y la region definida por

{t,y)0<y<f(), x<t<x+h}
y el volumen U(x, x + k) de la concha cilindrica que corresponde a rotar
alrededor del eje Y laregion

{(t,y):0<y<f(x), x<t<x+h}
se puede acotar por el volumen obtenido al rotar alrededor del eje Y la
region definida por

{(t,y):0<y<f(x+h), x<t<x+h}
Por tanto, el volumen de este ultimo solido estara dado por
w[(x + m)? = x2][f (x + b)) — F(O].
realizando las operaciones y usando
f(x+h)—f(x)=f (x)h+ a(h),cuando s - 0
se obtiene
V (%, x+h)=U(x,x+h) = z(2xh+h*)[ f'(x)h+ o (h)]
=hz(2x+h)[ f'(x)h+o(h)]

de donde se deduce que

V (x,x+h)=U(x,x+h)
h

tiendea 0 si h—>0".
A continuacion, se tiene el grafico del volumen de un sélido de revolucion

en la integral de Darboux.
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Figura 4

Volumen de un solido de revolucién en la integral de Darboux

- y=f(x)

g@ 776

"X —x+h b

> X

f
|

Como consecuencia de la definicion de volumen de un solido de

revolucién, obtenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 4.4. Sea f:[a,b] —» R una funcion continua de modo que
f(x)=0,Vx € [a,b] YO < a < b. Entonces existe V(a, b), €l volumen del
solido de revolucion alrededor del eje Yy de la region

0<y<f(x), 0<a<b.Ademés V(a,b),es unicoy esta dado por
b
V(a,b) = 21Tf xf(x)dx
a

Demostracion.

Para la demostracion del teorema 4.4. se tiene la siguiente consideracion.
El volumen de la concha cilindrica es
U(x,x + k) = |m(x + h)? — mx?|f (x)

Por consiguiente, debe cumplirse
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V (x,x+h)=2U(x,x+h)+o(h)
= J_r‘zz(x +h)? - 7Z'X2‘ f(x)+o(h)
= +|z(2xh+h?| £ (x)+o(h)
= +27xf (X)|h|+ 7z f (x)h? +o(h)
= +27xf (x)|h|+0(h)
=2zxf (x)h+o(h), h— 0.
De nuevo, debido a la definicion de la integral de Calvacante-Todorov

(Definicion 14) y el resultado de la unicidad en el Lema 5 se tiene que
y
V(X,y)=2r j t f (t)dt.

entonces V (a, b) es unico y el volumen es
b
V(ab)=2r j x f (x)dx.

Comentario 24. La integral de Darboux se adapta para calcular el
volumen de un solido de revolucion de una curva. Este método utiliza las
sumas inferiores y superiores para aproximar el volumen de sélidos

generados por la rotacion de una funcion continua alrededor de un eje.
4.2. DISCUSIONES

Segun el articulo de Bernhard Riemann de 1854, la integral Riemann fue la
primera definicion precisa de la integral de una funcion en un intervalo de un subconjunto
de R. La integracién numérica se utiliz6 para evaluar la integral de Riemann. Sin
embargo, la integral de Darboux fue creada por Jean Gaston Darboux en 1875, pero no
es adecuada para propositos tedricos. Se encuentra en varios textos el enfoque integral de
Darboux, pero no se explica como tal; solo se indica la denominacién integral o integral

de Riemann utilizando el procedimiento de Darboux. La siguiente es la idea fundamental:
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Se trata de establecer el area bajo una funcion acotada en un intervalo cerrado,
dividir el intervalo en subintervalos y establecer dos rectangulos para cada subintervalo,
uno con la altura del supremo de la funcién y otro con la altura del infimo de la funcién
en cada subintervalo, si conseguimos establecer una coincidencia entre la suma de los
rectdngulos con altura y otro con la altura del infimo de la funcion en cada subintervalo.
En resumen, la integral de Riemann y la integral de Darboux son equivalentes en su

construccion y definicion.
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V. CONCLUSIONES

En los siguientes parrafos se presentan las conclusiones del estudio.

PRIMERA: La integral de Darboux en cada subintervalo encuentra el infimo y el
supremo que desempefia la funcion en el subintervalo correspondiente. A
continuacion, analiza las areas del rectangulo inferior y del rectangulo
superior; mientras la integral de Riemann toma un nodo con el fin de que
la funcion evaluada en dicho nodo sea una aproximacion de la altura
promedia del rectangulo, cuya area aproxima la altura de la funcion en

dicho subintervalo.

SEGUNDA: Al demostrar el teorema 5 que ambas integrales son equivalentes, se
constata que una funcion es Riemann-integrable y una funcion es
Darboux-integrable. ~ Asimismo, Ambas comienzan haciendo una
particion del intervalo de integracion, teniendo en cuenta la suma de las

areas de los rectangulos que aproximan la integral.

TERCERA: En las aplicaciones utilizando la integral de Darboux para la demostracién
de los teoremas de area bajo una curva, la longitud de arco y el volumen
de un sélido de revolucion son més intuitivos y comprensibles sin utilizar

las sumas de Riemann.
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VI. RECOMENDACIONES

El trabajo de investigacion considera pertinente realizar las siguientes recomendaciones:

PRIMERA: En este estudio se aplicé en el estudio de la equivalencia de la integral de
Riemann y la integral de Darboux y su aplicacion en célculo integral. Se
recomienda estudiar La integral de Riemann, y la integral Lebesgue y la

integral de Henstock-Kurzweil y sus aplicaciones.

SEGUNDA: Se sugiere, a la Escuela Profesional de Ciencias Fisico Matematicas de la
UNA-Puno y a las escuelas profesionales de ingenierias de las otras
universidades, adoptar también la ensefianza en la parte de aplicaciones

con el método de la integral de Darboux.

TERCERA: Serecomienda estudiar aplicaciones. Asi por ejemplo para trabajo, presion

y centro de masa con la integral de Darboux.
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