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RESUMEN 

Teniendo base teórica este artículo "A lost theorem: definite integrals in an asymptotic 

setting" junto con R. Cavalcante y T. Todorov (2008) y la integral de Riemann y la 

integral de Darboux según W. Rudín (1997): Sea [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ  un intervalo cerrado y 

acotado y sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función real. Se dice que f es integrable Riemann en 

[𝑎, 𝑏]  sí existe 𝐴 ∈ ℝ  que satisface lo siguiente: Para cada 𝜀 > 0  existe 𝛿 > 0 tal que, 

si  0 1 2, , , , nP t t t t=  es una partición de  ,a b , {𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛} ∈ [𝑎, 𝑏]  tales que 

 1,i i ic t t−  y P  , entonces 1

1

( )( )
n

i i i

i

f c t t A −

=

− −  ; la integral de Darboux indica: 

Una función f en  [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ   es integrable Darboux   sobre  [𝑎, 𝑏], sí f  es acotado y 

𝑠𝑢𝑝{𝐿(𝑓, 𝑃)} : 𝑃 es partición de [𝑎, 𝑏] = 𝑖𝑛𝑓{𝑈(𝑓, 𝑃)} : 𝑃 es partición de [𝑎, 𝑏]. Con 

estas consideraciones se hace la siguiente pregunta.  ¿Es factible demostrar la 

equivalencia entre la integral de Riemann y la integral de Darboux, y utilizar el método 

de la integral de Darboux en las definiciones y teoremas de aplicaciones de cálculo 

integral que nos permiten de manera clara y precisa? El objetivo es mostrar la 

equivalencia teórica entre el integral de Riemann y Darboux y utilizar método de la 

integral de Darboux en las aplicaciones del cálculo integral. El resultado es la 

equivalencia teórica entre la integral de Riemann y Darboux; utilización de integral de 

Darboux en aplicaciones del cálculo integral. 

 

Palabras clave: Aplicaciones, Cálculo integral, Equivalencia entre Integral de Darboux, 

Integral de Riemann.  
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ABSTRACT 

Having a theoretical basis, this article "A lost theorem: definite integrals in an asymptotic 

setting" together with R. Cavalcante and T. Todorov (20089 and the Riemann integral 

and the Darboux integral according to W. Rudín (1997): Let [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ  is a closed and 

bounded interval and let 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ be a real function. It f  is said to be Riemann 

integrable on [𝑎, 𝑏]  if 𝐴 ∈ ℝ  exists that satisfies the following: For each 𝜀 > 0  exists 

𝛿 > 0 such that, if  0 1 2, , , , nP t t t t= it is a partition of [𝑎, 𝑏] , {𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛} ∈ [𝑎, 𝑏]   

such that  1,i i ic t t− and P   , then 1

1

( )( )
n

i i i

i

f c t t A −

=

− −   ; the Darboux integral 

indicates: A function f  on [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ is Darboux integrable over [𝑎, 𝑏], if f it is 

bounded and 𝑠𝑢𝑝{𝐿(𝑓, 𝑃)} : 𝑃 is a partition of  [𝑎, 𝑏] = 𝑖𝑛𝑓{𝑈(𝑓, 𝑃)} : 𝑃 is partition of 

[𝑎, 𝑏]. With these considerations, the following question is asked. Is it feasible to 

demonstrate the equivalence between the Riemann integral and the Darboux integral, and 

use the Darboux integral method in the definitions and theorems of integral calculus 

applications that allow us to clearly and precisely? The objective is to show the theoretical 

equivalence between the Riemann and Darboux integral and to use the Darboux integral 

method in integral calculus applications. The result is the theoretical equivalence between 

the Riemann and Darboux integral; use of Darboux integral in applications of integral 

calculus. 

 

Keywords: Applications, Integral calculus, Equivalence between Darboux integral, 

Riemann integral.
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CAPÍTULO I 

INTRODUCCIÓN 

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA  

Determinar el área de una figura plana o el volumen de un sólido ha sido un 

desafío histórico estrechamente ligado al desarrollo del Cálculo Integral desde tiempos 

antiguos. El antiguo manuscrito de Moscú, descubierto en Egipto y finalizado alrededor 

del año 1800 A.C., revela una estrategia previa para determinar el volumen de un tronco 

piramidal. 

La primera técnica conocida para establecer integrales es el método de exhaución, 

concebido por Eudoxo entre los años 390 y 337 A.C. Este método implicaba dividir la 

figura en un número infinito de formas para determinar su área o volumen. Arquímedes, 

durante el desarrollo de este método, lo aplicó para determinar áreas de parábolas y 

proporcionar una aproximación al área de la circunferencia. 

En el siglo XVI, se registraron avances significativos en el procedimiento de 

exhaución. En esa época, con el trabajo de Cavalieri y su enfoque en los "indivisibles", 

junto con los trabajos de Fermat, se establecieron los fundamentos del cálculo moderno. 

Los primeros progresos en el ámbito de la integración surgieron en el siglo XVII 

mediante la exploración del teorema fundamental del cálculo, elaborado de forma 

independiente por Newton y Leibniz. Este teorema plantea una conexión esencial entre 

la integración y la derivación. Esta conexión, junto con la escasa capacidad de cálculo de 

derivadas, junto con la relativa facilidad de calcular derivadas, permite calcular integrales. 

Aunque las primeras demostraciones del Teorema Fundamental del Cálculo en sus inicios 

fueron poco rigurosas, proporcionaron una base para el cálculo de integrales. Con las 
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primeras demostraciones, poco rigurosas, que se llevaron a cabo en el principio, se 

fundamentaron en la siguiente premisa intuitiva: sí f (x)  representa el área bajo en el 

gráfico de la función f , por tanto, f (x h) f (x) f (x)h+ - = , para h  tan pequeño como 

se quiera ver, según lo estableció B. Riemann con su formalización del concepto de 

integral. Esta formalización de la integral y las demostraciones rigurosas de Riemann han 

sido fundamentales en el desarrollo del análisis matemático moderno. 

En su artículo “A lost theorem: definite integrals in an asymptotic 

setting", R. Cavalcante y T. Todorov presentan una teoría de la integración que restaura 

y consolida las ideas originales que llevaron al teorema fundamental de análisis. Este 

articulo presenta una teoría de integración simplificada basada en un par de axiomas, 

que proporciona aplicaciones que ilustran cómo la integral en el análisis puede surgir sin 

depender de las sumas de Riemann. Según los autores, este enfoque axiomático es más 

elegante y didáctico que el método tradicional.  

1.2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

La investigación actual demuestra la equivalencia entre las integrales de Riemann 

y Darboux. Además, utilizaremos el enfoque de la integral de Darboux a través de las 

aplicaciones de la integral, lo que nos permite realizar cálculos claros y precisos con estas 

consideraciones. Las siguientes preguntas surgen: 

1.2.1. Pregunta General 

¿Es factible demostrar la equivalencia entre la integral de Riemann y la 

integral de Darboux, y utilizar el método de la integral de Darboux en las 

definiciones y teoremas de aplicaciones de cálculo integral que nos permiten de 

manera clara y precisa? 
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1.2.2. Preguntas Específicas 

- ¿De qué manera es posible examinar las características, definiciones, lemas y 

teoremas de la integral de Riemann y la integral de Darboux? 

- ¿De qué manera se puede demostrar que la integral Riemann y la integral de 

Darboux son equivalentes? 

- ¿De qué manera se puede utilizar la integral de Darboux para encontrar el 

área bajo una curva, la longitud de arco y el volumen de un sólido de 

revolución en cálculo integral? 

1.3. HIPÓTESIS DE LA INVESTIGACIÓN 

1.3.1. Hipótesis General 

Es factible demostrar que la integral de Riemann y la integral de Darboux 

son equivalentes y la integral de Darboux se puede utilizar de manera efectiva 

para las definiciones y teoremas en las aplicaciones de área bajo una curva, 

longitud de arco, y volumen de un sólido de revolución en calculo integral. 

1.3.2. Hipótesis Específicos 

- Es posible examinar las características, definiciones, lemas y teoremas de la 

integral de Riemann y la integral de Darboux comparando sus formulaciones 

y demostraciones.  

- Se puede demostrar que la integral de Riemann y la integral de Darboux son 

equivalentes mostrando que para cualquier función que sea integrable en el 

sentido de Riemann, las sumas superior e inferior de Darboux convergen al 

mismo valor que la suma de Riemann cuando la partición se refina 

indefinidamente.  
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- La integral de Darboux puede ser utilizada de manera efectiva para 

definiciones y teoremas de área bajo una curva, longitud de arco y volumen 

de un sólido de revolución mediante el uso de sumas inferiores y superiores.  

1.4. JUSTIFICACIÓN DEL ESTUDIO 

Estudiar la construcción de la integral de Riemann sin recurrir a sumas de 

Riemann abrirá camino para determinar problemas aplicados en cálculo integral, como el 

determinar el área bajo una curva, la longitud de un arco y el volumen de un sólido de 

revolución. Este enfoque beneficiará a aquellos interesados en el cálculo integral y sus 

aplicaciones en diversos campos de ingeniería y otros campos, y al mismo tiempo que 

será de gran ayuda en el proceso de aprendizaje de estudiantes en diversas áreas. 

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN 

1.5.1. Objetivo General 

Mostrar la equivalencia teórica entre la integral de Riemann y la integral 

de Darboux, y evaluar cómo la integral de Darboux puede ser utilizada 

eficazmente en aplicaciones del cálculo integral para las definiciones y teoremas 

de área bajo una curva, longitud de arco, y volumen de un sólido de revolución. 

1.5.2. Objetivos Específicos 

- Realizar un análisis comparativo detallado de las características, definiciones, 

lemas y teoremas fundamentales de la integral de Riemann y la integral de 

Darboux. 

 

- Demostrar que la integral de Riemann y la integral de Darboux son 

equivalentes para funciones continuas en intervalos cerrados, mostrando que 
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las sumas superiores e inferiores de Darboux convergen al mismo valor que 

las sumas de Riemann a medida que la partición se refina. 

 

- Aplicar la integral de Darboux en las definiciones y teoremas de área bajo una 

curva, longitud de arco y volumen de un sólido de revolución, son claros y 

precisos para estas aplicaciones en cálculo integral. 
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CAPÍTULO II 

REVISIÓN DE LITERATURA 

2.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACIÓN 

En la presente investigación se ha tenido en cuenta como base teórica del artículo 

mencionado por Cavalcante y Todorov (2008), así como otros trabajos de investigación 

relacionados al objeto de estudio. 

Al respecto, Tapia y Quezada (2020) en “Investigación de la Integral Riemann-

Stieltjes” se centra en los fundamentos teóricos que sustentan la integral de Riemann 

Stieltjes. Se inicia con el desarrollo de conceptos básicos que permiten comprender el 

concepto de integral de Riemann, para luego continuar con el desarrollo de una teoría que 

da forma a la integral de Stieltjes, presentando teoremas y sus demostraciones, y finaliza 

con una aplicación de la misma integral a la teoría de la probabilidad. 

Entre tanto, Bolaños (2013) en “Generalización de la teoría de integrabilidad de 

Darboux para campos de vectores polinomiales” presenta una introducción general sobre 

esta teoría de integrabilidad de campos vectoriales polinomiales en ℝ𝑛+1, posteriormente 

trata campos vectoriales de polinomiales en ℝ3  y ℝ2. 

Por otra parte, Valé (1983) en “Una construcción de la integral de Riemann- 

Stieltjes y sus aplicaciones” analiza las teorías clásicas de integración, integración de 

Stieltjes, y la integral de Darboux-Stieltjes, para generalizar la integral de Darboux-

Stieltjes, luego comparar con la integral de la teoría clásica y finalmente aplicarlos en 

probabilidades en el tema de esperanza matemática, flujo de fluidos viscos, y en análisis 

del Teorema de Herglotz. 
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Así mismo en Valencia (1974) en “Una teoría de las teorías de integración”. El 

propósito del trabajo en la primera parte se da la teoría general y en la segunda parte se 

aplica dicha teoría a las integrales más conocidas, con el propósito de unificar los 

diferentes enfoques de las teorías de integración, en el cual se examina 138 punto de vista 

uno de los conceptos fundamentales del Cálculo Integral.  

2.2. MARCO TEÓRICO 

En la presente sección se expondrán los conceptos matemáticos fundamentales 

que serán esenciales para el desarrollo de la investigación de tesis. Para lo cual 

presentamos las definiciones de los Conjuntos: finitos, infinitos y numerables; cuerpo, 

conjunto acotado, partición de un intervalo, integral original de Riemann, construcción 

de Darboux de la integral Riemann y la integral de Darboux, lemas y teoremas, que serán 

útiles y necesarios para el marco conceptual del trabajo de investigación. 

2.2.1. Conjuntos finitos e infinitos 

Definición 1.  Un conjunto X , diferente del vacío, se dice finito si existe una 

biyección 𝑓: 𝐼𝑛 → 𝑋, donde  1,2,3, ,nI n= ; 
1 2(1),  (2), , ( )nx f x f x f n= = = ; 

tal que  1 2, , , nX x x x= . 

Ejemplo 1. Se tiene los siguientes ejemplos de biyección: 

1. Sea  , ,X a b c= . Podemos definir una biyección f  en X  a   1,2,3 de la 

siguiente manera: ( ) 1f a = ,  ( ) 2f b =  y  ( ) 3f c =  

Aquí n 3= , y  f  es una biyección porque cada elemento de X  se mapea de 

manera única a  1,2,3 . 

2. Sea  ,B x y= . Podemos definir una biyección g  en B  a   1,2 de la siguiente 
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manera: ( ) 1g x =  y  ( ) 2g y =  

Aquí n 2= , y  g  es una biyección porque cada elemento de B  se mapea de 

manera única a  1,2 . 

Comentario 1. Un conjunto X  es finito si se puede establecer una 

correspondencia uno a uno entre sus elementos y los primeros n  números 

naturales mediante una biyección. Esto garantiza que X  tiene un número limitado 

de elementos y proporciona una base sólida para muchos conceptos y aplicaciones 

en matemáticas. 

Definición 2. Un conjunto X , si dice infinito si no es vacío y no existe para 

ningún 𝑛 ∈ ℕ una biyección : nf I X→ . 

Comentario 2. Un conjunto X  se define como infinito si no se puede establecer 

una biyección con ningún conjunto finito  1,2, ,n , lo que significa que su 

cardinalidad es mayor que cualquier número natural n . Esta definición 

proporciona un marco riguroso para entender la infinidad en la teoría de conjuntos 

y en el análisis matemático, y es esencial para la clasificación y el estudio de 

conjuntos con una cantidad ilimitada de elementos. 

2.2.2. Conjunto numerable 

Definición 3. Un conjunto X  se dice numerable cuando es finito o existe una 

biyección 𝑓: ℕ → 𝑋.  En este caso f  se llama enumeración de los elementos de 

.X  Si escribimos 
1 2(1) ,  (2) , , ( ) ,nf x f x f n x= = = , se tiene entonces

 1 2, , , ,nX x x x= . 
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Ejemplo 2. Se tiene los siguientes ejemplos de conjunto numerable: 

1. Conjunto de números naturales 𝑋 = ℕ 

Como la función identidad ( )f n n=  es una biyección 𝑓: ℕ → ℕ, lo que 

muestra que ℕ es numerable. 

2. Conjunto de pares ordenados de números naturales 𝑋 = ℕ × ℕ 

Una biyección puede definirse mediante el emparejamiento de números 

naturales usando una técnica como el emparejamiento de Cantor, donde 

( , )( 1)
( , ) .

2

m n m n
f m n n

+ +
= +  Esto asigna un número natural a cada par 

ordenado. 

Comentario 3.  Un conjunto X  se considera numerable si es finito o si se puede 

establecer una biyección entre los números naturales ℕ y los elementos de .X  

Esto permite enumerar los elementos de X  de una manera secuencial, mostrando 

que, aunque X  puede ser infinito, sigue siendo posible contarlo de una manera 

ordenada. 

2.2.3. Cuerpo 

En álgebra, un cuerpo (o campo) es una estructura algebraica con un 

conjunto de elementos en el que se definen dos operaciones: adición y 

multiplicación. Estas operaciones deben satisfacer ciertas propiedades que 

generalizan las propiedades de los números racionales, reales o complejos. 

Definición 4. Un cuerpo K  es un conjunto no vacío con dos operaciones 

+: 𝐾 × 𝐾 → 𝐾                   ∙ ∶ 𝐾 × 𝐾 → 𝐾 

     (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎 + 𝑏                 ( 𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎 ∙ 𝑏 
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denominadas adición y multiplicación que cumplen los siguientes axiomas: 

a) Axiomas de adición 

A1: Cerradura bajo Adición:    ,       , .a b K a b K+       

A2: Conmutativa de la Adición:      ,       ,a b b a a b K+ = +                               

A3: Asociativa de la Adición:      ( ) ( ),       , ,a b c a b c a b c K+ + = + +                                    

A4: Elemento Neutro Aditivo: !0 / 0 0 ,       ,K a a a b K  + = +         

A5: Elemento Inverso Aditivo:  , !( ) / ( ) ( ) 0a K a a a a a   − + − = − + =   

b) Axiomas de la multiplicación 

M1: Cerradura bajo la Multiplicación:  ,       , .a b K a b K     

M2: Conmutativa de la Multiplicación:  𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎,     ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾                        

M3: Asociativa de la Multiplicación: (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐),     ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾.  

M4: Elemento Neutro Multiplicativo: ∃! 1 ∈
𝐾

𝑎
∙ 1 = 1 ∙ 𝑎 = 𝑎  ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾.       

M5: Elemento Inverso Multiplicativo: ∀ 𝑎 ∈ 𝐾 − {0}, ∃! (
1

𝑎
) ∈ 𝐾/𝑎 ∙ (

1

𝑎
) = 1 

c) Axiomas de ley Distributiva respecto a la adición  

D1: Distributiva por la izquierda:   𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∙ 𝑏 + 𝑎 ∙ 𝑐,     ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ         

D2: Distributiva por la derecha:    (𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ 𝑐 + 𝑏 ∙ 𝑐,     ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ             

Ejemplo 3. Se tiene los siguientes ejemplos de cuerpos: 

1. Números racionales ℚ  

Conjunto: ℚ = {
𝑝

𝑞
/ 𝑝, 𝑞 ∈ ℤ, 𝑞 ≠ 0}  

2. Números complejos ℂ 

Conjunto: ℂ = {𝑎 + 𝑏𝑖/ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑖 = √−1}  
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Comentario 4.  Un cuerpo K  es un conjunto con dos operaciones que cumplen 

propiedades específicas de cerradura, conmutatividad, asociatividad, existencia de 

elementos neutros e inversos, y distributividad. Estas propiedades hacen de los 

cuerpos una estructura fundamental en álgebra y en muchas aplicaciones 

matemáticas y científicas. 

Observación 1. Si el cuerpo cumple con estos axiomas, entonces (K,+,∙) se trata 

de un cuerpo conmutativo.  

d) Axiomas de orden 

Un cuerpo (𝐾, +,∙) es un cuerpo ordenado si hay una relación   definida 

en K  que cumple los axiomas siguientes: reflexiva, antisimétrica, transitiva, 

orden total, compatibilidad del orden con la suma, compatibilidad del orden con 

el producto por elementos no negativos. 

Observación 2.  Si (𝐾, +,∙, ≤) es un cuerpo conmutativo completamente 

ordenado, si cumple con las axiomas de a), b), c) y d). 

2.2.4. Conjunto acotado 

En matemáticas, un conjunto acotado se refiere a un conjunto cuyos 

elementos están confinados dentro de un cierto rango. La definición de acotación 

puede aplicarse tanto a conjuntos de números como a conjuntos en espacios 

métricos, dependiendo del contexto. A continuación, se presentan las definiciones 

formales de conjuntos acotados en los contextos de números reales y espacios 

métricos. 
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2.2.4.1. Definición de Conjunto Acotado en el Contexto de los 

Números Reales 

Definición 5. Un conjunto 𝐴 ⊆ ℝ se dice acotado superiormente si existe 

un número real M  tal que todos los elementos de A  son menores o 

iguales a M . Este número M  se llama cota superior de A . 

A  está acotado superiormente ⇔ ∃𝑀 ∈ ℝ  tal que  ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≤ 𝑀 

Definición 6. Un conjunto 𝐴 ⊆ ℝ se dice acotado inferiormente si existe 

un número real m  tal que todos los elementos de A  son menores o iguales 

a m . Este número m  se llama cota inferior de A . 

A  está acotado superiormente ⇔ ∃𝑚 ∈ ℝtal que  ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≥ 𝑚 

Definición 7. Un conjunto 𝐴 ⊆ ℝ se dice simplemente acotado si está 

acotado tanto superiormente como inferiormente. En otras palabras, si 

existen números reales M  y m  tales que todos los elementos de 𝐴 están 

en el intervalo [𝑛, 𝑀].  

A está acotado   ⇔ ∃𝑀, 𝑚 ∈ ℝ  tal que  ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑚 ≤ 𝑥 ≤ 𝑀. 

Ejemplo 4. Se tiene los siguientes ejemplos de conjuntos acotados: 

1. Conjunto Acotado: 𝐴 = [0,1] está acotado superiormente por 1 y 

acotado inferiormente por 0. 

2. Conjunto no Acotado Superiormente:  0,B =   está acotado 

inferiormente por 0  pero no está acotado superiormente. 

3. Conjunto no Acotado Inferiormente:  ,4C = −  está acotado 

superiormente por 4 pero no está acotado inferiormente. 
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4. Conjunto Acotado:  1,0,4D = −  está acotado porque todos sus 

elementos están entre −1 y 4. 

2.2.4.2. Definición de Conjunto Acotado en Espacios Métricos 

En un espacio métrico, la acotación se refiere a la distancia entre 

los elementos del conjunto y un punto de referencia. 

Definición 8. Un espacio métrico ( ),X d es un conjunto X  junto con una 

función de distancia 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ que satisface las siguientes 

propiedades: 

1. No Negatividad: ( , ) 0  y  ( , ) 0    d x y d x y x y =  = . 

2. Simetría: ( , ) ( , ),    , .d x y d y x x y X=    

3. Desigualdad Triangular: ( , ) ( , ) ( , ),    , , .d x z d x y d y z x y z X +    

Definición 9. Un conjunto 𝐴 ⊆ ℝ en un espacio métrico ( ),X d  se dice 

acotado si existe un punto p X y un número real 0r   tal que la 

distancia de cualquier punto de A  a p  es menor o igual a .r  En otras 

palabras, todos los elementos de A  están dentro de una "bola" de radio .r  

centrada en p . 

A está acotado en (𝑋, 𝑑) ⇔ ∃ 𝑝 ∈ 𝑋 y 𝑟 ∈ ℝ  tal que ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑑(𝑥, 𝑝) ≤ 𝑟 

2.2.5. Partición de un intervalo 

En matemáticas, la partición de un intervalo se refiere a la división de un 

intervalo  ,a b  en una serie de subintervalos. Esta herramienta es fundamental en 

el cálculo integral, especialmente en la definición de la integral de Riemann. 
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Definición 10. La particion 𝑛 de un intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] de los números reales 

es una colección  finita de puntos  de [𝑎, 𝑏]. Una partición se denota por  𝑃  y esta 

dado de  la siguiente forma:   

𝑃 = {𝑡𝑖}𝑖=0
𝑛 = {𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛 = 𝑏}. 

2.2.6. La integral original según Riemann 

Antes de definir formalmente la integral de Riemann, es útil entender el 

contexto histórico y matemático en el que surgió, La integral de Riemann es una 

respuesta a la necesidad de formalizar el concepto intuitivo de "área bajo una 

curva" y ha desempeñado un papel crucial en la evolución del cálculo integral y 

el análisis matemático. 

Definición 11. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ  una función real y sea [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ  un intervalo   

cerrado y acotado. Se dice que f  es integrable de Riemann en [ , ]a b ,  si existe 

𝐴 ∈ ℝ que satisface: 

Para cada 𝜀 > 0 existe 𝛿 > 0 tal que si 𝑃 = {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛} es una 

partición de [𝑎, 𝑏], {𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛} ∈ [𝑎, 𝑏]  tales que 𝑐𝑖 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] y 

‖𝑃‖ < 𝛿, entonces 

1

1

( )( )
n

i i i

i

f c t t A −

=

− −  . 

Se denomina integral de Riemann de f sobre [𝑎, 𝑏], al número A  que aparece en 

esta definición, se le denomina sumas de Riemann. 

A la integral de Riemann de f  sobre el intervalo [𝑎, 𝑏] denotaremos por 

(𝑅𝑖) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 
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Comentario 5. La integral de Riemann es un método formal de integración 

introducido por Bernhard Riemann en 1854. Este método define la integral como 

el límite de una suma de áreas de rectángulos formados al dividir el intervalo de 

integración en subintervalos y evaluar la función en puntos específicos dentro de 

esos subintervalos.  

2.2.7. La construcción de Darboux de la integral de Riemann 

La integral de Darboux se define utilizando las sumas inferior y superior 

que aproximan el área bajo una curva desde abajo y desde arriba, respectivamente. 

La idea clave es dividir el intervalo en subintervalos y usar los valores ínfimos y 

supremos de la función en esos subintervalos para construir las sumas. 

Definición 12. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función acotada y sea 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, con 𝑎 < 𝑏. 

Si 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏} es una partición de [𝑎, 𝑏], para 

1 i n  , se definen 

𝑚𝑖 = 𝑖𝑛𝑓{ 𝑓(𝑥): 𝑡𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑖} 

𝑀𝑖 = 𝑠𝑢𝑝{ 𝑓(𝑥): 𝑡𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑖} 

La suma inferior de f correspondiente a la partición 𝑃, denotaremos por 𝐿(𝑓, 𝑃) 

y está definido por   

𝐿(𝑓, 𝑃) = ∑ 𝑚𝑖(

𝑛

𝑖=1

𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) 

La suma superior de f correspondiente a la partición P , se denotará por 𝑈(𝑓, 𝑃) 

y se define por    
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𝑈(𝑓, 𝑃) = ∑ 𝑀𝑖(

𝑛

𝑖=1

𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) 

Comentario 6. La construcción de Darboux de la integral de Riemann ofrece una 

perspectiva fundamentalmente intuitiva y elegante para entender la integración.  

A través del uso de sumas inferiores y superiores, la integral de Darboux 

proporciona una manera más directa y conceptualmente accesible de definir la 

integral que complementa la definición original de Riemann. 

2.2.8. La integral según Darboux  

La integral de Darboux se basa en las sumas inferior y superior de 

Darboux. A continuación, se describen estos conceptos y cómo se utilizan para 

definir la integral de Darboux 

Definición 13. La función f  definida en [𝑎, 𝑏] es integrable Darboux sobre [𝑎, 𝑏] 

si  f  es acotada y  

𝑠𝑢𝑝{ 𝐿(𝑓, 𝑃): 𝑃 es partición de [𝑎, 𝑏] = í𝑛𝑓{𝑈(𝑓, 𝑃):  𝑃 es partición de [𝑎, 𝑏]} 

A este valor común se le llama integral de Darboux de f  sobre [ , ]a b . 

La integral de Darboux de f  sobre el intervalo [𝑎, 𝑏] denotaremos por  

( ) ( )
b

a
Da f x dx  

Ejemplo 5. Determinar la integral de 2( )f x x=  en el intervalo  0,1  

Vamos a determinar la integral de Darboux de la función 2( )f x x=  en el intervalo 

 0,1  
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1. Partición del Intervalo: Consideremos una partición equiespaciada con n

subintervalos: 

1 2 3
0, , , , ,1P

n n n

 
=  
 

 

2. Ínfimos y Supremos: 

▪ En cada subintervalo  1,i ix x−
, tenemos: 

2
1 1

inf ( ) / ,i

i i i
m f x x

n n n

 −  −   
=  =    

    
 

2
1

sup ( ) / ,i

i i i
M f x x

n n n

 −    
=  =    

    
 

3. Sumas de Darboux: 

▪ Suma Inferior: 

( )
2

2

3 3
1 1

3

1 1 1 1 ( 1) (2 1)
( , ) 1

6

( 1) (2 1)

6

n n

i i

i n n n
L f P i

n n n n

n n n

n

= =

− − − 
=  = − =  

 

− −
=

 
 

▪ Suma Superior: 

( )
2

2

3 3
1 1

3

1 1 1 ( 1)(2 1)
( , )

6

( 1)(2 1)

6

n n

i i

i n n n
U f P i

n n n n

n n n

n

= =

+ + 
=  = =  

 

+ +
=

 
 

4. Límite: 

▪ Integral: 

 
3 2

3 3

( 1) (2 1) 2 3 1
lim ( , ) lim lim

6 6 3n n n

n n n n n n
L f P

n n→ → →

− − − +
= = =  

3 2

3 3

( 1)(2 1) 2 3 1
lim ( , ) lim lim

6 6 3n n n

n n n n n n
U f P

n n→ → →

+ + + +
= = = | 
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Ambos límites son iguales, por lo tanto, la integral de Darboux de es: 

2( )f x x=  en el intervalo  0,1  es: 
1

2

0

1

3
x dx =  

Comentario 7. La integral según Darboux es una manera de definir la integral 

que, aunque equivalente a la integral de Riemann, se basa en un enfoque 

ligeramente diferente. La definición de Darboux utiliza sumas superiores e 

inferiores para aproximar el área bajo una curva, proporcionando una herramienta 

poderosa y conceptualmente clara para analizar la integrabilidad de funciones. 

A continuación, se da un lema y dos teoremas, cuyas demostraciones se 

encuentran en el texto de (Rudin, 1997) , que van a servir como herramienta en el 

marco conceptual;  

Lema 1. Sea f una función acotada definida sobre en el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏]. 

Si P  y Q  son dos particiones sobre el intervalo [𝑎, 𝑏] tales que P Q , entonces 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )L f P L f Q U f Q U f P   . (Rudin, 1997). 

Teorema 1. Sea f  una función acotada definida sobre el intervalo [𝑎, 𝑏]. Si P  

y Q  son particiones en el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏], entonces ( , ) ( , )L f P U f Q . 

(Rudin, 1997). 

Teorema 2. Sea f  una función acotada definida sobre el intervalo [ , ]a b , 

entonces f  es integrable de Darboux sobre [𝑎, 𝑏], si y solo si, para cada 𝜀 > 0 

existe una partición P  del intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] tales que 

𝑈(𝑓, 𝑃) − 𝐿(𝑓, 𝑃) < 𝜀. (Rudin, 1997). 
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2.3. MARCO CONCEPTUAL 

Para confirmar la equivalencia entre la integral de Riemann y la integral de 

Darboux, es esencial adquirir conocimientos previos acerca de ciertos resultados, los 

cuales se presentarán en los teoremas siguientes con sus respectivas demostraciones. 

Teorema 3. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función acotada en el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏]. 

Supóngase que existe 𝑀 > 0 tal que |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀, para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] y sea P  una 

partición del intervalo cerrado [𝑎, 𝑏].  

a) Si 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] , entonces    

 ( , ) ( , ) 2U f P U f P c M P−   

y 

 ( , ) ( , ) 2 .L f P c L f P M P−   

b)  Si 𝑄 es una partición del intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] que contiene a lo sumo 𝑛 puntos 

más que P  entonces  

( , ) ( , ) 2U f P U f Q nM P−   

y 

( , ) ( , ) 2 .L f Q L f P nM P−   (Rudin, 1997) 

Demostración. 

a) Supóngase una partición P , donde  𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ 𝑥𝑛}, además 

 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏. Si 𝑐 es un elemento de la partición el 

resultado es inmediato. 

En otro caso, existe 𝑘 tal que cumple 𝑥𝑘−1 < 𝑐 < 𝑥𝑘 y por consiguiente cumple 

𝑃 ∪ {𝑐} = {𝑥0, 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑘−1, 𝑐, 𝑥𝑘, ⋯ 𝑥𝑛} 

Utilizando la notación usual se tiene que: 

1

1 1 1 1

1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n k n

i i i i i i i i i k k k

i i i k

U f P M x x M x x M x x M x x
−

− − − −

= = = +

= − = − + − + −    



31 

 

                                                     y 

 
1

1 1 1

1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
k n

i i i i i i k k k k

i i k

U f P c M x x M x x M c x M x c
−

− − −

= = +

 = − + − + − + −   

Se tiene que: 

 sup ( )
k

k
x x c

M f x
 

 =   y    sup ( )
k

k
c x x

M f x
 

 =  

Además, debemos tener en cuenta: 

kM M  ,  
kM M   y  

kM M  

Por consiguiente se tiene:  

 

 

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k

k k k k

k k k

U f P U f P c M x x M c x M x c

M x x M c x M x c

M x x M c x M x c

M x x M c x M x c

M x x M c M x M x M c

M x x M x

− −

− −

− −

− −

− −

−

 − = − − − − −

 = − − − + −

  − + − + −

 − + − + −

 − + − + −

 − + 1

1

)

2 ( )

2 .

k

k k

x

M x x

M P

−

−

−

= −



 

Con las sumas inferiores se procede de forma similar a las sumas superiores. 

1

1 1 1 1

1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n k n

i i i i i i i i i k k k

i i i k

L f P m x x m x x m x x m x x
−

− − − −

= = = +

= − = − + − + −    

y 

 
1

1 1 1

1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
k n

i i i i i i k k k k

i i k

L f P c m x x m x x m c x m x c
−

− − −

= = +

 = − + − + − + −   

Se tiene que: 

 
1

ínf ( )
k

k
x x c

m f x
−  

 =   y    ínf ( )
k

k
c x x

m f x
 

 =  

Además, debemos tener en cuenta que: 

km M  ,  
km M   y  

km M  
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Por consiguiente se tiene que:  

  1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

L f P c L f P m c x m x c m x x

m c x m x c m x x

M c x M x c M x x

M c M x M x M c M x x

M x M x M x x

M x x M x x

M

− −

− −

− −

− −

− −

− −

 − = − + − − −

  − + − + −

 − + − + −

 − + − + −

 − + + −

 − + −

= 1( )

2 .

k kx x

M P

−−



 

b) Si Q  una partición del intervalo cerrado [ , ]a b  que contiene a lo sumo  𝑛 puntos 

más que P  entonces se tiene que:  

 

       

     

   

1 2

1 1 1 2

1 2 1 2 3

1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , , , , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , , , )

( , , , , ) ( , , , , )

2 2 2

2 .

n

n n

U f P U f Q U f P U f P c c c

U f P U f P c U f P c U f P c c

U f P c c U f P c c c

U f P c c c U f P c c c

M P M P M P

nM P

− = −

= − + −

+ − + +

−

 + + +

=

 

La desigualdad correspondiente a las sumas inferiores se demuestra de manera 

similar. 

Comentario 8. Este teorema nos dice que al refinar particiones o al añadir puntos, la 

suma inferior nunca disminuye y la suma superior nunca aumenta, lo cual es una 

propiedad fundamental en el proceso de aproximación de la integral de Riemann. Este 

teorema también se encuentra en el texto "Análisis Matemático", Volumen I de T. M. 

Apostol. 
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Lema 2. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función acotada e integrable Darboux, entonces para cada 

𝜀 > 0 existe 𝛿 > 0 tal que si P  es una partición de [𝑎, 𝑏] y P   , entonces 

( , ) ( , )U f P L f P −  . (Rudin, 1997) 

Demostración. 

Sea 𝜀 > 0, por el Teorema 2 existe una partición 
oP  de [𝑎, 𝑏] tal que  

( , ) ( , )
2

U f P L f P


−  . 

Sea 𝑛 el número de elementos de 
oP  y sea 

8nM


 =  .  

Por el Teorema 2, si P  es una partición de [𝑎, 𝑏] tal que ‖𝑃‖ < 𝛿 entonces  

( , ) ( , )
4

oU f P U f P P


−   

y 

( , ) ( , )
4

oL f P P L f P


−  . 

Por lo tanto  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
4 4 2

o oU f P U f P P L f P P L f P
  

− + −  +   

Por el Lema 1 se tiene 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

( , ) ( , )
2

2 2

o o

o o

U f P L f P U f P P L f P P

U f P L f P





 


−  + −

 + −

 + =
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Comentario 9. Para cualquier 0  , existe un 0   tal que, si la norma de la partición 

P es menor que  , entonces la diferencia entre la suma superior de Darboux y la suma 

inferior de Darboux para la función f es menor que .  Esto garantiza que las sumas 

superior e inferior de Darboux se pueden aproximar arbitrariamente mediante particiones 

finas, lo que es una característica fundamental de las funciones integrables en el sentido 

de Darboux. Este lema se puede encontrar en el texto "Análisis Matemático", Volumen I 

de T. M. Apostol. 

Teorema 4. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función definida sobre intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] y sea 

[𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ un intervalo cerrado y acotado. Entonces las siguientes condiciones son 

equivalentes: 

i)  f  es integrable Riemann, 

ii)  f  es integrable Darboux. 

Asimismo, si se cumplen una de las condiciones anteriores, se cumple que: 

( ) ( ) ( ) ( )
x x

a a
R t dt D t dt =   

2.3.1. La determinación de la integral de Riemann sin sumas de Riemann 

Supónganos que 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ es una función continua sobre el intervalo 

[𝑎, 𝑏]. Por el primer Teorema Fundamental del Cálculo se tiene que 

( )( ) ( ) ( )
x

a

d
R t dt x

dx
 =  

para todo  ,x a b  (en los extremos  a  y b  del intervalo, la derivada debe 

realizarse tanto por derecha y izquierda). 
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Comentario 10.  El primer teorema fundamental del cálculo establece una 

conexión crucial entre la derivación y la integración, mostrando que son 

operaciones inversas. 

Observación 1. Como se indica en el Teorema 4 

( ) ( ) ( ) ( )
x x

a a
R t dt D t dt =   

Sea 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ  definida por  ( ) ( ) ( )
x

a
F x R t dt=  , entonces      

0

( ) ( ) ( )
lim 0
h

F x h F x x h

h


→

+ − −
=  

Debido a la propiedad aditiva de la integral de Riemann se tiene que, si 0h   

( )( ) ( ) 1
( ) ( )

x h

x

F x h F x
R t dt

h h


++ −
=   

Y si 0h   

( ) ( )( ) ( ) 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

x x h

x h x

F x h F x
R t dt R t dt

h h h
 

+

+

+ −
= − =   

Por consiguiente, si se define 

𝐺: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ 

Por tanto, se tiene 

( , ) ( ) ( )
z

x
G x z R t dt=   

Además, se tiene que 

0

( , ) ( )
lim 0
h

G x x h x h

h


→

+ −
=  
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Como es habitual, este último puede abreviarse mediante la siguiente notación. 

 ( , ) ( ) ( ),G x x h x h o h+ − =  cuando 0h→  

Se explicará con mayor detalle a continuación y se seguirá aplicando a lo largo 

del trabajo de Tesis. 

Observación 2.  Sobre la notación de ( )o h  

Se caracteriza por denotar por ( )o h  al conjunto de las  funciones 𝑓: 𝐷𝑓 → ℝ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

de modo que:  

𝐷𝑓 ⊂ ℝ, 0 ∈ 𝐷𝑓  y  
0

( )
lim 0
h

f h

h→
=  

En lugar de escribir ( )f o h  es habitual escribir ( ) ( )f h o h= , cuando 0h→ , o 

simplemente denotaremos por ( )o h , 0h→  cualquier función que dividida entre 

h  tiende a 0 . 

Según la última convención, se encuentran las siguientes propiedades, las cuales, 

aunque son un abuso de notación, simplifican de manera significativa las 

demostraciones. 

1) ( ) ( ) ( )o h o h o h+ = . 

2) 𝑜(ℎ)2 = 𝑜(ℎ) 

3) 𝑐𝑜(ℎ) = 𝑜(ℎ), donde  𝑐 ∈ ℝ 

Además, por la propiedad aditiva de la integral se tiene que, para 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ [𝑎, 𝑏]  

𝐺(𝑥1, 𝑥2) + 𝐺(𝑥2, 𝑥3) = 𝐺(𝑥1, 𝑥3). 

Los gráficos siguientes resaltan las propiedades anteriores en cuanto a la 

interpretación de la integral como el área en el gráfico de la función ( )y x= . 
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Figura 1  

Interpretación de la integral como área bajo la curva  ( )y x=  

 

Fuente: Sahid D. Leal Pacheco 

Las dos propiedades mencionadas señalan la integralidad de la función ( )x , y 

más precisamente se alcanza el resultado siguiente. 

Lema 4. Sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua y además 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, talque 𝑎 < 𝑏 

Entonces existe una única función 𝐺: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ que cumple las 

siguientes condiciones: 

a) 𝐺(𝑥, 𝑥 + ℎ) − 𝜌(𝑥)ℎ = 𝑜(ℎ), ℎ → 0 para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

b) 𝐺(𝑥1, 𝑥2) + 𝐺(𝑥2, 𝑥3) = 𝐺(𝑥1, 𝑥3) para todo 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ [𝑎, 𝑏] 

Así mismo G es la única solución del siguiente problema a valor inicial 

𝑑

𝑑𝑥
𝐺(𝑎, 𝑥) = 𝜌(𝑥),    𝐺(𝑎, 𝑎) = 0  

en el intervalo (𝑎, 𝑏). (Rudin, 1997) 

Demostración. 

Existencia: 

Definamos  G  por:  
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( , ) ( ) ( ) ,
y

x
G x y R t dt=  para todo    ( , ) , , .x y a b a b   

Unicidad: 

En primer lugar, analizaremos si G cumple con a) y b) entonces será la solución 

del problema a valor inicial.  ( , ) ( ),
d

G a x x
dx

=     𝐼(𝑎, 𝑎) = 0  en el intervalo 

(𝑎, 𝑏). 

0 0

0

0 0

( , ) ( , ) ( , )
( , ) lim lim

( , ) ( ) ( )
lim

( , ) ( ) ( )
lim lim 0 ( )

( )

h h

h

h h

d G a x h G a x G x x h
G a x

dx h h

G x x h x h x h

h

G x x h x h x h
x

h h

x

 

 




→ →

→

→ →

+ − +
= =

+ − +
=

+ −
= + = +

=

 

Además,  𝐺(𝑎, 𝑎) + 𝐺(𝑎, 𝑎) = 𝐺(𝑎, 𝑎), por consiguiente 𝐺(𝑎, 𝑎) = 0. 

La condición a) implica la continuación a derecha de la función 𝑥 ↦ 𝐺(𝑎, 𝑥),  ya 

que 𝐺(𝑎, 𝑎 + ℎ) = 𝜌(𝑎)ℎ + 𝑜(ℎ), 0h→  , y 𝐺(𝑎, 𝑎) = 0.  

Así mismo, se puede hacer la prueba de la función  𝑥 ↦ 𝐺(𝑏, 𝑥)  es continua a 

izquierda en  𝑏 y que 𝐺(𝑏, 𝑏) = 0. 

Sea 𝐺1: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ  otra función que cumple a) y  b). 

Considere  𝐻: [𝑎, 𝑏] → ℝ  definida como  𝐻(𝑥) = 𝐺(𝑎, 𝑥) − 𝐺1(𝑎, 𝑥), entonces 

H  es continua en [𝑎, 𝑏] y diferenciable en (𝑎, 𝑏), además  ( ) 0H x =  y ( ) 0H x =  

para todo 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Por consiguiente  0H  , de donde se concluye que 

𝐺(𝑎, 𝑥) = 𝐺1(𝑎, 𝑥), para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Debido a la propiedad b) se tiene que: 
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𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐺(𝑎, 𝑦) − 𝐺(𝑎, 𝑥) 

y 

𝐺1(𝑥, 𝑦) = 𝐺1(𝑎, 𝑦) − 𝐺1(𝑎, 𝑥) 

por consiguiente  

𝐺 = 𝐺1. 

Comentario 11. Es importante destacar que para la prueba de la unicidad en el 

lema anterior no se requiere dividir el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] ni considerar suma 

inferior y superior de Riemann. La demostración del lema 4 se encuentra también 

en el texto de "Análisis Matemático", Volumen I de T. M. Apostol. 

2.3.2. Integral definida sin sumas de Riemann 

A continuación, se encuentra la información proporcionada por R. 

Cavalcante y T. Todorov en su investigación del año 2008. Para esto, es 

importante señalar que no se ha establecido ningún concepto integral, solo se 

utilizarán conceptos fundamentales del cálculo diferencial. 

Definición 14. Sea  𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua y  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ , tales  𝑎 < 𝑏. 

Y una función  𝐼: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ  que satisface: 

a) La propiedad aditiva 

𝐼(𝑥, 𝑦) + 𝐼(𝑦, 𝑧) = 𝐼(𝑥, 𝑧), ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏] 

b) la propiedad asintótica con respecto a   

𝐼(𝑥, 𝑥 + ℎ) = 𝜌(𝑥)ℎ + 𝑜(ℎ), cuando ℎ → 0 para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].                 

Es decir: 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝐼(𝑥,𝑥+ℎ)−𝜌(𝑥)ℎ

ℎ
= 0    o     𝑙𝑖𝑚

ℎ→0

𝐼(𝑥,𝑥+ℎ)

ℎ
= 𝜌(𝑥) 

(En los extremos del intervalo se deben considerar los limites laterales).   
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Lema 5.  Sean 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, tales a b , sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua. Si 

existe una única función 𝐼: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ que satisface las propiedades a) y 

b) entonces:  

i) La función ( , )I a x  es la solución del problema a valor inicial 

( , ) ( )
d

I a x x
dx

= ,       ( , ) 0I a a =  

en el intervalo  , .a b  

ii) La función ( , )I a x  es única. 

Comentario 12. En la parte i) del Lema 5, los extremos del intervalo se deben 

considerar derivadas laterales. La demostración del lema 5, podemos encontrar en 

los textos de "Análisis Matemático", Volumen I de T. M. Apostol y W. Rudín 

(1997) "Principios de Análisis Matemático". 

La propiedad de unicidad establecida en el lema 5 permite la definición de la 

Integral de Calvacante -Todorov. 

2.3.3. Definición de la Integral de Calvacante -Todorov. 

Definición 14. Sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua, si existe una función 

𝐼: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ que satisface las propiedades (a) y (b), decimos que   es 

integrable Calvacante -Todorov sobre el intervalo cerrado  ,a b  y definamos la 

integral de Calvacante -Todorov de  sobre el intervalo cerrado  ,a b  por: 

( ) ( ) ( , )
b

a
CT t dt I a b= = . 
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Observación 7. Si 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua y existe una función 

𝐼: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ que satisface las propiedades (a) y (b), tales que  

a b     , entonces la restricción 𝐼|[𝛼,𝛽]×[𝛼,𝛽]  satisface las propiedades (a) y 

(b) con respecto a 𝜌|[𝛼,𝛽]. 

Por consiguiente, si 𝜌 es integrable Calvacante -Todorov sobre el intervalo 

cerrado [𝑎, 𝑏] tales que 𝑎 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 𝑏 , entonces se tiene que 𝜌 es integrable 

Calvacante-Todorov sobre el intervalo cerrado [𝛼, 𝛽] y está definido por: 

( ) ( ) ( , )CT t dt I



  = = . 

Comentario 13. La integral de Calvacante-Todorov proporciona una forma de 

definir la integral mediante propiedades aditivas y asintóticas, y está 

estrechamente relacionada con la integral de Riemann. Permite una descripción 

más detallada y flexible de la integración en términos de comportamientos locales 

y la adición de intervalos. 

2.3.4. Teorema fundamental de la integrable Calvacante-Todorov 

El Teorema Fundamental de la Integral de Calvacante-Todorov extiende 

el concepto clásico del teorema fundamental del cálculo a una integral definida 

mediante propiedades aditivas y asintóticas, que a continuación se presenta. 

Teorema 5. Sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua. Si 𝜌 es integrable 

Calvacante-Todorov. En el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏], entonces p es integrable 

Calvacante-Todorov en intervalo cerrado [𝑎, 𝑥],  para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], la función  

( ) ( ) ( )
x

a
F x CT t dt= =   

es diferenciable en el intervalo abierto (𝑎, 𝑏) y   
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( )( ) ( ) ( )
x

a

d
CT t dt x

dx
 = ,  ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Demostración. 

De la Observación 7 se prosigue la integralidad en el intervalo cerrado [𝑎, 𝑥],  para 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Sea 𝐼: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ una función definida por ( )( , ) ( ) .
y

x
I x y CT t dt= =   

Entonces la función I  satisface las propiedades (a) y (b). 

Por la propiedad (a) se tiene que 𝐼(𝑎, 𝑥 + ℎ) − 𝐼(𝑎, 𝑥) = 𝐼(𝑥, 𝑥 + ℎ), aplicando 

esto último resultado con la propiedad (b) se obtiene el siguiente resultado   

( )
0

0

( , ) ( , )
( ) ( ) lim

( , )
lim

( ).

x

a h

h

d I a x h I a x
CT t dt

dx h

I x x h

h

x





→

→

+ −
=

+
=

=



  

Comentario 14. El teorema fundamental de la integral de Calvacante-Todorov 

establece que la función I  que satisface las propiedades aditiva y asintótica con 

respecto a   define una función F , cuya derivada es  . Además, la integral de 

 en  ,a b  se obtiene evaluando I en los extremos del intervalo. 

2.3.5. Teorema débil de existencia de la integrable Calvacante-Todorov 

El teorema débil de existencia para la integral de Calvacante-Todorov 

establece que, dada una función continua en un intervalo cerrado, existe una 

función que satisface las propiedades requeridas para definir la integral en el 

sentido de Calvacante-Todorov. A continuación, se menciona el teorema. 

Teorema 6. Sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua. Si 𝜌  posee una antiderivada 
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𝐺 en el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏], entonces 𝜌  es integrable Calvacante -Todorov en 

el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] y  ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
CT t dt G b G a= = − . 

Demostración. 

Como 𝐼: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ está definida por 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐺(𝑦) − 𝐺(𝑥). Entonces 

I  satisface las propiedades (a) y (b), por consiguiente, resulta 

( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
b

a
CT t dt I a b G b G a = = −

 

Comentario 15. El teorema débil de existencia para la integral de Calvacante-

Todorov garantiza la existencia de una función que satisface las propiedades 

aditiva y asintótica con respecto a una función continua  . Esta función se puede 

representar a través de la integral de  y proporciona una base sólida para definir 

y trabajar con la integral de Calvacante-Todorov. 

De acuerdo con el Teorema Fundamental del Cálculo para la integral de 

Riemann, se adjunta inmediatamente el resultado siguiente. 

Corolario 1. Si 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ es una función continua en el intervalo 

cerrado [𝑎, 𝑏] que posee antiderivada, entonces ( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

a a
CT t dt G t dt =   

2.3.6. Resultado general de existencia de la integrable Calvacante-Todorov 

El resultado general de existencia para la integral de Calvacante-Todorov 

establece que, dada una función continua en un intervalo cerrado, no solo existe, 

sino que se puede construir explícitamente una función que satisface las 

propiedades necesarias para definir la integral en el sentido de Calvacante-

Todorov 
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No obstante, para lograr la ejecución de integrales de funciones que no 

pueden ser expresadas en términos elementales, por ejemplo   2cos( )
b

a
x dx  es 

necesario contar con un resultado más general de existencia. 

Teorema 7. Sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua sobre el intervalo cerrado  

[𝑎, 𝑏]. Entonces 𝜌 posee una antiderivada en (𝑎, 𝑏) y por consiguiente es 

integrable Calvacante - Tódorov sobre el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏]. 

Para demostrar este resultado de existencia, es necesario tener en cuenta 

particiones del intervalo [𝑎, 𝑏]. y sumas de Darboux. Asimismo, se requieren 

ciertos resultados previos que se enumeran a continuación 

Los términos de suma superior, suma inferior, partición, etc. que se 

presentan a continuación son los que se usan. 

▪ Sea [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ un intervalo cerrado y acotado y sean 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  tal que 

.a x y b     

De acuerdo a la definición ya dada, una partición del intervalo   [𝑥, 𝑦] es un 

conjunto de la forma  𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛},  donde  𝑛 ∈ ℕ y 

 𝑥 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑦.  Al conjunto de todas las particiones de 

[𝑥, 𝑦] denotaremos por ℘[𝑥, 𝑦]. 

▪ Sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua y sea 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛} una 

partición de [𝑥, 𝑦]. Entonces, de acuerdo con la definición 12 dada en el marco 

teórico, si tiene: 

𝑚𝑘 = 𝑚𝑖𝑛{𝜌(𝑡): 𝑥𝑘−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥𝑘}  y   𝑀𝑘 = máx{𝜌(𝑡): 𝑥𝑘−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥𝑘}, 

1

1

( , ) ( )
n

k k k

k

L P m x x −

=

= −   y   1

1

( , ) ( )
n

k k k

k

U P M x x −

=

= −  
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son las sumas inferiores y superiores de 𝜌(𝑡) con respecto a la partición 𝑃. 

▪ Sean 𝑥, 𝑦. 𝑧 ∈ ℝ, .a x y z b    . Si  𝑃 ∈ ℘[𝑥, 𝑦] y 𝑄 ∈ ℘[𝑦, 𝑧] , entonces 

𝑃 ∪ 𝑄 ∈ ℘[𝑥, 𝑧]  y se tiene que 

( , ) ( , ) ( , )L P L Q L P Q  + =   

y   

( , ) ( , ) ( , )U P U Q U P Q  + =  

Proposición 1. Sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua sobre el intervalo cerrado 

[𝑎, 𝑏] , sean 𝑃 y 𝑄 dos particiones de [𝑎, 𝑏]. Si 𝑚 = 𝑚𝑖𝑛{𝜌(𝑡): 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏} y  

𝑀 = máx{𝜌(𝑡): 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏}, entonces  

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝐿(𝜌, 𝑃) ≤ 𝑈(𝜌, 𝑃) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Comentario 16. El enunciado plantea una desigualdad fundamental relacionada 

con las sumas de Darboux inferior y superior para una función continua  en el 

intervalo [𝑎, 𝑏]. La demostración de la proposición 1 se puede encontrar en el 

texto de W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis. 

Teorema 8. Sea 𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua en el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏], 

entonces para cada 𝜀 > 0 existe una partición 𝑃 de [𝑎, 𝑏] tal que 

( , ) ( , )U P L P  −   

Demostración. 

Sea 𝜀 > 0, como 𝜌 es continua y es uniformemente continua en el intervalo 

cerrado [𝑎, 𝑏] por consiguiente, existe 0   tal que  𝑡, 𝑡′ ∈ [𝑎, 𝑏] y |𝑡 − 𝑡′| < 𝛿 , 

entonces ( ) ( ) .
2( )

t t
b a


  − 

−
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Sea  𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛}  una partición del intervalo cerrado [𝑎, 𝑏],  tal que  

 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1 < 𝛿, para 𝑘 = 1,2,3, ⋯ , 𝑛.  Entonces de acuerdo a la notación 

establecida se tiene  
2( )

k kM m
b a


− 

−
 y por consiguiente     

1 1

1 1

1

1 1

1

1

1

1

( , ) ( , ) ( ) ( )

( )

( )( )

( )( )
2( )

( )
2( )

.
2

n n

k k k k k k

k k

n n

k k k k

k k

n

k k k k

k

n

k k

k

U P L P M x x m x x

M m x x

M m x x

x x
b a

b a
b a

 








− −

= =

−

= =

−

=

−

=

− = − − −

 
= − − 
 

= − −

 −
−

 
= − 

− 

= 

 

 





 

Comentario 18. El enunciado describe una propiedad fundamental de las 

funciones integrables en el sentido de Riemann: dado 0  , se puede encontrar 

una partición tal que la diferencia entre las sumas de Darboux superior e inferior 

sea menor que  . Este resultado es una manifestación del hecho de que una 

función continua en un intervalo cerrado es integrable en el sentido de Riemann. 

Con las definiciones proporcionadas, la proposición 1 y el teorema 8, 

podemos demostrar el teorema 7. 

Demostración del teorema 7 

Se debe probar que existe una función 𝐼: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ que satisfaces las 

propiedades (a) y (b) enunciada en la integral definida sin sumas de Riemann. 
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Primer paso:  Definamos la función ( , )I x y . 

Sean 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ tales que 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏.  

Por la Proposición 1 el conjunto {𝐿(𝜌, 𝑃): 𝑃 ∈ ℘[𝑥, 𝑦]} está acotado 

superiormente por (máx{𝜌(𝑡): 𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑦})(𝑦 − 𝑥). Para  𝑥, 𝑦  tales que 

 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏,  sea   ( , ) sup ( , ) : , .I x y L P P x y=   

En otro caso la definición de función ( , )I x y , se define ( , ) 0I x x =  y 

( , ) ( , )I x y I y x= −  si .a x y b    

Segundo paso: Probaremos que  
0

( , ) ( )
lim 0
h

I x x h x h

h


→

+ −
= . 

Prueba 

Por la Proposición 1 tenemos que  

(mín{𝜌(𝑡): 𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + ℎ}) ≤ 𝐼(𝑥, 𝑥 + ℎ) ≤ (máx{𝜌(𝑡): 𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + ℎ})ℎ,  

para 0h  . 

Por la continuidad de 𝜌 se tiene que 
0

( , )
lim ( )
h

I x x h
x

h


+→

+
= . 

Por otro lado, se tiene que 

(mín{𝜌(𝑡): 𝑥 − ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑥})ℎ ≤ 𝐼(𝑥 − ℎ, 𝑥) ≤ (máx{𝜌(𝑡): 𝑥 − ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑥})ℎ, 

para 0h  . 

Luego se tiene 

0 0 0

( , ) ( , ) ( , )
lim lim lim ( ).
h h h

I x x h I x h x I x h x
x

h h h


− − +→ → →

+ − + −
= = =  
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Tercer paso: Probaremos que ( , ) ( , ) ( , )I x z I x y I y z= + , si  .a x y z b     

Prueba 

Si 𝑐 y 𝑑 son números reales tal que  𝑎 ≤ 𝑐 < 𝑑 ≤ 𝑏 entonces, por la definición de 

𝐼(𝑐, 𝑑) se tiene que ( , ) ( , )L P I c d   y por la Proposición 1 se tiene que 

𝐼(𝑐, 𝑑) ≤ 𝑈(𝜌, 𝑃), para toda 𝑃 ∈ ℘[𝑐, 𝑑]. 

Sean 𝑥, 𝑦, 𝑧  tal que a x y z b     , sean 𝑃 ∈ ℘[𝑥, 𝑦] y 𝑄 ∈ ℘[𝑦, 𝑧], entonces 

se cumple que 

( , ) ( , ) ( , )L P I x y U P   ,     ( , ) ( , ) ( , )L Q I y z U Q   , 

( , ) ( , ) ( , )L P Q I x z U P Q   , ya que 𝑃 ∪ 𝑄 ∈ ℘[𝑥, 𝑧]. 

Por consiguiente, se tiene 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

L P L Q U P Q I x y I y z I x z

U P U Q L P Q

  

  

+ −  + −

 + −
                (1) 

De acuerdo con el Teorema 8, dado 𝜀 > 0 ,  es posible elegir las particiones 

𝑃 ∈ ℘[𝑥, 𝑦]  y 𝑄 ∈ ℘[𝑦, 𝑧] de manera que:  ( , ) ( , )
2

U P L P


 −   

y 

( , ) ( , )
2

U Q L Q


 −   

Como ( , ) ( , ) ( , )L P L Q L P Q  + =  y ( , ) ( , ) ( , )U P U Q U P Q  + = , de la 

desigualdad (1) se deduce que 

( , ) ( , ) ( , )I x y I y z I x z −  + −   

y por lo tanto    𝐼(𝑥, 𝑧) = 𝐼(𝑥, 𝑦) + 𝐼(𝑦, 𝑧). 
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Cuarto paso: Probaremos que 𝐼(𝑥, 𝑧) = 𝐼(𝑥, 𝑦) + 𝐼(𝑦, 𝑧) para 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

prueba 

Sean 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏] tales que 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑧 < 𝑦 ≤ 𝑏. 

Entonces 𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐼(𝑥, 𝑧) + 𝐼(𝑧, 𝑦).  

Como ( , ) ( , )I y z I z y= − se obtiene ( , ) ( , ) ( , ).I x z I x y I y z= +  

Los otros casos posibles se abordan de forma análoga.  

Comentario 19. El resultado general de existencia para la integral de Calvacante-

Todorov establece que, dada una función continua  , existe una única función 

I  que cumple con las propiedades aditiva y asintótica. Esta función se puede 

construir explícitamente usando la integral de  . 

Al combinar el Teorema 7 con el Corolario 1, obtenemos el siguiente teorema. 

Teorema 9. Toda función continua sobre el [𝑎, 𝑏]   𝜌: [𝑎, 𝑏] → ℝ es integrable 

Calvacante-Todorov sobre el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] y   

( ) ( ) ( ) ( ) .
b b

a a
CT t dt R t dt =   

Comentario 20. (Linealidad de la integral Calvacante-Todorov).  

Como sea demostrado que toda función continua tiene antiderivada, por lo tanto, 

una consecuencia del Teorema 9 es que, si f  y g  son funciones continuas y 

 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, entonces  

(𝐶𝑇) ∫ [𝛼 𝑓( 𝑡) + 𝛽 𝑔( 𝑡)]
𝑏∫ 𝑑 𝑡=𝛼[(𝐶𝑇) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏
𝑎 ]+𝛽[(𝐶𝑇) ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑏
𝑎 ]

𝑎
.  
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CAPÍTULO III 

MATERIALES Y MÉTODOS 

3.1. UBICACIÓN GEOGRÁFICA DEL ESTUDIO 

Esta investigación se llevó a cabo en la Facultad de Ingeniería Civil y 

Arquitectura, específicamente en la Escuela Profesional de Ciencias Físico-Matemáticas 

de la Universidad Nacional del Altiplano de Puno. 

3.2. PERÍODO DE DURACIÓN DE ESTUDIO 

La investigación se llevó a cabo durante tres semestres académicos hasta su 

finalización. 

3.3. PROCEDENCIA DEL MATERIAL UTILIZADO 

La investigación se basa en fuentes de información como textos de análisis 

matemático, con énfasis en artículos publicados en revistas científicas de matemáticas y 

repositorios de tesis de universidades con programas de matemáticas, donde se 

desarrollan y analizan las teorías de la integral de Riemann y la integral de Darboux. 

3.4. POBLACIÓN Y MUESTRA DEL ESTUDIO 

La investigación por ser de naturaleza teórica, descriptiva y no experimental no 

cuenta con una población determinada, menos con un tipo de muestra. 

3.5. DISEÑO ESTADÍSTICO 

Debido a la naturaleza de investigación, por ser teórica, descriptiva y no 

experimental, no cuenta con un diseño estadístico. 
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3.6. PROCEDIMIENTO 

Para determinar si la integral de Riemann y la integral de Darboux son 

equivalentes, primero se analizaron los conceptos de partición de un intervalo cerrado y 

las sumas inferiores y superiores de la integral de Calvacante-Tódorov en dicho intervalo 

[ ]a,b . Luego se construyó la integral de Riemann sin utilizar las sumas superiores. 

Finalmente, se generalizó la existencia de la integral de Calvacante-Tódorov. 

Posteriormente, se empleó la integral de Darboux para deducir las fórmulas de área, 

longitud de arco y volumen de sólidos de revolución. 

3.7. VARIABLES 

Las variables dependientes son la integral de Riemann y la integral de Darboux. 

mientras que la variable independiente es la equivalencia entre la integral de Riemann y 

la integral de Darboux, así como sus aplicaciones en el cálculo integral a través de la 

integral de Darboux. 

3.8. ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS 

La investigación obtuvo como resultados lo siguiente: 
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CAPÍTULO IV 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN  

4.1. RESULTADOS 

En este capítulo se expone el resultado principal de la tesis, que tiene como 

objetivo demostrar la equivalencia entre la integral de Riemann y la integral de Darboux, 

así como sus aplicaciones en los conceptos de área bajo una curva, longitud de arco y 

volumen de un sólido de revolución, utilizando la construcción de la integral de Darboux. 

A continuación, se exponen los principales hallazgos: 

4.1.1. El Teorema de la Equivalencia entre las definiciones formuladas por 

Riemann y Darboux. 

A continuación, se enuncia el teorema y se demuestra parte por parte en 

forma detallada 

Teorema 4.1. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua y sea [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ un 

intervalo cerrado y acotado. En ese entender, las condiciones sucesivas adquieren 

el carácter de equivalentes: 

i) La función f es integrable Riemann, 

ii) La función f  es integrable Darboux.  

Asimismo, en el caso de cumplir con una condición anterior, entonces se cumple: 

( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
Da f x dx Ri f x dx=   

Demostración 

Primeramente, demostraremos de (i) ⇒ (ii). 
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Para lo cual. Supóngase que la función f  es integrable Riemann. Esta parte de la 

demostración se llevará a cabo en dos etapas.  

Primera Etapa: Demostración de que la función f  es acotada 

Considerando 𝜀 = 1 en la definición 11 se obtiene que existe 0   tal   que si  

𝑃 = {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑛} es una partición del intervalo cerrado [𝑎, 𝑏], y además 

{𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛} ∈ [𝑎, 𝑏]  tal que  𝑐𝑖 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] y ‖𝑃‖ < 𝛿, entonces se tiene que 

1

1

( )( ) 1
n

i i i

i

f c t t A−

=

− −   

Consideremos una partición 𝑃0 = {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑁} en el intervalo cerrado [𝑎, 𝑏], 

cuya norma sea menor que  .  

Sea 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑥1], entonces se tiene que  

1

1

( )( ) 1
n

i i i

i

f x x x A−

=

− −   

y 

1 1

1

( )( ) ( )( ) 1
n

i i i

i

f x x a f x x x A−

=

− + − −   

Por consiguiente, se tiene que 

1 1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1

( ( ) ( ))( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1

2

n n

i i i i i i

i i

n n

i i i i i i

i i

n n

i i i i i i

i i

f x f x x a f x x a f x x x A f x x x A

f x x a f x x x A f x x x A

f x x a f x x x A f x x x A

− −

= =

− −

= =

− −

= =

− − = − + − − − − +

 
= − + − − − − − 

 

 − + − − + − −

 +



 

 

   
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De donde se deduce que  

1 1 1

1

2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x f x

x a
 + −  +

−
 

Si 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑥1]. 

Asimismo, se puede proceder en el resto de los intervalos de la partición, lo cual 

asegura que la función f  es acotada. 

Segunda Etapa: la función f satisface la condición del Teorema 3. Para lo cual 

consideremos. 

Sea 𝜀 > 0,  por la definición 11, existe una partición 𝑃 = {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑛} en el 

intervalo cerrado [𝑎, 𝑏], tales que si  {𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛} ∈ [𝑎, 𝑏] satisfacen 

 𝑐𝑖 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] entonces  

1

1

( )( )
3

n

i i i

i

f c t t A


−

=

− −   

Como 

𝑀𝑖 = 𝑠𝑢𝑝{𝑓(𝑥): 𝑡𝑖−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑡𝑖}  y  𝑐1 ∈ [𝑡0, 𝑡1], 𝑐2 ∈ [𝑡1, 𝑡2], ⋯ , 𝑐𝑛 ∈ [𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛] 

son arbitrarios se tiene que 

     1 1 1 0 1 2 1 2 1

1 1

( , ) ( ) sup ( )( ) : , , , , , ,
n n

i i i i i i n n n

i i

U f P M t t f c t t c t t c t t c t t− − −

= =

 
= − = −    

 
   

por lo tanto  

( , )
3

U f P A


−   

En forma análoga se obtiene  

( , )
3

L f P A


−  . 
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Por consiguiente   

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
3 3

U f P L f P U f P A A L f P
 

−  − + −  +   

Finalmente demostraremos que (ii) ⇒ (i), para la demostración consideremos 

lo siguiente. 

Supóngase que la función f  es integrable Darboux.  

Teniendo en cuenta el Lema 2 existe 0   tal que si 𝑃 es una partición del 

intervalo cerrado [𝑎, 𝑏] y ‖𝑃‖ < 𝛿, entonces  

( , ) ( , )U f P L f P −   

 Sea 𝑃 = {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑛} una partición de [𝑎, 𝑏] tal qué ‖𝑃‖ < 𝛿  y sean si 

{𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛} ∈ [𝑎, 𝑏] tales que 𝑐𝑖 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] entonces  

0 ( , ) ( ) ( )
b

a
U f P D f x dx  −  ,       0 ( ) ( ) ( , )

b

a
D f x dx L f P  −   

y 

1

1

( , ) ( )( ) ( , )
n

i i i

i

L f P f c t t U f P−

=

 −   

Por consiguiente, se tiene 

1

1

( )( ) ( ) ( )
n b

i i i
a

i

f c t t D f x dx −

=

− −    

 de donde se concluye que la función f  es integrable Riemann y que  

( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
D f x dx R f x dx=  . 
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Comentario 20. Las integrales de Riemann y Darboux representan dos enfoques 

fundamentales para la integración en análisis matemático, ofreciendo maneras 

alternativas de calcular el área bajo una curva. A pesar de sus diferencias en la 

formulación y en el procedimiento de aproximación, ambos métodos han 

demostrado ser equivalentes en términos de su capacidad para calcular la misma 

integral para funciones continuas en un intervalo cerrado. Este teorema de 

equivalencia no solo fortalece nuestra comprensión teórica de la integración, sino 

que también unifica dos perspectivas históricamente importantes en el análisis 

integral 

4.1.2. Aplicaciones de la integral de Darboux en las definiciones teoremas de 

área bajo una curva, la longitud de arco y el volumen de un sólido de 

revolución en cálculo integral. 

En este trabajo investigación, se emplea la investigación de Calvacante y 

Todorov titulada "A lost theorem: definite integrals in an asymptotic setting". La 

integral de Darboux se utiliza en el cálculo de áreas, longitudes de arco y 

volúmenes de sólidos de revolución mediante el uso de sumas inferiores y 

superiores. A continuación, se detallan cómo las definiciones, propiedades y 

teoremas relacionados con la integral de Darboux se aplican en cada uno de estos 

contextos, para estos consideramos que la función f  es continua en [𝑎, 𝑏]  la 

integral de la función f sobre [𝑎, 𝑏] se denotará por ( )
b

a
f x dx  y además se utiliza 

la Definición 14. con el propósito para presentar la integral de una manera más 

intuitiva, sencilla y comprensible. 
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4.1.2.1. Área bajo una curva en la integral de Darboux 

A continuación, se detalla cómo la integral de Darboux en la definición del 

área bajo una curva. 

Definición 4.1.  Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua en el intervalo 

cerrado [𝑎, 𝑏] tal que ( ) 0f x  , ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].  Si 𝐴: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ es 

una función de dos variables que satisface las propiedades 

a) 𝐴(𝑥1, 𝑥2) + 𝐴(𝑥2, 𝑥3) = 𝐴(𝑥1, 𝑥3),  1 2 3 , , ,x x x a b   

b) 𝐴(𝑥, 𝑥 + ℎ) = ±𝑅(𝑥, 𝑥 + ℎ) + 𝑜(ℎ) cuando 0h →  , ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],  

donde 𝑅(𝑥, 𝑥 + ℎ) representa el área del rectángulo con vértices 

(𝑥, 0); (𝑥 + ℎ, 0); (𝑥 + ℎ, 𝑓(𝑥)) y (𝑥, 𝑓(𝑥)) entonces  𝐴(𝑎, 𝑏) es 

denominado el área bajo la curva ( )y f x= en el intervalo cerrado 

[𝑎, 𝑏]. 

La definición 4.1. esta ilustrada y justificada intuitivamente en la figura 2.  

Figura 2  

 Área bajo una curva en la integral de Darboux 
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Comentario 21. La integral de Darboux ofrece un enfoque estructurado 

para definir y calcular el área bajo una curva en el cálculo integral. A 

continuación, se detalla el teorema correspondiente 

Teorema 4.2. Si 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ es una función continua en el intervalo 

cerrado [𝑎, 𝑏] tal que ( ) 0f x  , ∀ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Entonces existe 𝐴(𝑎, 𝑏), el 

área bajo la curva  𝑦 = 𝑓(𝑥)  en  el intervalo en el intervalo cerrado   [𝑎, 𝑏].     

Además 𝐴(𝑎, 𝑏)  es  única y  𝐴(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 

Demostración 

Para la demostración se considera lo siguiente 

Como 𝑅(𝑥, 𝑥 + ℎ) = 𝑓(ℎ)|ℎ|, la función 𝐴 debe satisfacer 

𝐴(𝑥, 𝑥 + ℎ) = ±𝑅(𝑥, 𝑥 + ℎ) + 𝑜(ℎ) = ±𝑓(𝑥)|ℎ| + 𝑜(ℎ) = 𝑓(𝑥)ℎ + 𝑜(ℎ),

0h→ . 

Por otro lado, tenemos que 𝐴(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 entonces 

𝐴(𝑥, 𝑥 + ℎ) = 𝑓(𝑥)ℎ + 𝑜(ℎ) para 0h→  

Cuando  0h +→  se tiene 

𝐴(𝑥, 𝑥 + ℎ) = 𝑓(𝑥)ℎ + 𝑜(ℎ) = 𝑓(𝑥)|ℎ| + 𝑜(ℎ) = 𝑅(𝑥, 𝑥 + ℎ) + 𝑜(ℎ). 

Como 𝐴(𝑥, 𝑥 + ℎ) = −𝐴(𝑥, 𝑥 + ℎ), para 0h −→  se tiene  

𝐴(𝑥, 𝑥 + ℎ) = −𝐴(𝑥, 𝑥 + ℎ) = −𝑓(𝑥)ℎ + 𝑜(ℎ) = 𝑓(𝑥)|ℎ| + 𝑜(ℎ) 

                          = −𝑅(𝑥, 𝑥 + ℎ) + 𝑜(ℎ).  

por la definición de integral de Calvacante-Todorov (Definición 14) y el 

resultado de unicidad obtenido en el Lema 5. Se obtiene 

𝐴(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

por consiguiente 𝐴(𝑎, 𝑏) es única y 
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𝐴(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

Comentario 22. La integral de Darboux ofrece un enfoque estructurado 

para definir y calcular el área bajo una curva en el cálculo integral. Este 

método se basa en sumas inferiores y superiores que proporcionan 

aproximaciones claras y precisas del área.  

4.1.2.2. La Longitud de arco en la integral de Darboux 

A continuación, se detalla cómo la integral de Darboux en la definición de 

la longitud de arco de una curva. 

Definición 4.2. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función diferenciable y con una 

derivada continua. Si 𝐿: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ es una función en dos 

variables que satisface las propiedades 

a) ( ) ( ) ( )1 2 2 3 1 3, , ,L x x L x x L x x+ = ,  1 2 3 , , ,x x x a b   

b) 𝐿(𝑥, 𝑥 + ℎ) = ±𝐷(𝑥, 𝑥 + ℎ) + 𝑜(ℎ) cuando 0h →  ,   ,x a b  ,  

donde ( ),D x x h+  representa la distancia euclidiana entre los puntos 

( ) ( ), ( )  y , ( )x f x x h f x h+ + , entonces el número ( ),L a b  se 

denomina Longitud de Arco de la curva ( )y f x=  entre los puntos  

( ) ( ), ( )  y , ( )a f a b f b . 

La definición anterior puede ser desglosada en pasos más simples para 

facilitar su comprensión: 

Se supondrá que h  es positivo y que  ( )f t  es positivo y   ,t x x h + . 
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Figura 3 

 Longitud de arco en la integral de Darboux 

 

La figura 3 sugiere bajo ciertas condiciones de regularidad, que 

( ),L x x h+ esté acotado inferiormente por ( ),D x x h+  y superiormente, 

debido a la longitud del segmento que une los puntos 

( ) ( ), ( )  y , ( ) ( )x f x x h f x f x h+ +   más la longitud del segmento que junta 

los puntos ( ) ( ), ( ) ( )  y , ( ) .x h f x f x h x h f x h+ + + +   

Por consiguiente, se tiene 

( ) ( )  
22, , ( ) ( ) ( ) ( )D x x h L x x h h f x h f x h f x f x h +  +  + + + − −  

cómo ( ) ( ) ( ) ( )f x h f x f x h o h+ − − =  se obtiene 

( ) ( )   ( )
220 , , ( ) ( ) ,L x x h D x x h h f x h o h D x x h + − +  + + − + . 

Por otro lado 
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( )  

 

 

 

22

22

2
22

2

2
2

2

, ( ) ( )

( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )
1 ( )

2 ( ) ( ) ( )
1 ( )

D x x h h f x h f x

h f x h o h

f x o h h o h
h f x

h h

f x o h h o h
h f x

h h

+ = + + −

= + +

   
= + + +     

  
= + + +  

 

 

de donde se concluye que ( ) ( ), ,L x x h D x x h+ − +  está acotado 

superiormente por: 

   
2

2 2

2

2 ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( ) 1 ( )

f x o h h o h
h f x o h h f x

h h

  
 + − − + + +  

 
 

y por consiguiente    
( ) ( ), ,L x x h D x x h

h

+ − +
  tiende a 0 , sí 0h +→ . 

A partir de la definición de la longitud del arco, se obtiene el siguiente 

teorema. 

Teorema 4.3. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función diferenciable tal que f (x)¢  

es continua en el intervalo cerrado [ ]a,b . Entonces existe 𝐿(𝑎, 𝑏), la 

longitud de arco de la curva ( )y f x= en el intervalo [𝑎, 𝑏]. Además 

𝐿(𝑎, 𝑏) es única y está dado por ( )  
2

, 1 ( )
b

a
L a b f x dx= +  

Demostración. 

Para la demostración consideremos la diferencial de la curva  ( )y f x= . 

Sea ( ) ( ),y f x x h f x = + − , entonces ( ) ( ),y f x h o h = − cuando 

0.h→  

Se debe tener en cuenta la función L  debe cumplir 
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( ) ( )  

 

 

     

 
 

22

2

2
2

2

2

2 2 2

2

2

, , ( ) ( )

( ) ( )
1 ( )

2 ( ) ( ) ( )
1 ( ) ( )

( )
1 ( ) ( )

( )
1 ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )

( )

1 ( )
( )

1 ( )

L x x h D x x h o x h y o h

f x h o h
h o h

h

f x o h h o h
h f x o h

h h

o h
h f x o h

h

o h
h f x f x f x o h

h

o h

hh f x
o h

f x
h

+ =  + + =  +  +

 − 
=  + + 

 

  
= + + + + 

 

= + + +

 
  = + + + + − + + 

 

= + +

+ + +  

 

 

 

2

2

2

2

( )

1 ( )

( )
1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )

o h

f x

o h
h f x o h

h

h f x o h o h

h f x o h

 
 
 

+
  
 + 
   

 
= + + + 

 

= + + +

= + +

  

 Por otro lado, si ( )  
2

, 1 ( )
b

a
L a b f x dx= +  

Por lo tanto  

( )  
2

, 1 ( ) ( )L x x h h f x o h+ = + + , cuando 0h→  

Debido a la definición integral de Calvacante-Todorov (Definición 14) y 

el resultado de la unicidad obtenido en el Lema 5 se tiene que 

( )  
2

, 1 ( )
b

a
L x y f t dt= +  

entonces ( ),L a b es única y 

( )  
2

, 1 ( )
b

a
L a b f t dt= +  
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Comentario 23. La longitud de arco de una curva, utilizando la integral 

de Darboux, adaptando la metodología de sumas inferiores y superiores 

para aproximar la longitud de la curva mediante particiones finas. 

4.1.2.3. El volumen de un sólido de revolución en la integral de 

Darboux 

A continuación, se detalla una justificación de la fórmula para el 

volumen de un sólido de revolución. La explicación se basa en el método 

de las conchas cilíndricas, un concepto fundamental del cálculo elemental. 

Definición 4.3. Sean 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ con 0 a b   y sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una 

función continua tal que ( ) 0f x  ,   ,x a b  . 

Si 𝑉: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → ℝ una función de dos variables que cumpla las 

siguientes dos propiedades 

a) 𝑉(𝑥1, 𝑥2) + 𝑉(𝑥2, 𝑥3) = 𝑉(𝑥1, 𝑥3), ∀ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

b) 𝑉(𝑥, 𝑥 + ℎ) = ±𝑈(𝑥, 𝑥 + ℎ) + 𝜎(ℎ) cuando 0h →  ,    ,x a b  ,  

donde ( ),U x x h+  es el volumen del solido de revolución obtenida al rotar 

el rectángulo con vértices ( ) ( ) ( )( ,0);  ,0 ; , ( )  y , ( )x x h x h f x x f x+ + , 

alrededor del eje Y   (ver la figura 4), entonces el número ( ),V a b  se 

denomina volumen del solido de revolución alrededor del eje Y  en la 

región 0 ( ),  con   0y f x a b    . 

La definición 4.3. se puede justificarse intuitivamente de la siguiente 

manera: 

Para simplificar los argumentos se supondrá que h  es positivo y que f  es 

creciente en el intervalo  ,x x h+ . 
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La diferencia entre el volumen ( ),V x x h+  del solido obtenido al rotar 

alrededor del eje Y  la región definida por 

{(𝑡, 𝑦): 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑡),   𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + ℎ} 

y el volumen 𝑈(𝑥, 𝑥 + ℎ) de la concha cilíndrica que corresponde a rotar 

alrededor del eje Y  la región 

{(𝑡, 𝑦): 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥),   𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + ℎ} 

se puede acotar por el volumen obtenido al rotar alrededor del eje Y  la 

región definida por 

{(𝑡, 𝑦): 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑓(𝑥 + ℎ),   𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + ℎ}. 

Por tanto, el volumen de este último solido estará dado por 

𝜋[(𝑥 + ℎ)2 − 𝑥2][𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)]. 

realizando las operaciones y usando 

 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)ℎ + 𝜎(ℎ), cuando ℎ → 0  

se obtiene 

 

 

2( , ) ( , ) (2 ) ( ) ( )

(2 ) ( ) ( )

V x x h U x x h xh h f x h h

h x h f x h h

 

 

+ − + = + +

= + +
 

de donde se deduce que 

( ) ( ), ,V x x h U x x h

h

+ − +
 

tiende a 0  si 0h +→ . 

A continuación, se tiene el grafico del volumen de un sólido de revolución 

en la integral de Darboux. 
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Figura 4 

 Volumen de un sólido de revolución en la integral de Darboux 

 

Como consecuencia de la definición de volumen de un sólido de 

revolución, obtenemos el siguiente resultado: 

TEOREMA 4.4. Sea 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ una función continua de modo que 

𝑓(𝑥) ≥ 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  y 0 ≤ 𝑎 < 𝑏. Entonces existe 𝑉(𝑎, 𝑏), el volumen del 

solido de revolución alrededor del eje 𝑌 de la región 

0 ( ),  0y f x a b    . Además 𝑉(𝑎, 𝑏), es único y está dado por  

𝑉(𝑎, 𝑏) = 2𝜋 ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Demostración. 

Para la demostración del teorema 4.4. se tiene la siguiente consideración.  

El volumen de la concha cilíndrica es 

𝑈(𝑥, 𝑥 + ℎ) = |𝜋(𝑥 + ℎ)2 − 𝜋𝑥2|𝑓(𝑥) 

Por consiguiente, debe cumplirse 
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2 2

2

2

( , ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( )

(2 ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( )

2 ( ) ( ),   0.

V x x h U x x h o h

x h x f x o h

xh h f x o h

xf x h f x h o h

xf x h o h

xf x h o h h

 



 





+ =  + +

=  + − +

=  + +

=  + +

=  +

= + →

 

De nuevo, debido a la definición de la integral de Calvacante-Todorov 

(Definición 14) y el resultado de la unicidad en el Lema 5 se tiene que 

( , ) 2  ( ) .
y

x
V x y t f t dt=   

entonces 𝑉(𝑎, 𝑏) es único y el volumen es 

( , ) 2  ( ) .
b

a
V a b x f x dx=   

Comentario 24. La integral de Darboux se adapta para calcular el 

volumen de un sólido de revolución de una curva. Este método utiliza las 

sumas inferiores y superiores para aproximar el volumen de sólidos 

generados por la rotación de una función continua alrededor de un eje.  

4.2. DISCUSIONES 

Según el artículo de Bernhard Riemann de 1854, la integral Riemann fue la 

primera definición precisa de la integral de una función en un intervalo de un subconjunto 

de ℝ. La integración numérica se utilizó para evaluar la integral de Riemann. Sin 

embargo, la integral de Darboux fue creada por Jean Gastón Darboux en 1875, pero no 

es adecuada para propósitos teóricos. Se encuentra en varios textos el enfoque integral de 

Darboux, pero no se explica como tal; solo se indica la denominación integral o integral 

de Riemann utilizando el procedimiento de Darboux. La siguiente es la idea fundamental: 
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Se trata de establecer el área bajo una función acotada en un intervalo cerrado, 

dividir el intervalo en subintervalos y establecer dos rectángulos para cada subintervalo, 

uno con la altura del supremo de la función y otro con la altura del ínfimo de la función 

en cada subintervalo, si conseguimos establecer una coincidencia entre la suma de los 

rectángulos con altura y otro con la altura del ínfimo de la función en cada subintervalo. 

En resumen, la integral de Riemann y la integral de Darboux son equivalentes en su 

construcción y definición.  
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V. CONCLUSIONES 

En los siguientes párrafos se presentan las conclusiones del estudio. 

PRIMERA: La integral de Darboux en cada subintervalo encuentra el ínfimo y el 

supremo que desempeña la función en el subintervalo correspondiente. A 

continuación, analiza las áreas del rectángulo inferior y del rectángulo 

superior; mientras la integral de Riemann toma un nodo con el fin de que 

la función evaluada en dicho nodo sea una aproximación de la altura 

promedia del rectángulo, cuya área aproxima la altura de la función en 

dicho subintervalo. 

SEGUNDA:  Al demostrar el teorema 5 que ambas integrales son equivalentes, se 

constata que una función es Riemann-integrable y una función es 

Darboux-integrable.  Asimismo, Ambas comienzan haciendo una 

partición del intervalo de integración, teniendo en cuenta la suma de las 

áreas de los rectángulos que aproximan la integral. 

TERCERA: En las aplicaciones utilizando la integral de Darboux para la demostración 

de los teoremas de área bajo una curva, la longitud de arco y el volumen 

de un sólido de revolución son más intuitivos y comprensibles sin utilizar 

las sumas de Riemann. 
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VI. RECOMENDACIONES 

El trabajo de investigación considera pertinente realizar las siguientes recomendaciones: 

PRIMERA:  En este estudio se aplicó en el estudio de la equivalencia de la integral de 

Riemann y la integral de Darboux y su aplicación en cálculo integral. Se 

recomienda estudiar La integral de Riemann, y la integral Lebesgue y la 

integral de Henstock-Kurzweil y sus aplicaciones.  

SEGUNDA: Se sugiere, a la Escuela Profesional de Ciencias Físico Matemáticas de la 

UNA-Puno y a las escuelas profesionales de ingenierías de las otras 

universidades, adoptar también la enseñanza en la parte de aplicaciones 

con el método de la integral de Darboux. 

TERCERA: Se recomienda estudiar aplicaciones. Así por ejemplo para trabajo, presión 

y centro de masa con la integral de Darboux. 
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