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RESUMEN

En la presente investigacion titulado ‘‘Aplicacion del Teorema Fundamental de
Superficies Regulares en la Ecuacion de Sine-Gordon’’ ,se mencionan conceptos de la
teoria local de superficies regulares la cual se analiza propiedades geométricas asi, como
por ejemplo , superficie, subconjunto que esta inmerso en R3, plano tangente, conjunto
de todo los vectores tangente, la primera forma fundamental la cual tiene la cualidad de
efectuar geometria sobre la superficie, orientabilidad, la aplicacion de gauss, la segunda
forma fundamental que permite estudiar la relacion entre la superficie y el espacio en el
que esta contenida, lineas de curvatura ,lineas asintéticas como también ,las formulas de
Gauss y de Weingarten, formulas importantes que ayudan a obtener las ecuaciones de
Gauss Codazzi —Mainardi , llamados ecuaciones de compatibilidad y el teorema
Egregium de Gauss herramientas fundamentales , con el objetivo de aplicar el teorema
fundamental de superficies regulares en la ecuacion de Sine-Gordon , dicha ecuacion
garantiza la existencia de una superficie con curvatura gaussiana negativa constante,
Ilamado superficie de soliton, para ello se utiliza el método deductivo, se realizd revision
bibliogréfica y el disefio descriptivo la cual responde los objetivos. Como resultado se
tiene la construccién de superficies de soliton, asi también con las transformaciones de
Backlund se obtiene soluciones de dicha ecuacion, la solucion estd relacionada

especificamente con la superficie Pseudoesfera.

Palabras Claves: Aplicacion, Teorema Fundamental de Superficies Regulares,
Ecuacion de Sine — Gordon.
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ABSTRACT

In the present investigation entitled ~~ Application of the Fundamental Theorem of
Regular Surfaces in the Sine-Gordon Equation ", concepts of the local theory of regular
surfaces are mentioned, which analyzes geometric properties such as, for example,
surface, subset that is immersed in R3, tangent plane, set of all tangent vectors, the first
fundamental form which has the quality of effecting geometry on the surface,
orientability, the application of gauss, the second fundamental form that allows studying
the relationship between the surface and the space in which it is contained, lines of
curvature, asymptotic lines as well as the Gauss and Weingarten formulas, important
formulas that help to obtain the Gauss Codazzi —Mainardi equations, called compatibility
equations and the Egregium theorem Gaussian fundamental tools, with the aim of
applying the fundamental theorem of regular surfaces in the equation d e Sine-Gordon,
this equation guarantees the existence of a surface with constant negative Gaussian
curvature, called the soliton surface, for this the deductive method is used, a bibliographic
review and the descriptive design was carried out which answers the objectives. As a
result, we have the construction of soliton surfaces, so also with the Backlund
transformations solutions of this equation are obtained, the solution is specifically related

to the Pseudosphere surface.

Key Words: Application, Fundamental Theorem of Regular Surfaces, Sine - Gordon

Equation.
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CAPITULO |
INTRODUCCION

La ecuacion de Sine-Gordon es una ecuacion diferencial parcial que aparece en la
geometria diferencial, fue introducido originalmente por Edmond Bour ( 1862 ) en el
curso del estudio de superficies de curvatura negativa constante como la ecuacion de
Gauss-Codazzi para superficies de curvatura K = —1 en el espacio.La ecuacion tiene
grandes aplicaciones en la fisica del estado solido, Optica no lineal, entre otras. Su
importancia radica en que tiene soluciones denominadas solitones. Los solitones fueron
observados por primera vez en el mes de agosto del afio de 1834, cuando Scott Russell
paseaba por el canal de Edimburgo (Inglaterra) y observo que al detenerse de golpe la
barcaza, se desprendié una gran onda de agua en la proa de la nave que avanzo varios

kildbmetros sin cambiar su forma. A este fenémeno lo llamé gran onda de traslacion.
Este trabajo de investigacion presenta los siguientes capitulos:
En el capitulo I, presenta el planteamiento de la investigacion, el problema de
investigacion, los objetivo general y especificos.

En el capitulo I1, el marco tedrico de la investigacion referido a la teoria de local
de superficies regulares entre los que se tiene: definiciones, proposiciones, teoremas,
lemas y algunos ejemplos. Y también se aborda el marco conceptual, los antecedentes de

la investigacion

En el capitulo 11, presenta la metodologia de investigacion que es de tipo basico

tedrico fundamental y disefio descriptivo.

11
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En el capitulo IV, presenta el resultado de investigacidn que consta Construccién
de superficies de solitdn, Transformacién de Backlund y Superficie de Soliton, Sine-

Gordon y superficie Pseudoesferica.

Finalmente se presenta las conclusiones y recomendaciones de investigacién

siempre
teniendo en cuenta los objetivos de la investigacion.

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En Geometria diferencial clésica, uno de los resultados fundamentales es el
teorema fundamental de superficies regulares, nos dice que dos formas fundamentales
que satisfacen las ecuaciones de Gauss y Codazzi-Mainardi llamados ecuaciones clasicas
de compatibilidad determinan una superficie en el espacio R3, hasta un movimiento
rigido

; en la presente investigacion se analiza propiedades geométricas del teorema
fundamental de superficies regulares la cual consiste en la Primera Forma Fundamental
que es la métrica inducida en planos tangentes de S, es decir, que tiene la cualidad de que
con ella podemos efectuar geometria sobre la superficie y podemos hacer medidas de los
objetos que estan contenidos en la misma (medir longitudes, angulos y areas).

La Segunda Forma Fundamental, es el objeto que permite estudiar la relacién que
existe entre una superficie y el espacio en el que estd contenida dicha superficie. Asi
también las ecuaciones de Gauss y Codazzi-Mainardi , es un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden que involucra seis funciones ,llamados
ecuaciones de compatibilidad y el teorema Egregium gauss que indica que la curvatura
gaussiana de Gauss solo dependen de los coeficientes de la primera forma fundamental,

herramientas indispensables para obtener la ecuacion Sine-Gordon (Teorema 2.1.21.1).

12
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La ecuacion de Sine-Gordon es una Ecuacion Diferencial Parcial no lineal de
segundo orden , modela un fendmeno de la naturaleza donde ® = ®(x,t) representa un
campo .En coordenadas del espacio-tiempo (R) denotadas por (x,t), la ecuacioén dada

por
D, — Dy =sen ®

Donde @, y @, indican derivadas parciales con respecto a los parametros de x

y t. Esta ecuacidn puede ser transformado bajo el siguiente cambio de coordenadas:

x-t
u=— | v=—
2
en la ecuacién toma la forma

D, = sen®

Esta es la forma original de la ecuacion Sine-Gordon. Se elige un sistema de
coordenadas para dicha superficie en el que la malla de coordenadas u = constante, v =
constante viene dada por las lineas asintoticas parametrizadas con respecto a la longitud
de arco. La primera forma fundamental de la superficie en estas coordenadas tiene una
forma especial (2.50) donde w expresa el angulo entre las lineas asintoticas, y para
la segunda forma fundamental ,e = g =0 (2.51). Entonces, la ecuacion de Codazzi-
Mainardi que expresa una condicion de compatibilidad entre la primera y la segunda
forma fundamental , la ecuacion del teorema Egregium (2.49) da como resultado la

ecuacion de Sine-Gordon. (2.52)

Wyy = —Ksen w

donde K indica la curvatura gaussiana negativa constante. La ecuacion de Sine-
Gordon es una condicion que garantiza la existencia de una superficie en R3 llamado

superficie de soliton.

13
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Por ultimo con las herramientas de las ecuaciones de las transformaciones de
Backlund genera solucién de soliton de la ecuacién Sine-Gordon resolviendo un par de
ecuaciones diferenciales ordinarias, debemos recalcar que dichas transformaciones
relacionan las soluciones de la ecuacion Sine — Gordon, particularmente, dicha solucion
esta relacionada con la superficie con curvatura constante negativa, llamada superficie
Pseudoesferica.

De manera general un soliton esta caracterizado de la siguiente forma. Desde el
punto de vista matematico los solitones son soluciones a ecuaciones diferenciales
parciales no lineales que tienen las caracteristicas de ser localizadas y robustamente
estables. Por otro lado, fisicamente son ondas que se propagan en medios no lineales que
preservan su formay que cuando interaccionan con otros solitones son transparentes entre

s

Sl

1.2.  FORMULACION DEL PROBLEMA

En la presente investigacion se plantea, responder la siguiente interrogante:

¢Como es la aplicacién del teorema fundamental de superficies regulares en la

ecuacion de Sine-Gordon?

1.3.  HIPOTESIS DE LA INVESTIGACION.

Teorema Fundamental de Superficies Regulares en la Ecuacion de Sine-Gordon.
1.4.  JUSTIFICACION DEL ESTUDIO

El teorema fundamental de las superficies regulares, uno de los resultados mas
importantes de la geometria diferencial se basa en una condicion de compatibilidad para
ecuaciones diferenciales ordinarias iniciales en dos variables independientes ,utilizando

las herramientas de geometria diferencial en las ecuaciones diferenciales parciales no

14
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lineales se pueden encontrar soluciones analiticas ,en particular las soluciones ecuacion
Sine-Gordon .Asi, el informe final de trabajo de investigacion servird como material de
consulta a quienes se interesen y planteen problemas con el objeto de aplicacion del
Teorema Fundamental de la Teoria Local de Superficies , ya sea por motivos de obtencion

de mayor conocimiento o aplicacion a otras areas del conocimiento.

1.5. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.5.1. Objetivo General
e Aplicar el teorema fundamental de superficies regulares en la ecuacion de

Sine-Gordon.

1.5.2. Objetivos Especificos

e Analizar y describir los conceptos de la teoria local de superficies regulares.

e Construir superficies de soliton.

e Utilizar las transformaciones de Backlund para obtener una solucion soliton
de Sine-Gordon.

e Encontrar la relacion existente entre la solucion de la ecuacién Sine-Gordon

y la superficie Pseudoesferica.

15
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CAPITULO I
REVISION DE LITERATURA

En este capitulo presentaremos un resumen de los resultados basicos necesarios
para el desarrollo de los capitulos siguientes, abordaremos algunos conceptos a cerca de
superficies regulares , superficie parametrizada regular , plano tangente ,formas
fundamentales, curvatura normal, curvatura Gaussiana, curvatura Media, lineas de
curvatura, lineas asintdticas ,ecuaciones de compatibilidad, simbolos de Christoffel,
teorema de Gauss, Teorema Fundamental de Superficies, ecuacion de Sine-Gordon
transformacion de Backlund, superficies Pseudoesfericas .

2.1. MARCO TEORICO

2.1.1. SUPERFICIE REGULAR

Definicion 2.1.1.1 Un subconjunto no vacio S < R3 es una superficie regular si, para
todo p € S, existen un abierto U en R? , un entorno V de p en S y una aplicacion

X:U - R3 tales que:
S1) X(U) =V yX:U - RS3 es diferenciable en el sentido ordinario,

S2) X:U -V es un homeomorfismo, (es decir, la inversa X~1:V - U también es

continua)
S3) para todo g € U . la diferencial dX,: R* — R? es inyectiva.

La aplicacion X se llama parametrizacion, carta o sistema de coordenadas. El entorno

IV se llama entorno coordenado. (Do carmo, 1995, pag. 64) .

Observacion 2.1.1.1.1 ;Qué significan las condiciones anteriores? (Véase figura 1)

16
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i°) La aplicacion X:U — V es diferenciable. Esto significa que si escribimos
X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), las funciones x, y, z: U — R son derivables
con derivadas continuas de todos los drdenes.

ii°) Al decir que V' es un entorno de p en el subconjunto S con la topologia relativa,
queremos decir que existe un abierto W de R3 talque V. =W n S.

iii°)A diferencia de las curvas, (como una aplicacion), una superficie es un
subconjunto de R3 con unas propiedades muy especiales.

iv®) La condicion S1) nos permite asegurar que la superficie S es suave en el sentido
de que no tiene aristas ni vértices.

v°) Con la condicidn S2) se evita que la superficie S tenga autointersecciones. esto es
muy importante con vistas a conseguir unicidad a la hora de definir un plano
tangente a la superficie en un punto.

vi®) La condicion S3) es esencial para asegurar la existencia del plano tangente en
todos los puntos de S .Es una hipotesis similar a que a’(t) # 0 en el caso de una

curva regular.

X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))

Figura 1. Definicion de Superficie Regular

17
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Indaguemos un poco mas de S3). ;como podemos interpretarla? Dada una
parametrizacion X: U — V', su diferencial en un punto q de U es la aplicacién dX,: R* —

R3 dada por

a—x(q) a—x(q)
Ou™"" ov % (@) %(q)

F 9

dX,(v) = JX g, (2)= %(q) %(q) (2)= (@ y(@) (2)
. Py z,(q)  zy(q)
%(CI) %(Q)

Para cada vector v = (vy,v,) de R* . al ser dX, un a aplicacion lineal, esta queda

completamente determinada si sabemos como actla sobre los vectores de una base. Asi,

vamos a escribir

0
Xu0) = 5 (@) = dXyer) = (6 (@), 900D, 2 (@),

ax
X,(q) = - (q) = dXq(ep) = (x0(@), ¥(@), z,(@)).

€3 Xu(“Oa Vo )

€1

Figura 2. Vectores de una base.

Por tanto, la condicion de que dX, sea inyectiva es equivalente que el rango de la matriz
jacobiana JX 4 sea maximo, es decir, que rg(JX4) = 2. Esto es lo mismo que exigir

que los vectores {X,(q), X, (q)} son linealmente independientes, hecho que nos va a

asegurar la existencia de un plano tangente.
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La diferencial de X puede verse de modo alternativo. Dada una curva
parametrizada e : (—&, ) » R? tal que @(0) = qy a’(0) = v, podemos tomar la curva
en la superficie B =Xoa:(—g¢&)—>S , para la cual B(0) = X(a(0)) = X(q).

Aplicando la regla de la cadena se tiene

d
B O =Xow)(0) =7 (Xoa)t) = dXyo) (@ (0) = dX, ().

t

(—es€) R*

X
B=Xo«

L
S C R3

Ejemplo 2.1.1.1.1 (El plano) Sea IT el subconjunto de R dado por
M= {(x,y,z) ER® : ax+by+cz=d}

Donde a, b, ¢ no se anulan simultdneamente, sin pérdida de generalidad, suponemos que

¢ # 0 ; entonces, podemos despejar la coordenada z como

(d —ax — by)
z= . :

Tomamos ahoraU = R? , V =11, yseaX:U — V laaplicacion dada por

d—au—bv}

X(u,v) = {u v, .

Entonces se tiene claramente que:

i.- X esdiferenciable pues es lineal.
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ii.- X LI - U eslaproyeccion ortogonal sobre el plano z = 0, que es claramente
continua, y por tanto, X es un homeomorfismo.
iii.-  Los vectores X, =(1,0,—a/c) y X,=(0,1,-b/c) son linealmente

independientes, y en consecuencia dX, es inyectiva para todo q.
2.1.2. Criterios practicos para la determinacion de superficie regular

Proposicion 2.1.2.1 (Criteriol:Grafos) f:U — R una funcion diferenciable con U c

R? abierto . Entonces el conjunto formado por

G(f) = {(u, v, f(u, v)): (u,v) en U}

Es una superficie regular de R3 . En otras palabras, cualquier grafo de una funcién

diferenciable es una superficie regular.

Proposicion 2.1.2.2 (Criterio2: Valores regulares) Sean f:V ¢ R3 — R una funcién
difernciable y a un valor regular de f (es decir, df, es sobreyectiva para todo p €
f~Y(a)). Entonces S = f~1(a). Es una superficie regular de R?, denominada superficie
de nivel.

Ejemplo 2.1.2.2.1 (El elipsoide) consideremos el subconjunto de R3 dado por

2

2 2
x> y* z
E={(x,y,z)ER3: ?+ﬁ+ﬁ=1}

Para probar que se trata de una superficie regular, definimos f: R®> - R como

x2 yZ Z2
f(x,y,z) =;+b—2+c—2

buscamos los puntos criticos. Para ello observemos que

2x 2y 2z
fx=ﬁ: x=b_2' x=c_2
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Por lo que (x,y,z) es el punto critico de f si y solo si, (x,y,z) = (0,0,0).Calculamos
ahora los valores criticos correspondientes a dicho punto critico, obteniendo £(0,0,0) =
0 en consecuencia, a = 0 es el Unico valor critico de f. Para todo a # 0 tendremos que
f~1(a) es una superficie regular; en particular, a = 1, obtenemos que el elipsoide E =

f£71(1) es una superficie regular.

Ejemplo 2.1.2.2.2 (Paraboloide eliptico y el plano) La ecuacion
X=wW+v)e +u—v)e, + (u?+v?)e;
es una superficie regular.

En efecto, X define una aplicacion del plano uv sobre el paraboloide eliptico x; =
%(xf + x3) .Es evidente que X tiene derivadas parciales continuas de todos los 6rdenes.
ademas , para todo (u, v) es

X, =1le; +1le, +2ue; , X, =1le; —1le, + 2ve;

e, 1 1 1
|X, X X,| = |det[e, 1 —1||=[4+8W?+v?]z+0
e; 2u 2v

3 =

(@) + @2)?)

N =

T2

:1:1—:122=2’U(]

Figura 3. Paraboloide eliptico y el plano.
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Asi, . Al eliminar X es diferenciable de clase u en las componentes x; = u + v, ,
X, = U — v, , encontramos que la curva v = v, de parametro u, es la interseccion del
paraboloide con el plano vertical x; — x, = 2v,. Analogamente, la curva u = u,, de

parametro v, es la interseccion del paraboloide con el plano vertical x; + x, = 2u,.
2.1.3. Propiedades de las superficies regulares

El lema a continuacién afirma un hecho bastante intuitivo: cualquier superficie
regular puede proyectarse mediante un homeomorfismo, al menos localmente, sobre un

abierto de alguno de los planos coordenados.

Lema 2.1.3.1 Sean S una superficie regular , p, € S y (U, X) una parametrizacion de S
con qo € U , Siendo X(qo) = po. Entonces, existen un entorno U'(q,) € U y una
proyeccion m:R3 — R? sobre uno de los plano coordenados , de modo que
(moX)(U')=U" Es un abierto de R? y la aplicacion (ro X):U' - U"” es un

difeomorfismo entre abiertos R? . (Tenenblat, 2008, pag. 122)

Proposicion 2.1.3.2 Sean S una superficie regular , p, € S .Entomces existe un entorno
Sean S una superficie regular , V(p,) < S que es el grafo de una funcién diferenciable
de alguno de los tipos z = f(x,y),x = g(v,2z),0y = h(x,z) ( es decir, una funcion

definida sobre un abierto contenido en alguno de los planos coordenados).

Ucu V' c v= X(U)

Tz
m.0X

"

U CR?2
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2.1.4. Cambio de Coordenadas.

Dada una superficie regular y un punto de dicha superficie sabemos que, en
general, existen varias (en realidad, infinitas) parametrizaciones para cubrir dicho punto
y un entorno suyo. Una pregunta razonable es que ocurre cuando expresamos los puntos
de este entorno en unas a otras coordenadas, asi como la relacion que existe entre ambas
relaciones. Unas coordenadas se expresan como funcion de otras, siendo esta

dependencia, naturalmente, diferenciable.

Consideramos entonces S  una superficie regular y sea p €S .dados dos
parametrizaciones (Uy,X;) y (U,, X,) conp € X,(U;) nX,(U,) =V , podemos tomar

q1 € U; Y q, € U, de modo que X,(q;) = X,(q,) = p(véase la figura 4)

Ademas, X71(V) c U, y X5 1(V) < U, son dos abiertos en el plano R? , por lo que tiene
sentido considerar la aplicacion X;! o X;:X71(V) - X;1(V) .Esta aplicacion se
denomina cambio de coordenadas. Claramente, el cambio de coordenadas es un
homeomorfismo entre abiertos de R? , pues X;: X7 2(V) — V es un homeomorfismo al
ser la restriccion de un homeomorfismo a un abierto; también X;1:V - X51(V) lo es.

Ademas .se tiene el siguiente resultado
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Figura 4. La aplicacién de cambio de coordenadas.

Teorema 2.1.4.1 La aplicacion cambio de coordenadas dada por X, o X; es un

difeomorfismo entre abiertos de R? (Do Carmo,1995, pag. 81).
2.1.5. Funciones diferenciables definidas en superficies

Con vistas a efectuar calculo en superficies necesitamos definir lo que se entiende
como funcién diferenciable en una superficie. Para ellos la tactica adopta consiste en

Ilevar los objetos al plano de coordenadas mediante una parametrizacién cualquiera.

Sean S una superficie regular y f:S—->R™ , con m>1 . Sea (U,X) una
parametrizacion de S .Entonces , la composicion es la expresion en coordenadas de f

respecto a la parametrizacion (U, X). (Do carmo, 1995, pag. 80)

Definicion 2.1.5.1. Una funcion f:S — R™ es diferenciable (sobre S) si, para toda

parametrizacion (U, X) , la funcién f o X es diferenciable sobre abierto U.

Lema 2.1.5.2 Una funcién f: S — R™ es diferenciable en S si, y solo si, paratodo p € S,
existe (U,,,XP) parametrizacion de S, con p € Xp(Up), tal que f © X, es diferenciable en

Up.
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Figura 5. Para estudiar diferenciabilidad (suficiente considerar una parametrizacion)

Ejemplo 2.1.5.1.1 (la funcién altura). La funcion h: S - R, h(p) = (p, v), donde p =
(x,y,2z) € Sy v = (vy,v,,v3) €s un vector unitario de R3, se denomina funcién altura,

y representa la distancia de p al plano ortogonal al vector v, que pasa por el origen

Es claro h(p) = h(x,y,z) = xv, + yv, + zv; €s la restricion a S de una funcion

diferenciable sobre todo R3, por lo que h es diferenciable.

Ejemplo 2.1.5.1.2 Sia, b , ¢ y d son nimeros reales tales que ac # 0.

las hélices circulares parametrizadas por:
y: R - R’
t — y(t) = (cos(at + b),sin(at + b),ct + d).
Son curvas del cilindro S = {(x,y,z) € R3: x% +y? =1},

Sia=0yc=0, C;, C, y C;sonlascurvasdeS.
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Figura 6. Curvas Paramétricas

2.1.6. ORIENTACION PARA UNA SUPERFICIE REGULAR

Sea p €S ysea (U,X) una parametrizacion con p € V = X(U). Consideremos ahora
otra parametrizacion (U,X) de S conp € V = X(U). Cual es la relacién entre las bases

de T,S que determian ambas parametrizaciones ¢

du OJv
(a): ou ou (Xu)
X5 du Jdv |\X,
v 0

La matriz del cambio de base es el Jacobiano del cambio de coordenadas. Por lo que

ambas parametrizaciones inducen en el plano tangente T,S una orientacion que sera la

misma si, y solo si, el determinante del jacobiano es positivo.

Definicion 2.1.6.1 Una superficie regular S es orientable si existe una familia de
parametrizaciones cubriendo S se modo que, siempre que dos de ellas se corten, el
Jacobiano del cambio de coordenadas tenga determinante positivo. Ademas, estas

parametrizaciones determinan una orientacion sobre S : paracadap € Sy unabase {v, w}
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de T,S, se dice que dicha base es positiva si tiene la misma orientacion que la base

{X.(q), X, (@)}, siendo (U, X) una parametrizacion de S con X(q) = p.
(Do carmo, 1995)

Ejemplo 2.1.6.1.1(El plano es orientable). Sea Il ¢ R3 un plano afin y sea a un vector
normal al plano y unitario. Entonces N(p) = a, para todo p € I, es un campo normal,

global y unitario, por lo que el plano es orientable.

Definicion 2.1.6.2 (vector normal). Sea un p un punto de la superficie S. Se denomina

vector normal a S en p y se designa por N, a cualquiera de los dos vectores unitarios que

son ortogonales al plano T,S.

T,(5)

Figura 7. Vector normal.

Dada una parametrizacion X : U ¢ R? — R3 de una superficie regular S en un punto p €
S , se puede elegir un vector normal unitario en cada punto p € X(U), mediante la

expresion

X, XX
Ny = ——(p) , 2.1
(p) |Xu X le (p) ( )
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de esta manera se obtienen una aplicacion N : X(U) — R3 , que asocia a cada p € X(U)

un vector normal unitario Nepy-

Observacion 2.1.6.1.2 De una forma mas general , si IV € S es un conjunto abierto en S
y N : V - R3 es un aplicacion diferenciable que asocia a cada p € V un vector unitario

en p, decimos que N es un campo diferenciable de vectores unitarios normales en V.

Definicion 2.1.6.3 Diremos que una superficie regular es orientable si admite un campo
diferenciable de vectores unitarios normales definido en la totalidad de la superficie; la

eleccion de un campo N de ese tipo se denomina una orientacion de S.

Si S es una superficie regular orientable, una orientacion N en S induce una

orientacion sobre cada espacio tangente T,S,p € S.

2.1.7. PLANO TANGENTE

Una superficie, por el hecho de estar en el espacio, admite en cada uno de sus puntos un

plano tangente en el sentido mas intuitivo del término.

La manera de definir el plano tangente a una superficie en un punto concreto
consiste en considerar todas las curvas que pasan por dicho punto. Estas curvas al pasar
por el punto, tienen una velocidad que es un vector tangente a la curva. Dado que la curva

esta dentro de la superficie, tal vector velocidad también sera tangente a la superficie.

Definicion 2.1.7.1 Una curva diferenciable es una superficie regular S es una aplicacion

diferenciable « : I - R3, donde I c R es un intervalo abierto.

Definicion 2.1.7.2 Sea S ¢ R3 una superficie regular y sea p € S .Diremos que v € R3
es un vector tangente a S en p , si existe una curva a : (—¢,&) — S diferenciable con

a(0) =pya'(0) =v. (Tenenblat, 2008, pag. 134)
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Observacion 2.1.7.2.1 El hecho de tomar t = 0 no es restrictivo; se hace asi por
comodidad. Observemos que, a : [ — S es diferenciable con v = a'(t,) tangentea S en
p = a(ty) , basta tomar B(s) = a(ty, +s) y entonces B'(s) = a'(t, +s). de esta
forma, se tiene que B(0) = a(ty) =p y B'(0) = a'(ty) = v. Asi, siempre podemos

tomar una curva tal y como se precisa en la definicion.

Vamos a representar por T,S el conjunto de todos los vectores tangentes a la

superficie S en el punto p . Asi

T,S = {v € R3: existe a : (—¢, &) - S diferenciable con a(0) = pya’(0) = v }

Lema 2.1.7.2.2 Sea S ¢ R® una superficie regular y sea p € S. Sea (U,X) una

parametrizacion X(q) = p y q € U. Entonces se tiene que

T,S = dXo(R?) (2.2)

Figura 8. Plano Tangente a una Superficie
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2.1.8. FORMAS FUNDAMENTALES DE SUPERFICIES REGULARES

2.1.9. La Primera Forma Fundamental

Hasta ahora nos hemos ocupado de las superficies regulares y de cuestiones que
Gnicamente atafien al ambito de lo diferenciable. En esta seccion vamos a introducirnos

en el mundo de la geometria de superficies.

Asi pues, consideremos una superficie regular S y un punto p € S . Sabemos que
es un plano vectorial contenido en el espacio vectorial R3 , luego , dados dos vectores
v,w € T,S,vamos a representar por (v, w), el producto escalar usual de R* actuando
sobre los vectores pertenecientes a T,S . De esta forma, si v,w € TS, se tiene que
(v,w), = (v,w) . Observemos que {( , ), es una forma bilineal ,simétrica y definida
positiva . vamos a presentar por I, la forma primera cuadratica asociada a { , ),, s

decir , la aplicacion I,,(v) = (v,v),, = (v,v) = |v|* . (Do Carmo,1995)

Definicion 2.1.9.1 laaplicacion I, : T,S — RdadaporI,(v) = (v, v), se denomina
la primera forma fundamental de S. (Do Carmo,1995, pag. 102)

Sean ve T,5 y a:1—-S5 con condiciones iniciales p y v. Tomamos una
parametrizacion (U,X) de S y consideramos @(t) = (u(t),v(t)) la expresién en
coordenadas de a .Entonces v = a'(0) = X,,(¢)u’'(0) + X, (q)v'(0) = X, u’ + X, v’ Si

ahora calculamos I, (v) obtenemos

! ! 2 ! 2 ! ! ! 2
L) =|Xuu +X,v| =(X, X)) + 2(Xy, X uv + (X, X )(v)

Donde E = ( X, Xy) , F = ( Xy, X,) , G = ( X, X,,). Estas tres funciones (toman
sus valores en U) son claramente diferenciables y se denominan coeficientes de la primera

forma fundamental.
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Observacion 2.1.9.1.1 Dada una superficie S , segun la parametrizacion que estamos
utilizando, los coeficientes de la primera forma fundamental seran de una forma u otra .
por ejemplo ilustramos esta afirmacién , basta considerar el plano afin Z = 0 . dicho plano
admite como parametrizacion X (u, v) = (ucosv, usenv, 0); sus coeficientes serian E =
1,F =0 y G = u?.Otra parametrizacion para este plano es X (u,v) = (u, v, 0) cuyos

coeficientessonahoraE =1, F =0y G = 1.

Ejemplo 2.1.9.1.2 (Superficie de Enneper) Una parametrizacion para esta superficie
seria

ud v3
X(u,v) = (u—?+uv2,v—?+vu2,u2 —v2>

entonces X, = (1 —u? + v?2uv,2u) y X, = Quv,1—v? +u? —2v). Luego E =
G=0+u*+v?? , F=0 son los coeficientes de su primera forma fundamental
respecto a X.

Proposicion 2.1.9.2 Sea S una superficie , (U, X) una parametrizacionde Sy E , F, G los
coeficientes de su primera forma fundamental respecto a (U, X) .Entonces ,

i) E,G>0 vy

i) EG — F% > 0.

Demostracién. La primera propiedad es evidente , ya que {X,, X,,} forman una
base del plano tangente y, en particular , son vectores no nulos , por lo que sus moédulos
son siempre positivos . Con respecto a la segunda, observemos que

Xy X Xpl? + (X, Xp)? = 1X, 71X, 2 sen8 + | X, |2 X, |?cos?0 = |X,|?1X, |,
Donde 8 = ang(X,, X,). Por tanto,
EG — F? = [X, 21X, > — (X0, X,)? = | Xy X X, |? > 0,

Siendo el ultimo termino positivo por ser X,, y X,, linealmente independientes.
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Aplicaciones de la Primera Forma Fundamental

La primera forma fundamental tiene la cualidad de que con ella podemos efectuar
geometria sobre la superficie, es decir, podemos hacer medidas de los objetos que estan

contenidos en la misma (medir longitudes, a&ngulos y areas).

e Midiendo longitudes: La longitud de arco s de una curva parametrizada

diferenciable @ : (—¢,¢) = S viene dada por

s(t)=f |’ (t)|dt
0
- f (@' (6), @' (O))/2dt
0

s(t) = j /I(a’(t))dt (2.3)
0

¢ Midiendo angulos: Dadas a : (—¢,&) > S, §: (—¢¢€)— S dos curvas
parametrizadas diferenciables que se intersecanen t = t,. El angulo 8 que forman

los vectores tangentes a dichas curvasen t = t, esta dado por

(@ (£), B (1)

0 B ol

(2.4)

En particular, el &ngulo ¢ entre las curvas coordenadas de una parametrizacion X (u, v)

que interceptanen q , es

(XwXo)y  F
Cos @ = = . 2.5
Y =Xl Xole ~ VEG (2:5)
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2.1.10. La Aplicacion de Gauss

Definicion 2.1.10.1 Sea S una superficie regular orientada por la aplicacion de Gauss
N:S — S$? . se llama operador forma o endomorfismo de Weingarten en p € S a la

aplicacion lineal A, = —dN,: T,S — T,S estoes, A,v = —dN, (V).
(Do carmo,1995, pag. 147)

Proposicion 2.1.10.2 el operador forma A, es autoadjunto, es decir, para cualquiera

v,wE T,S setiene que (4,v,w) = (v,4A,w).

Demostracion. Por linealidad, es suficiente demostrarlo para los vectores de una
base del plano tangente. Si (U,X) es una parametrizacion y p = X(q) = X(ug, vo),
tomamos la base {X,(q),X,(q)} de T,S, y vamos calcular de(Xu(q)). Para ello, si

consideramos la curva coordenada a(u) = X(u + ug, vy), claramente se tiene que « es

una curva en S con condiciones iniciales a(0) = p y a’(0) = X,,(q). Entonces,

d
de(Xu(Q)) = du o (NoX)(u + ug, v9) = (NoX)y (g, v9) = (N)y (g, Vo),

u

donde , estamos identificando (NoX) = N . analogamente, dN, (X, (q)) = (N),(ug, vo).
Si probamos que (N, X,,) = (N,, X,,), entonces se tendra el resultado. Para ello , sabemos
que (N, X,) =0 = (N, X,) ;derivando la primera identidad respecto a v y la segunda
respecto a u , se tiene que

(Nv»Xu) + (N:Xuv) =0 y (Nquv) + <N:Xvu) = 0.

De la igualdad X,,,, = X,,,, se llega finalmente a que (N,, X,,) = (N,,, X;,).

Ejemplo 2.1.10.2.1 Si C es el cilindro dado por la ecuacion x2 +y% =r? | su
parametrizacion dada por X(u, v) = (rcosu,rsenu, v);entonces , calculando el vector

normal a C es N(u,v) = (NoX)(u,v) = (cosu, senu, 0). Vamos a calcular la aplicacion
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lineal dN,,, viendo simplemente como actua sobre los vectores de la base {X,, X, } . para

ello, observemos que
N, = (—senu, cosu,0) = aX, + bX, = a(—rseu,rcosu,0) + b(0,0,1),

De donde a = 1/r y b = 0. Analogamente, N,, = (0,0,0) = cX,, + dX,, por lo que ¢ =

d = 0. Asi, la matriz de A, = —dN, respecto a la base {X,, X,,} es
a b\y_(-1/r 0
A (c d) B ( 0 0)

2.1.11. La Segunda Forma Fundamental

La segunda forma fundamental es el objeto que nos va permitir estudiar la

relacién que existe entre una superficie y el espacio en el que esta contenida.

Definicion 2.1.11.1 Laaplicacion 11, : T,S — Rdada por II,(v) = (—=dN(v),v) se

denomina la segunda forma fundamental de S en p.(Do carmo, 1995, pag. 148)

Se admite que todas las parametrizaciones X: U ¢ R? — S son compatibles en la

orientacion N de S ; es decir, en X (U)

X, XX
—_w v (2.6)
| Xy X Xy
Sea X (u, v) una parametrizacion en un punto p € S de una superficie regular Sy

sea a(t) = X(u(t), v(t)) una curva parametrizadaen S, (0) =p y a'(0) = v.

El vector tangente a a(t) en p es

a'(0)=v=X,u +X,v (2.7)
dN(a') = N'(u(t),v(t)) = Nyu' + N,v'

donde N, =dN(X,) y N, =dN(X,)
como N,, y N, pertenecen al plano tangente T,.S , entonces se puede escribir
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N‘Ll. = a11Xu + a21X,, (28)
Nv = a12Xu + asz,, (29)

Por otro lado, la expresion de la segunda forma fundamental en la base {X,, , X, } se

puede escribir como

IL,(v) = =(dN(v),v) = —=(N,u' + N,v', X, u' + X, v')
Hp(v) = _<Nu; Xu)(u’)z - (Nu, Xv)u’U’ - (Nv, Xu)vlu’ - (Nv; Xv)(v’)z
Asi

IL,(v) = e(w)* + 2fu'v' + g(v')? (2.10)

donde (N, X;,) = (N, X,,) = 0. (2.11)

Luego los coeficientes de la segunda forma fundamental estan dados por

e = —(Ny, Xy) = ( Xy, N) :
f==(NwXy) = (Xyp, N) = (Xp, N) = —(Np, Xy,)
g = —(Np, Xy) = ( Xy, N)

2.1.12. CURVATURAS

El propdsito de la presente seccion es medir el comportamiento del plano tangente
en el punto p € S , cuando este varia sobre un conjunto abierto de la superficie S. Esto
equivale a medir como cambia el vector normal unitario N en un punto p, al variar éste

sobre una vecindad que lo contenga.
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2.1.13. Curvatura Normal

Definicion 2.1.13.1. Sea C una curva regular en S que pasa por p € S , k la curvatura
de C en p,y cosd = (n,N) , donde n es el vector normal a C y N es el vector normal
unitario a S en q. El numero k, = k cos 8 se denomina curvatura normal de C c S en

p. (Tenenblat, 2008, pag. 157)

Observacion 2.1.13.1.1 La curvatura normal de C no depende de la orientacién C sino

cambia de signo con un cambio de orientacion de la superficie.

Dado un punto p de la superficie y a = X (u(t), v(t)) una curva regular C que
pasa por p, la componente de k,, en la direccion de N se denomina curvatura normal de

C en p, y tenemos

n= (k,N) = k{n,N) = kcos @

donde k es el vector curvatura de C en gq.

En efecto
Recordemos que la tangente unitariaa C en p es el vector t = —f / ” ” y
el vector curvatura es k = —z / ” ” De esta manera ,utilizando el hecho de que t

es perpendicular a N a todo lo largo de la curva , de tal modo que

0=2(em = my+ (e
de 7 e tdt"’

tendremos
I’ ax )
no dt
B dXdN/dXZ_ dX dN dX dX
T dtdt ”dt T dt dt/ dt’dt
_ (X du+X dv) (N du N dv) /(X du+X dv) (X du+X dv>
B wge YA gr) Mg TNy Yde  Vde) \"Ydr TV dt
Por tanto,
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_e(du/dt)* + 2f(du/dt)(dv/dt) + g(dv/dt)*
" E(du/dt)? + 2F(du/dt)(dv/dt) + G(dv/dt)?
11
k, = 7= k. N (2.16)

(Lipschutz, 1969, pag. 191)

Ejemplo 2.1.13.1.2 (La Esfera) Consideremos la parametrizacion de la esfera de radio

a descrita por
X = (acosfseny,asenB seny,acosy) 0<pB<2m,0<y<2m
Calculemos la curvatura normal.

En este caso
X[; = (—asinﬁ sin]/,acos,Bsin]/, 0) , Xﬁﬁ = (—acosﬁsin)/,—a sin ,Bsin)/,O)
Xy = (acosﬁ cos)/,asinﬁcos]/,—asin)/), Xﬁy = (—asinﬁsiny,—acosﬁsin]/,0)
N = (—acosfsiny,—asin fsiny,—cosf) , X, =(—acosfsiny,—asinfsiny,—acosy)
y los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental son
E=(Xpg Xg)=a’sin’y ,F=(Xp,Xy)=0 ,G=(Xy,Xy)=a?
e =(Xgp,N)=asin’y ,f=(Xg,,N)=0 ,g=(Xpy,N)=a

Por lo que

o = e(dB)? + 2f(dB)(dy) + g(dy)? _ asin®y (dB)* + a(dy)? _ 1
" EWdB)?+2F(dB)(dy) + G(dy)?  a*sin?y (dB)% + a2(dy)? a

en este caso k,, es constante e igual a 1/a en todos los puntos y en todas las direcciones.

Ejemplo 2.1.13.1.3(Paraboloide Hiperbdlico) Hallar el vector curvatura normal , k,

delacurvau =t?, v =t,delasuperficie X = (u,v,v> —u?)enelpunto t =1

Ent =1, tenemosque u = 1y v = 1, asi que al calcular los coeficientes de la primer y

segunda forma fundamental y evaluar en (u, v) = (1,1) tenemos:
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Figura 9. Paraboloide Hiperbdlico.

Encontremos
Xy = (1,0,—2u) , Xyu = (0,0,-2)
XV = (Olllzv) ) Xu‘l] = (OJOJO)

1
N =(Qu,—2v,1)/(4u? +4v2+1)"2 , Xyp =(0,0,2)

Por lo que los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental son:

E(l;l) =1+ 4u2|(1’1) =5 , F(l,l) = 4uv|(1’1) =4 , G(l’l) =1+ 4.’]2'(1'1) =5
_1 2
e(1,1) = -2 ((4u2 +4v2 +1) 2) - _=z
(11) 3
f@y) = O|(1,1) =0
_1
g(1,1) =2 ((4u2 +4v2 + 1) 2) ==
(1,1)
(2u,—2v,1) 1
N1 = || =3@-2D

2 2 -3
(4u? +4v2+1) 2 )

da da
u=t?— () =2ty =2, v=t— Z(D=1gy=1

Yy en consecuencia
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_e(du/dt)? + 2f (du/dt)(dv/dt) + g(dv/dt)* =2
" E(du/dt)? + 2F(du/dt)(dv/dt) + G(dv/dt)? 123
—2
369

k,= k,.N= (2,-21)

Ejemplo 2.1.13.1.4(Cilindro Circular.) Sea X(u,v) = (rcosu,r senu,v) r >0 ,
(u, v) € R? la superficie que describe el cilindro circular. Vamos calcular los coeficientes
de la primera y segunda formas fundamentales de X y verificar que existen direcciones

tangentes donde la funcién curvatura normal admite un maximo y un minimo como

X, =(-rsenu ,rcosu, 0) , Xyy = (—rcosu ,—rsenu, 0)
X, =1(0,0, 1) ) X = (0,0,0),
N = (cos u,senu,0) , X,» = (0,0,0),

Entonces,

E(u,v) =712, Flu,v) =0, Guv)=1,
e(u,v) = —r, fu,v) =0, glu,v)=0.

Por lo que

I a2+ p?

Para un vector w # 0 . Observamos que k, <0y k, =0,siysolosi,a=0

y b # 0. Si a # 0, entonces

<

a’r 1
——— <=
a’r°+bp: T

Por tanto, k, = —% y esta Gltima igualdad ocurre cuando b = 0. Concluimos

que la funcion k, admite un maximo y un minimo de las direcciones de X, y X,

respectivamente. (Tenenblat, 1987, pag. 161)
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Figura 10. Cilindro Circular.

2.1.14. Curvatura Gaussiana y Curvatura Media

Vamos expresar la curvatura de Gauss y la curvatura media en funcion de los

coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de una superficie S.

Proposicion 2.1.14.1 Sea X (u, v) una parametrizacion de la superficie S . Si ¢ = (u, v),
entonces

leG — 2fF + Eg

Hp)=5——Fr—7z (2.12)
_eg—f?
K®) =Z—7= (2.13)

(Tenenblat,2008, pag. 171)

Ejemplo 2.1.14.1.1(Toro de Revolucion) Consideremos la parametrizacion del toro T’

Calculemos la curvatura Gaussiana de los puntos que lo recubre.

X(u,v) = ((a+ 1 cosu)cos v, (a+ 1 cos u)sinv,rsinu)
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Entonces,

X, = (=rsinUcosV,—rsinUsinV,7 COS U)

Xy =(-(a+7rcoswsinv,(a+rcosu)cos v,0)
Xyy = (=rcosUcosV,—rcosUsinV, -1 Sinu)
Xyup = (—rsinusinv,—rsinuUcos v, 0)

Xy =(—(a+1cosuycosv,—(a+r coswsinv,0)

Por lo que los coeficientes de las formas fundamentales son:
E=(X,X,)=12 JF=X,X,)=0 ,G=(X,,X,) =(a+rcosu)?
e=XuwN)=71 ,f=XuwN)=0 ,9=(X,,, N)=cosu(a+7rcosu)
Por tanto
eg — f*? cos u
~ EG — F? =r(a+rcosu)

De esta expresion se deduce que K = 0 alo largo de los paralelosu = /2y u =

K

3m/2. En la region del toro definida por g <u<3m/2 , K esnegativa . y en la region

dadapor 0<u<m/2 o 37” <u < 2m lacurvatura es positiva.

Figura 11. Toro.
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Ejemplo 2.1.14.1.2 (Paraboloide hiperbolico) Consideremos la siguiente

parametrizacion descrita por y calculemos la curvatura Gaussiana y Curvatura media
X(w,v) = (u,v,v?—u?), (u,v) €R?

un simple célculo prueba que

E(00) =1 F(0,0) =0 (0,0 =1,
e(0,00=—-2, f(0,00=0, g(0,0) = 2.

resulta que
H(0,0)=0
K(0,0) = —4.

2.1.15. CURVAS ESPECIALES SOBRE SUPERFICIES

2.1.16. Lineas de Curvatura

Llamamos lineas de curvatura a toda curva a(t) contenida en la superficie S si la
direccion del vector tangente en cada uno de sus puntos coincide con la direccion

principal en ese punto.

Definicion 2.1.16.1 Sea S una superficie regular orientada y sea a: I — S una curva de
forma que a’(t) es una direccion principal en a(t), paratodo t € I. Se dice entonces

que a es una linea de curvatura de S. (Tenenblat,2008, pag. 195)

Ejemplo 2.1.16.1.1
i.  Toda curva regular de un plano es una linea de curvatura.
ii.  Toda curva regular de una esfera es una linea de curvatura.

Proposicion 2.1.16.2 (Olinde Rodrigues) Condicion necesaria y suficiente para que

una curva regular conexa C en S sea una linea de curvatura de S es que

N'(t) = A(t)a'(t) (2.15)
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Para cualquier parametrizacion a(t) de C , donde N(t) = Noa(t) y A(t) es una funcion
diferenciable de t. En este caso , —A(t) es la curvatura (principal) a lo largo de a'(t).
(Do carmo,1995, pag. 166)

Prueba. Basta con observar que si a’(t) esta contenida en una direccién principal,

entonces a'(t) es un autovector de dN y

dN(a'(£)) = N'(t) = 2D’ (£).

el reciproco se obtiene a partir de la igualdad : N'(t) = A(t)a’(t) , de la cual se
desprende que

(N'() = A(D)a'()).x, =0
(N'(®) = AD)a'(@®))-x, =0

esto es

[(N,du + N,dv) — A(X, du + X,dv)].x, = 0
[(N,du + N,dv) — A(X,du + X,dv)].x, =0
es decir,
(=N,.x, + Ax,.x,)du — (—N,.x, + Ax,. X, )dv =0
(=Ny.x, + Ax,.x,)du — (—N,.x, + 1x,.x,)dv = 0

que es equivalente,
(X N+ AX,. X, )du + (X, N + AX,. X, )dv =0
(X,-N + Ax,.x,)du + (X,,.N + Ax,. X, )dv =0
es decir

(e+ AE)du+ (f+ AF)dv =0
(f+AF)du+ (g + A6)dv =0

Por lo anterior, se desprende que —A es una curvatura principal y por ello se verifica que
C es linea de curvatura.

Ahora, consideramos las direcciones principales. Una curva regular conexa C
parametrizada por X es una linea de curvatura si y solamente si para cualquier

parametrizacion de C, a(t) = X(u(t),v(t)),t € I € R, tenemos

dN(a' (1)) = A(t)a’ (¢).
Se deduce entonces que las funciones u'(t) y v'(t) satisfacen el sistema de ecuaciones:

43

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



“w=="g  UNIVERSIDAD
!h NACIONAL DEL ALTIPLANO
L = J Repositorio Institucional

F —eG F—fG

—f u' + 9o > ! v =

EG — F? EG — F?

elF — fE F — gF

—fu’ + f—gv’ — /’lv’

EG — F? EG — F?
Eliminando A en el sistema anterior obtenemos la ecuacion diferencial de las lineas de
curvatura:

(fE —eF)(W)? + (gE — eG)u'v' + (gF — fG)(v')? =0 (2.16)
Que puede escribirse de la forma
W2 —uwv' W)
E G

F
e f g

=0, (2.17)

Por lo que una curva es una linea de curvatura si y solo si satisface la ecuacion anterior.

[
Ejemplo 2.1.16.2.1 (Paraboloide Circular) Consideremos la siguiente parametrizacion

X = (u,v,u? + v?)
Encontrar las lineas de curvatura.

Calculando los coeficientes de las formas fundamentales, tenemos:

1
E=1+4u*> , e=24u*+4v*+1)2
F =4uv ) f=0

1
G=1+4v> |, g= 2(4u*+4v2+1)2
Sustituyendo en (2.16)
(fE —eF)(W)? + (gE — eG)u'v' + (gF — fG)(v')? =0
1
—8uv(4u? + 4v? + 1) 2du?
1
+ (2(1 + 4u?)(4u? + 4v? + 1) 2
1
—2(1 + 4v?) (4u? + 4v? + 1)_7) dudv

1
+ 8uv(4u? + 4v? + 1) 2dv? =0

1
Dividir por —(4u? + 4v? + 1)z, tendremos:

(udu + vdv) (vdu — udv) =0
44
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udu+vdv=0, vdu—udv =20

La solucion de la primera ecuacion es la familia de circunferencias u? + v2 =r2?yla

solucion de la segunda es a familia de rectas, u = bv que pasan por el origen.

Figura 12. Paraboloide Circular

2.1.17. Lineas Asintoticas

Definicion 2.1.17.1 Sea X una parametrizacion de la superficie S. Una curva regular

a(t) = X(u(t),v(t)),t € I R ,esunalineaasintéticade X en S,siparatodot € I

, a'(t) esuna direccion asintdtica de X en (u(t), v(t)).

(Tenenblat,2008, pag. 201)

Proposicion 2.1.17.2 Sea a(t) = X(u(t),v(t)), t € I € R, una curva regular de una

parametrizacion X (u, v) de la superficie. Entonces, a es una linea asintética de X, si y

solo si, las funciones u(t) , v(t) satisfacen la ecuacion
e(W)?+2f@Wwv)+g@)?=0 ,tel (2.18)

donde e, f, g son coeficientes de la segunda forma fundamental de X en (u(t), v(t)).

Prueba. Se deduce de la definicion anterior que a es una linea asintotica de X
cuando k, (a'(t))=0, para todo t, esto es, las funciones u(t) y v(t) satisafcen la ecuacion

(2.18).
45

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
.|



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

Ejemplo 2.1.17.2.1 (el Helicoide) Consideremos la parametrizacion descrita por
X(u,v) = (ucosv ,usenv,v), (u,v)eRr?

Calcular las lineas asintoticas.

Tenemos
Xy, = (cosv ,senv, 0) , Xyu =1(00,0,0)
Xy = (—usenv,ucosv,1) , Xypy = (— senv,cos v,0)
N (senv, —cosv , u) y ( 0)
= , =(—ucosv ,—usenv,
V1 + u? vv
Por tanto:

e(uJ v) =0, f(uJ v) = - g(u; v) =0

1
Vitu?
la ecuacion diferencial de las lineas asintoticas es:

0 +2fWv) + (0)@)* =0
Se reduce a

2
——u'v' = 0.

it

Por lo tanto, tenemos las ecuaciones u' =0 , v’ = 0. Concluimos que las curvas
coordenadas son lineas asintoticas.

2.1.18. ECUACIONES FUNDAMENTALES

2.1.19. Las Férmulas De Gauss — Weingarten

Definicion 2.1.19.1 Sea S una superficie regular orientada por y sea X:U — V una
parametrizacion de S positivamente orientada, es decir, tal que {X,, , X, , N} es un base
de R3 positivamente orientada . (Lipschutz, 1969, pag. 214)

Queremos expresar las derivadas de estos vectores en funcién de la propia base {X,, , X,
, N}.

{Nu = b11Xu + bZle (2 19)

Nv = blqu + bsz

v
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fF —eG eF — fE gF faG _fF—gE
EG—F2 "' T EG-F2'"" EG-F2' " EG-F?
Las ecuaciones se conocen con el nombre de formulas de Weingarten.

bi1 = ,(2.20)
Prueba: En las dos igualdades usamos el hecho de que N,, y N,, son vectores

tangentes a la superficie como también son ortogonales a N. Por tanto,

0 = (Ny, N) = by1{Xy, N) + by1(X,,, N) + y1(N, N}, (2.21)

0 = (N, N) = by,(Xy, N) + by,(X,,, N) + y2(N,N), (2.22)

Pero, (X,,N) = (X,,N) =0y (N,N)=1. Enestaforma,y, =y, = 0 Por otra parte,
de lo anterior se desprende que

bi1E + by F = b1 (Xy, Xu) + ba1{Xy, X)) = (X, Ny) = —e

by F + b13G = by1(Xy, Xyy) + bay (Xp, Xyp) = (Xy, Ny) = —f

bo1E + byoF = byp(Xy, Xy) + boap(Xy, Xp) = (Xy, Ny) = —f

ba1F + bypG = byp(Xy, Xu) + boo(Xy, Xp) = (X, Ny) = —g

Si se resuelven las dos primeras ecuaciones para by; Y b, Y las otras dos para by, Y b,

, se tiene de manera matricial los coeficientes b;; estan dados por

by by)  EG—F2\gF —fG fF—gE '

Donde
EG — F%2 = |X, X X,|* = H?

Estudiemos a continuacion los vectores X,,,,, Xup, Xpu, X - COmMo son Vectores en R3,
los podemos expresar como combinacion lineal de la base {X,, , X,, , N}. Entonces,
Xyu = F111Xu + F121Xv + LN,
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Xy =ThX, +T5X, + L,N, (2.24)
Xou = F211Xu + F221Xv + L3N,
Xpy = l"zlqu + F222Xv + L4N,
Para ciertos coeficientes Fi’j , L, con i,j, k € {1,2} y m € {1,2,3,4}. Ahora bien, es
evidente que el coeficiente L, = L;{(N,N) = (X, N) = e y, andlogamente, que L, =
KXy, N) = f Lz = Xy, N) = [, Ly = Xy, N) = g.
Teorema 2.1.19.2 Sea S una superficie regular X(u, v) una parametrizacion de S ,
(u,v) € U ¢ R?, los vectores {X,, ,X, , N}. y sus derivadas cumplen las siguientes
relaciones
Xuw = ThXy + THX, + €N,
Xuww =ThX, +TEX, + fN, (2.25)
Xou = 1—‘211Xu + l—‘221Xv + fN,
Xop = l—‘212Xu + l—‘ZZZXv + gN,

reciben el nombre de Formulas de Gauss, Yy los coeficientes l“l-’j, los simbolos de

Christoffel.

(Tenenblat,2008, pag. 205)

Los simbolos de Christoffel dependen de la parametrizacion respecto a la cual se calculen,

y son simétricos respecto a los subindices (I', = T, yI'% =T4), yaque Xy, = Xy
Pero existe una propiedad mucho mas importante de estos coeficientes, y es que,

a pesar de aparecer en las relaciones donde intervienen tanto el propio vector normal

como los coeficientes de la segunda forma fundamental, van a depender exclusivamente

de la primera forma fundamental de la superficie.

Si multiplicamos escalarmente las ecuaciones de (2.25) por X, Y X,, , obtenemos que

(Xuw Xu) = THE +THF (Xuw Xp) = THF + TG,

Xy Xu) = F112E + I1122F X, Xp) = F112F + 1ﬂ1226":

(X, Xy) = [,E + T5F (Xpp, Xy) = [5F + 5,6,
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Por otro lado, derivando E = ( X,,,X,,) , F = (X, X,,) , G = (X, X,,) respectoauy v
de forma adecuada, obtenemos que

1 1
(qu:Xu> = EEu y (quXv) =F, - (Xu'Xvu) =F, - EEU'

1 1
<quXu> = EEv y <Xuv'Xv> = EGw

1 1
(Xpp, Xy) = B, = Xy, X)) = F, — EGu y (Xpp, Xyp) = EGV'
Lo que finalmente permite escribir los Simbolos de Christoffel como solucion a un
sistema lineal de seis ecuaciones con seis incognitas, en el que los coeficientes y términos

independientes dependen exclusivamente de la Primera Forma Fundamental:

1 2 1
1—‘11E + 1—‘11F = EEu,

1 2 1
1—‘11F + 1—‘116 = Fu - EEv

1 2 1

{ 1
[LF +T56 = 5 Gu
1
1
L F212F + FzzzG == EGV

En efecto, los simbolos de Christoffel solo dependen de la primera forma fundamental de

la superficie. Escribiendo la solucidn a este sistema en forma matricial,

1 1 1 Eu Ev E Gu
(Fn 12 Fzz) _ 1 ( G —F) 2 2 Y 2| (26
2 2 2 — 2 \_ :
[fy Tip T/ EG-F-F Fu—ﬁ bu Gy
2 2 2
(Tenenblat, 2008, pag. 206)
|
Ejemplo 2.1.19.2.1 Consideramos la superficie
X(u,0) =(ucosf, usenf, gu)) u>0
En este caso,
X, = (cosB, senb, g'), Xyuo = (—sen 0, cos8,0)
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Xg=(—usen 6, ucosg,0), Xgo = (—ucos 6,—usen6,0)

N=-(1+4(g))""%(g' cos, g’'senb ,—1), Xy =(0, 0, g")

E=(X, X,)=1+(g)? F=(X, X9)=0 G =(Xg, Xg) = u?
e =Xy N)=g"(1+ (g2, f=(Xuo,N) = 0,9 = (Xgg,N) = ug'(1 + (g")*)™"/?
Seguidamente calculamos,

3
by =—g" ((1 + (9’)2)_2) ybip = by =0, by =—utg'((1+(g")*)7?)

M =g'g"/1+(g)%)
F121 = F112 = F222 =0
I =u™t

I3 = —u/(1+ (g%
De lo cual se desprende

MhXy +TXe +eN =g'g"/(1+ (g)*)Xu + 9" (1 + (¢)) 72N,

Xy + T5Xe + gN = —u/(1 + (g))Xy +ug' (1 + (g)*) 72N,

bi1 Xy + by Xg = —g"((1 + (gD 32 Xy,

b1, Xy + by Xg = —u_lg’((l + (gr)z)—1/2) Xo-
2.1.20. Ecuaciones De Compatibilidad. Teorema De Gauss
Las formulas de Gauss y Weingarten se han deducido estudiando las derivadas parciales
primeras de los vectores base {X,, , X,, , N}. Las ecuaciones de compatibilidad se obtienen
a partir de las segundas derivadas; mas concretamente, estudiando las identidades
Xuwv = Xw)u » Kopdu = Xy Y Ny = Ny . Asi, para la primera de ellas, si
sustituimos X,, Y Xy, por las férmulas de Gauss correspondientes y operamos,

obtenemos

0= (Xu)v — Kuw)y = )Xy + Ty Xy + (1) Xy + T X,y + e,N + eN, —
(M) v Xy — T X — (02)uXy — T Xpy — fuN — Ny

Sustituyendo de nuevo y utilizando las formulas de Weingarten, llegamos a una expresién

en la que Unicamente aparecen los vectores de la base {X,, , X, , N}, lo que nos permite
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reagrupar los coeficientes conveniente y obtener una combinacién lineal de tales vectores
igualada a cero:
0 = (IfDuXy + T (T Xy + THX, + fN) + (0D X, + Ty (T, Xy + T5X, + gN)
— (MuXy — T (TH Xy, + TH X, + eN) — (I) X,
— 5 (T Xy + THX, + fN) + e,N + e(bio Xy, + by X,) — fuN
- f(bllxu + b21Xv)
= A, X, + B, X, + C;N.
Dado que {X, , X, , N} es una base de R3, podemos concluir que los tres coeficientes
A; = B; = C; = 0. Detengamonos primero en la identidad B, = 0, esto es,
l—‘1111—‘122 + (Flzl)v + l—‘1211-‘222 - l-‘1121—‘121 - (Flzz)u - l-‘1221—‘122 + eb22 - fb21 = 0.

Un célculo inmediato permite deducir la llamada ecuacion de Gauss de una superficie:

12 2 2 12 12 2 zz_eF_fE fF—gE
Ml + (T)y + T2, — Tl — (M) — TRl = fEG _ Fz —€ EG— Fz-
es decir,

lﬂ111r122 + (F121)v + F121F222 - F112F121 - (F122)u - F122F122 = EK. (2.27)
Observacion 2.1.20.1 La curvatura de Gauss solo depende de los Simbolos de Christoffel
y, por lo tanto, exclusivamente de la Primera Forma Fundamental.
Si escribimos A; = 0, se tiene la relacion
(M) + TATS, — (Tf3)y — ThIY, = —FK. (2.28)
Que es una variante de la ecuacion de Gauss. Sin embargo, esta nueva relacion
proporciona mucha menos informacién que la ecuacion de Gauss, pues ya sabemos que
F puede anularse, mientras que E no. por tanto, no forma parte de las ecuaciones de

compatibilidad. finalmente, si escribimos C; = 0 obtenemos una nueva relacion de

importancia:

ey, — fu =€l + f(TE —T1h) — gTh (2.29)
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Razonando de manera analoga con la identidad (X,,),, — (X,.,), = 0, se llega a una
expresion de la forma A,X,, + B,X,, + C,N = 0, de donde se deduce de nuevo que A, =
B, = C, = 0. las igualdades A, = 0 y B, = 0 no proporcionan informacion relevante;
C, = 0 si permite escribir una nueva ecuacion:
fo — gu = eTyy + f(I3, = Ty) — gTY, (2.30)
Las ecuaciones (2.29) y (2.30) Se denominan Ecuaciones de Mainardi-Codazzi que, junto
con la Ecuacién de Gauss (2.27) reciben el nombre de Ecuaciones de Compatibilidad.
La identidad N,,, = N,,, no proporciona informacion adicional.
| |
Observacion 2.1.20.2 El sistema Lineal de Gauss-Weingarten asociado a la superficie S
se puede reescribir de la forma:
Xy Xy N)y = Xy Xy NP, (Xy Xy N)y = Xy Xy, N)Q (2.31)

Donde Py Q son matrices definidas por

I‘111 I‘111 e F112 F112 f
P=\T}; Tz f)] . Q=1 T3 g (2.32)
by by O by, by O

y las identidades de compatibilidad (X)), = Xuw)u » Xop)u = Xpwdw Y Nyp = Ny

aplicados al sistema lineal de Gauss dan como resultado la expresion

P,—Q,=(P,Q) (2.33)
Por tanto, las ecuaciones no lineales de Mainardi-Codazzi (2.29) y (2.30) para una

superficie S de la forma:

e f e f g
v u

g f\ L e f g
u v
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donde Curvatura total es expresada por:

(Rogers & Schief, 2002, pag. 19)
Observacion 2.1.20.3 Las curvas coordenadas son las lineas de curvatura, esto es, cuando
F = f =0 (en 2.26). (Do Carmo,1995, pag. 240)

Por ser F = 0, los simbolos de christoffel tienen una expresion de la siguiente

manera,

o= tBupp 1B 16 16
11

Teorema 2.1.20.3 (Teorema Egregium de Gauss). La Curvatura Gaussiana esta
determinada sélo por la primera forma fundamental. Es decir , K se puede calcular sélo a
partirde E , F , G de su primera y segunda derivadas parciales.
(Shifrin,2016, pag.60)

Prueba. De cualquiera de las ecuaciones de Gauss, vemos que K se

calcular conociendo cualquierade E , F , G, junto con los simbolos de Christoffel
y sus derivadas, pero las ecuaciones (2.26) muestran que los simbolos de Christoffel (y
por lo tanto cualquiera de sus derivadas) se pueden calcular en términos de E , F , G y Sus
derivadas parciales.

Observacion 2.1.20.4 Una pregunta natural es si existen mas relaciones de
compatibilidad entre la primera y segunda formas fundamentales que aporten una
informacién relevante ( es decir alguna caracteristica que determine al superficie frente

aotras .Lo que se demuestra en este resultado es que ,con las relaciones de compatibilidad
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gue hemos presentado, una superficie queda determinado por completo , por lo que el
resto de posibles relaciones no aportan informacién alguna: son redundantes) . La
respuesta es negativa tal y como se demuestra el siguiente teorema.

2.1.21. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS SUPERFICIES REGULARES

Las ecuaciones anteriores son conocidas como las Ecuaciones Clasicas de
Compatibilidad de la teoria de superficies. El siguiente resultado, de los méas importantes

en Geometria Diferencial clasica.

Teorema 2.1.21.1 (Fundamental De Las Superficies Regulares).

Sean E,F,G,e, f,g:V — R funciones diferenciables definidas sobre un abierto V c R,
verificando las ecuaciones de compatibilidad (2.27), (2.29), (2.30) y las relaciones E >
0,G > 0,EG — F? > 0. Entonces, existen un abierto U c V y un difeomorfismo X: U —
X(U)c R3, de forma que X (U)es una superficie regular, parametrizada por X tal que los
coeficientes de su primera y segunda formas fundamentales asociadas son E, F, G, e, f, g,

respectivamente.

Ademas, si U es conexo y X:U — X(U) es otro difeomorfismo que satisface
también las condiciones anteriores, entonces existe una trasformacion ortogonal A y una
traslacion T de formaque X = T o A o X (en otras palabras, existe un movimiento rigido

que lleva una superficie a otra).
(Do Carmo, 1995, pag. 239)

Prueba (unicidad). Supongamos que existen dos superficies parametrizadas
regulares, X = X(u,v) y X = X(u, v) definidas en un conjunto U abierto y conexo que
contiene a (uy, vy), Y tales que, para cualquier (u, v), ocurra que los coeficientes sean:

E=E,F=F, G=Ge=¢, f=fy g=g.
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Supongamos que a la superficie que representamos por X = X(u, v) se le aplica
primero la traslacion y luego un giro , de modo que el punto que corresponde a X (ug, )
llegue a coincidir X (ug, vy) Y los vectores tangentes , X (ug, vo) Y X (ug, o) conincidan
con X, (ug, vo) Y Xy, (ug, vy) , respectivamente . Ello es posible, pues las longitudes de los
vectores X, y X,, y el ngulo que forman, estan determinadas por £, F, G que concuerdan
CONE ,F,G,en (uyvp).

Supongamos, ahora, que u = u(t) , v = v(t) es un arco que une a (u,, vy) con cualquier

otro punto (u, v) de U, y consideramos las funciones

X(@®) =X(u®,v®) ., X (0) =X, (u®),v®) , X, =X, (ul®),v®)),
Por derivacién se tiene
dX du dv

@ Mg T

Ay, du o dv

dt Wdt  “Wdt’

dX, du dv
=X +X

dt - Tdr o Tdt!
Utilizando las tres primeras ecuaciones del Teorema 2.1.19.2. y el hecho de que

X, %X,  X,xX,
T X xX,| VEG-F?

obtendremos

dX_X du+X dv
dt ~ “%“dt “Vdt’

dXx, ( du dv

Iy — + I )X (r Wy d)X +( a dv)(X”XX”)
Wae " 24t Wae * 124t dt fdt

dt VEG —FZ’
dX,,_(Fl du+F1 dv)X (F du+r dv )X +( du+ dv)(XuxX,,)
dr  \12g Ty 127 T2 gy dt " Yat) Vgc =2

0, también,

dX
T a(t)X, +b()X,,
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dx,
W = c(t)Xu + d(t)Xv + e(t)(Xu X Xv) ’
dt” = f(O)Xy + g®)X, + R()(Xy X X,) ,

en donde,

(t)_du b(t)—dv (t)-Fl du+F1 dv
W= “dr ST gy Ty

Consideramos, ahora, las anteriores ecuaciones como un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden para las funciones X(t) , X, (t) vy
X, (t). Observamos, ademas, que los coeficientes a(t), b(t), etc. S6lo dependen de la
curva u(t), v(t), de los primeros y segundos coeficientes fundamentales E , F, G, e, f

, g,y delasderivadasde E , Fy G alolargo de u = u(t) , v = v(t). Como

E=E,F=F ,G=G,e=¢ ., f=f,9=g

para todo (u, v), las correspondientes funciones
X =Xu®,v®) ,
X, (0) = X, (u(®), v(1))
X, () = X, (w(®),v(®) ,
Satisfacen el mismo sistema de ecuaciones, en toda la extension de la superficie

parametrizada regular X = X (u, v) . Ademas, inicialmente,

X(to) = X(ug, vo) = X(ug, vo) = X(to),
X (to) = Xy (uo, vo) = Xy (ug, v) = X, (to)
X, (to) = X, (ug, vo) = Xy (ug, v) = X, (to) .

Del teorema de la unicidad, relativo a las ecuaciones diferenciales ordinarias , se
desprende que X (t) = X(t) en cualquier punto de lacurvau = u(t) , v = v(t).Por tanto,

la superficies parametrizadas regulares X (u, v) = X (u, v) coinciden.
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Prueba. (existencia) Consideremos el siguiente sistema escalar de ecuaciones

diferenciales parciales

&)y =T + Thn; + ey,

)y = T8 + Tom; + £,

M)y = T& +ToHm + 3

M)y = T2 + T5om; + g4,

(Ci)w = b11&i + biom;

(i) = ba1&; + baom;
donde (i = 1,2,3)

a las que se imponen condiciones iniciales siguientes

F,
&1 (g, vo) = [Eo m(uo,vo)w—;_o {1 (ug, 1) = 0,

VEoGo — F?
&, (ug,v9) =0 N, (Uug, vg) = — (> (ug,v9) =0,
0
$3(up, 1) = 0 N3, Vo) = 0 3(ug, vo) =1,

( Eo =E(ug,vy), Foy=F(ug vy), Go = G(up, vy), ).

Este es un sistema de dieciocho ecuaciones diferenciales parciales linealmente
homogéneas de primer orden, para las nueve funciones &;(u, v), n;(u,v) , {;(w,v), i =
1,2,3. como, por afiadidura, se cumplen las condiciones de compatibilidad para estas
ecuaciones, entonces, del teorema de existencia y unicidad para un sistema de este tipo,
se deduce que, en un entorno de (u,, v,), existe una solucién unica , &;(u, v), n;(u,v) ,

¢i(u,v), i = 1,2,3. que cumple las condiciones iniciales.

Supongamos, ahora, que
§ =¢161 + e +83e3
n=me; tnze; +Nze3,
¢ =¢1e1 + (e +(ze3 .
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a partir de las condiciones iniciales calculamos que en (ug, vy) se tiene que

s.¢=E,sm=Fnn=6,{=0,1n¢=0,0¢=1

Es necesario demostrar que esto es lo que ocurre para todo (u,v) que
pertenezca a un entorno de (uy, vy) al igual que en el caso del teorema de existencia
relativo a las curvas, consideramos aqui un sistema de ecuaciones diferenciales para las

magnitudes

§.¢ ,¢&n ,nn ,§.¢ ,n¢y ¢.C.

a partir del primer sistema de ecuaciones diferenciales mencionados, es factible verificar
por el célculo que estas funciones satisfacen las ecuaciones diferenciales parciales

siguientes

(§-$)u = 2T11(§.8) + 2T (§. 1) + 2e(8.0)
(€. = 2I5(£.8) + 2T5 . + 2f (.0
€My =THEO + ([T +THEN) +TAMn) + f(E.O +e(n.0)
(&my =T3¢ + ([T, + TH)E ) + M) + 9. + f(n-)
(.M = 2T (1) + 2I5@.m) + 2f (1.0)
.1y = 205, (.n) + 2T (.1m) + 29(n.0)
1.0y = b11(€.n) + b12(.m) + T (D +THLM- O + f(.0)
1.0y = b1 (€.m) + by (1) + T2,(£.O) + T5,(m. ) + g(.{)
.0y =011 + b M +THED +THM. O +e((.])
6.0y = bp1(8.8) + b12(E.m) +THL(E D +TEHM. O + f(.0)
(€. Dy =2b11(§. O + 2b12(n.0)
(€. 0y = 2b21(£.9) + 2by(n.0)

a las que se imponen las condiciones iniciales siguientes

(E E)(uo'vo) =Ej (E-n)(umvo) =F (n-n)(umvo) =Gy
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(§-§)(uo,v0) = 0 M- wove) =0 ($.Q)(ug,v0) =1

Este es, nuevamente, un sistema de ecuaciones diferenciales parciales lineales
homogéneas de primer orden . como sabemos que estas ecuaciones poseen soluciones de
clase €2, entonces deducimos que también se cumple las condiciones de compatibilidad

del sistema.

De acuerdo con el teorema de existencia y unicidad relativo a problemas de
valores iniciales, de este tipo , sabemos que una solucion que cumpla las condiciones
iniciales es Unica . Por sustitucion , es simple verificar que si una solucién de las
ecuaciones cumple las condiciones iniciales , entonces viene dada , en algun entorno de

(ug, vy) , por las funciones

(EH=E(EM=FaM=6(£)=00)=0CD=1

De donde

COH=EEmM=F0nN=60=00n¢=0(J{=1
para todo (u, v) en un entorno de (ug, V).

Ahora, bien, la funcién, candidata a ser superficie, se define en funcion de una
solucidén de ecuaciones diferenciales parciales X,, = £ y X, = n. Como &, = n,, existe

una solucion X = X(u, v) y, ciertamente, puede expresarse por

u v
X =X(u,v) =f ¢(t, vo)dr+f n(ug, 5)dg
Ug Vo
Solo falta demostrar que X = X (u, v) es regular, es decir, que X, X X, # 0, y que los
primeros y segundos coeficientes fundamentales son E,F,G,e,f y g . de modo que

X, X X, = & X n escontinua e inicialmente, es

Xy X X,)(ug,v0) = (§ X 1) (o, vp) = | BoGo — Fg #0,

Entonces se deduce que X,, X X,, # 0 en algun entorno de (uy, v,). Por otro lado, es
evidente que
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Xp X, =6E=E
X X, =én=F
X, X, =n.Nn=0G

. por ultimo, del primer sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y de

hecho de que

€.9D=0 ,0.9H)=0y COH=1,

se colige directamente que

Xw(=&,.{=€,
Xw(=8,(=1,
X C=1,0=g .

My
en consecuencia, los segundos coeficientes fundamentales de X = X(u,v) sone, f,g.
(Lipschutz,1969)

4%

Ejemplo 2.1.21.1.1 Dadas las formas diferenciales
[ = du® + sen*udv? ,
II = du? + sen?udv? ,
determinese la superficie paralacual I y 1II son, respectivamente, la primera y segunda

formas fundamentales.
E=1,F=0,G=sen’?u ;e=0,f=0,g=sen*u,0<u<mn

Obtenemos para los simbolos de Christoffel”
by = -1 , by =Dy =0 by = —1,
I =T4=TL=T%=0 ,I%4 = cotu ,T}, =—senucosu,
que satisfacen a las ecuaciones de Gauss — Codazzi, como se comprueba por sustitucién

directa. Las ecuaciones de Gauss — Weingarten son en este caso:
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a Xyu =N ,

b) Xup = (cotu)X, ,

¢) Xpp = —(senucosu)X, + (sen*u)N ,
d N, = —X,,

e) N, =-X, ,

De las ecuaciones a) y d) dan por eliminacion de N , se obtiene que
Xyuu T X, =0 .
Al integrar, resulta
X =a()senu+b(v)cosu + c(v)
de la ecuacion b) se deduce que

X . =a'cosu—>b' senu = (cotu)X
uv v
=a' cou+ b cosucotu+c' cotu

De maneraque b'(senu+cosucotu) = —c'cotu ;esdecir ,b' =
—c' cosu de maneraque b’ y ¢’ son funciones de la Unica variable v,se desprende que

b'=c"=0 b=cte yc=cte

X =a(v)senu+bcosu+c
De esta Ultima ecuacion y las ecuaciones b) , ¢) y e) obtenemos :
Xpww = @' senu = —(senu cosw)Xy, + (sen*u)N, = —a’ senu,
a”+a =0
a(v) =dcosv+esenv
La solucién es, por tanto,
X =dcosvsenu+esenvsenu+bcosu+c
Para demostrar que los vectores d , e y b forman un conjunto ortonormal.

En efecto, en ese caso es

|X —c|? = (d.d) cos* vsen?u + (e.e) sen* vsen?u + (b.b) cos* u
+ 2(d.e)cosvsenvsen’?u+ 2(d.b) cosvsenucosu
+ 2(e.b) senvsenucosu

2

= cos?vsen‘u+sen’vsenu+costu=1

Es decir , X pertenece a una esfera de centro c y radio igual a 1. Luego observamos que

61

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



UNIVERSIDAD

NACIONAL DEL ALTIPLANO
Repositorio Institucional

G = (X,,X,) = sen*u
= (d.d) sen*vsen®u — 2(d.e) senvcosvsen*u
+ (e.e) cos? vsen®u

1=(d.d)sen’*v—2(d.e)cosvsenv + (e.e) cos*v
Por tanto,e.e =1,d.e=0,d.d = 1.
F=(X,,X,)=0=(b.d)senvsen?u— (e.b) cosvsen’u
donde, b.d=0,e.b=0.

2

E =(X,,X,)=1=cos?vcos’u+ sen*vcos?u+ (b.b)sen’u

De modo que b.h = 1

Por consiguiente, la superficie que tenga los coeficientes fundamentales dados es una

esfera de radio uno.

(Struik, 1961 pag.142)

2.1.22. Ecuacion de Sine-Gordon

Definicion 2.1.22.1 La ecuacion Sine-Gordon es una Ecuacién Diferencial Parcial no
lineal de segundo orden

D,, — Dy = sen ® (2.37)

Donde @, y @, indican derivadas parciales con respecto a los pardmetros espacio

tiempo x yt respectivamente. (L6rio, 2001, pag. 4)

Esta ecuacion puede ser transformada bajo el siguiente cambio de coordenadas:

x—t x+t
u=— |, v=—
2 2
en la ecuacion
ro ® o ()] d 2.38
= sen = sen .
ouov uv (2:38)
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Esta es la forma original de la ecuacion Sine-Gordon.

Una familia de soluciones de la ecuacién de Sine-Gordon tiene la forma
x—At
® (x,t) = 4arctan |C exp (—1) ) (2.39)
(1-22)2

donde C y |A|<1 son constantes arbitrarias.

2.1.23. Representacion Lax

Definicion 2.1.23.1 Sea U c R? un abierto A,B:U — GL(n) funciones matriciales

suaves. Se define La Ecuacion de Curvatura Cero para A, B por

oA B
a— + 'BE = [A,B] :== AB — BA, (2.40)
donde a, B son constantes reales. La pareja A, B es un Par de Lax, si satisface la
ecuacion (2.38).
(Terng & Uhlenbeck, 2000, pag. 18)

Observacion 2.1.23.1.1 Al tomar « = —f = 1y las funciones 4, B: U — GL(3), dadas
por

0 -, 0
D, 0 cosd
0 —cosd 0

(2.41)

Donde u:® c R?> - R es una solucion de la ecuacion Sine-Gordon (2.37), resulta
entonces que A; B forman un par de Lax.

Observacion 2.1.23.1.2 En el contexto de Ecuaciones Diferenciales Parciales, al sustituir
a = —fB =1 en la ecuacion (2.40) , esta resulta ser la condicion de compatibilidad del

sistema (EDP)

oG
a—GB —GA;

(Terng & Uhlenbeck, 2000, pag. 18)

21
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2.1.24. Teorema de la Aplicacion de las Superficies Regulares en la Ecuacion Sine-
Gordon

Teorema 2.1.24.1 Dada una superficie S con curvatura gaussiana negativa constante,

entonces existe la ecuacion de Sine-Gordon.

Prueba: las lineas asintdticas (curvas en las que II se anula) de S pueden ser
tomadas como curvas paramétricas. Entonces e = g = 0 y las ecuaciones de Mainardi -

Codazzi (2.34) y (2.35) respectivamente, se reducen a

B, rm@)-0 ) +m@-0 o

mientras

K=—"—=—— (2.43)
H p?
o GE,—FG, GE,—FG,
127 2(EG —-F?)  2H? '’
2 _ EG, — FE, EG,—FE,
127 2(EG —F?)  2H2

El &ngulo w entre las curvas paramétricas es tal que satisface

cosw = = . senw = L = YECF (2.44)
VEG ' VEG  VEG
podemos tomar, sin pérdida de generalidad, si
E =p%a® G =p?b? F = p?abcos w,
como
e=0 g=20 f = pabsen w
con lo cual la primera y segunda formas fundamentales, nos quedan de la forma
I = p2(a®du? + 2abcoswdudv + b?dv?) (2.45)
I = 2pabsenwdudv (2.46)
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Las ecuaciones de Mainardi — Codazzi (2.29), (2.30), en este caso son

1 1

a, + E'%va — E%bcosw =0, (2.47)
1 1

b, + E%b — E%acosw =0. (2.48)

mientras que la curvatura total (2.36) queda expresada por

1 b 1 a
Wypy + = (p—u—sena)) + = (&—sena)> — absenw = 0 (2.49)
2\p a . 2\pb v

En el caso particular cuando K = —1/p? < 0, es constante, la superficie S es
conocida como superficie Pseudoesferica. De las ecuaciones de Mainardi-Codazzi (2.47)

y (2.48) se obtiene que a = a(u) y b = b(v).
(Rogers & Schief,2002, pag. 21)

Proposicion 2.1.24.1.1 Si la superficie S es parametrizada por la longitud de arco a lo
largo de las coordenadas de lineas asintoticas, entonces la primera y segunda forma

fundamental toman la forma

I = du?® + 2coswdudv + dv? (2.50)
II= gsena)dudv (2.51)

Mientras que la ecuacion de Gauss para la curvatura total (2.49) se reduce a la

ecuacion de Sine-Gordon.

1
Wyp = ?senw (2.52)
recordemos que la ecuacion de Gauss es una de las ecuaciones de compatibilidad

que se requieren para la existencia local de una superficie.
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Las ecuaciones de Gauss asociadas por

Xyy = Wy cotw X, — w, csc X,

1
Xy = E sinw N, (2.53)

Xyppy = —Wy CSCW X, + Wy cotw X,
mientras que las ecuaciones de Weingarten desprende

1
N, = ECOthu - ECSC(‘)XU'
(2.54)

1 1
N, = —ECSC(A)Xu +ECOt(1)Xv,

Introduciendo vectores ortonormales para una superficie S parametrizada por la

. . s 1
longitud de arco a lo largo de las lineas asintoticas, con curvatura total K = ——, se

p>
tiene

X, X X,
sen w

A=X,, B=—X, XN =—X, X

= cscwX, — cotwX, ,C =N.

Utilizando las ecuaciones de Gauss y Weingarten (2.53), (2.54) se obtienen

expresiones para las derivadasde A ,B y C conrespectoau y v,

A 0 —Wy 0 A
(B) = (wu 0 1/p> (B> (2.55)
C/y 0 —-1/p 0 C

A 0 0 (1/p)senw A
(B) = 0 0 —(1/p)cosw (B) (2.56)
(0 —(1/p)senw (1/p)cosw 0 C

(Rogers & Schief,2002, pag. 23)
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2.1.25. Transformacién De Backlund

Las Transformaciones de Béacklund nos da un algoritmo para generar familias de

soluciones de la Sine-Gordon resolviendo un par de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Proposicion 2.1.25.1 Las ecuaciones de la Transformacion de Backlund que relacionan

las soluciones de la ecuacion Sine — Gordon son

W' —w B W'+ w
—— ) =osen|l——) (2.57)
u P
w +w 1 w —w ;
— == — . 2.58
5 ) 'Bpsen 5 (2.58)

(Rogers & Schief,2002, pag. 26)
2.1.26. Solitones

Definicion 2.1.26.1 Un solitdn es una onda solitaria que preserva asintéticamente su
formay su velocidad bajo interacciones no lineales con otras ondas solitarias, 0 de manera

mas general, con otra perturbacién localizada arbitraria.
(Gonzalez, 2001, pag.16)

Se puede decir que el término “soliton” se asocia con la solucion de una ecuacion

diferencial parcial no lineal o un sistema de ellas que tiene 3 caracteristicas:

= Representa una onda cuya forma no varia con el tiempo.

= Esta localizada, de manera que decae o se aproxima a un valor constante en el
infinito.

= Puede interaccionar fuertemente con otros solitones y mantener su forma y su

velocidad, salvo una traslacién espacial. (Cuenda, 2007, pag. 14)
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Definicion 2.1.26.2 (Pseudoesfera) Las pseudoesferas son superficies  de
revolucion generadas por la rotacion de una curva tractriz alrededor de su asintota. Una
curva tractriz se genera cuando un objeto arrastra a otro, de manera que su distancia de
separacion se mantiene constante. El nombre de "pseudoesfera’ se puso por
determinadas analogias con la esfera. Una de ellas tiene que ver con el concepto

de curvatura de Gauss.

Observacion 2.1.26.2.1 La esfera y la pseudoesfera tienen curvatura constante e igual en
valor absoluto, aunque de signos opuestos, positiva para la esferay negativa para
la pseudoesfera. Un cilindro, por ejemplo, tiene curvatura gaussiana nula. Asi mismo,
aungue la pseudoesfera en realidad es una figura no acotada, su area es finita e igual al
area de una esfera con su mismo radio y el volumen encerrado por esa superficie también
es finito e igual al de la semiesfera del mismo radio (el radio de la pseudoesfera es la
distancia desde el punto "vértice" de la curva tractriz que la genera, hasta la asintota de
dicha generatriz. Quien le puso el citado nombre fue Eugenio Beltrami (1835-1900),
matematico italiano que desarroll6 notables trabajos, tanto en geometria diferencial como

en fisica matematica.

Definicion 2.1.26.3 Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es un sistema
incompatible si no tiene solucidn, por el contrario, se dice que un sistema es compatible
si tiene alguna solucion. En este ultimo caso solo caben dos posibilidades: es un sistema
compatible determinado si tiene Unica solucién, o bien es sistema compatible

indeterminado si tiene infinitas soluciones.

2.2. MARCO CONCEPTUAL

- Sasaki (1979),en su articulo titulado, “Soliton equations and pseudospherical
surfaces”, estudia la relacion de las ecuaciones de solitones en dimensiones 1 + 1
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que se puede resolver con la dispersion inversa AKNS 2x2 método (por ejemplo,
el seno-Gordon) se muestran para describir superficies pseudoesfericas, es decir,
superficies de constante negativo gaussiana curvatura. Este resultado proporciona
una imagen unificada de todas estas ecuaciones de solitones. Interpretaciones
geomeétricas de propiedades caracteristicas como nameros infinitos. de las leyes
de conservacion y las transformaciones de Backlund y de las propias soluciones

de solitones.

Terng. & Uhlenbeck (2000), en su articulo titulado, “ Geometry of Solitons ”,
menciona algunos antecedentes historicos sobre como las ecuaciones en solitones
surgio en la geometria diferencial clésica, reinterpretamos las transformaciones
clasicas de Backlund en términos de acciones de grupos de bucles, o
transformaciones de revestimiento, delineamos cdmo las diferentes categorias de
soluciones a las ecuaciones surgen debido a las diferentes opciones de dispersion

de datos.
- Gonzalez (2001), En su trabajo de investigacion titulada, “Kinks, Sistemas

Integrables y Geodesicas: Solitones en el Modelo Sigma O(3) Lineal”, el estudio
que se ha realizado en este trabajo tiene, la importancia tanto desde el punto de
vista fisico como desde el matematico. El objeto del trabajo, es el desarrollo de
técnicas matematicas que permiten calcular explicitamente todas las soluciones
de tipo onda solitaria, o kinks, de la deformacion natural del conocido Modelo
Sigma O(N) Lineal, asi como analizar el espacio funcional que dichas soluciones

constituyen y su estabilidad.

Cuenda (2007), En su trabajo de investigacion titulada, “Secuencia genética y
dinamica de excitaciones no lineales de ADN”, menciona el modelo de sine-

Gordon continuo; la segunda, relativa al modelo de sine-Gordon discreto; y la
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“ultima, que trata el modelo de Peyrard-Bishop aplicado al ADN , explica
determinados comportamientos dinamicos del ADN mediante un modelo no
lineal, determinista, como resultado dichos comportamientos se refieren
principalmente a los procesos de transcripcion de proteinas por parte de la ARN
polimerasa, aunque también engloban fenémenos de replicacién del ADN, o
procesos de desnaturalizacion mecanica del ADN. ElI modelo en cuestion es el
modelo de sine-Gordon, un ejemplo tipico de modelo no lineal muy estudiado en

el pasado.

- Rogers & Schief, (2002), en su libro, “Backlund and Darboux transformations”,
describe las notables conexiones que existen entre la geometria diferencial clasica
de superficies y la teoria moderna del solitdn. Entre ellas destacan las
transformaciones de Backlund-Darboux con sus notables principios de
superposicion no lineal asociados y su importancia en la teoria del soliton. Es con
estas transformaciones y los vinculos que proporcionan entre la geometria
diferencial clasica de superficies y las ecuaciones no lineales de la teoria del
solitdn. En este contexto geométrico, las ecuaciones solitonicas surgen de las
ecuaciones de Gauss-Mainard-Codazzi para varios tipos de superficies que

admiten invariancia bajo transformaciones de Backlund-Darboux.
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CAPITULO Il
MATERIALES Y METODOS

3.1. Ubicacion Geografica del Estudio

El presente estudio de investigacion, se realiz6 Domicilio del investigador en el

ambito de Geometria Diferencial Clésica y Ecuaciones Diferenciales Parciales.
3.2. Periodo de Duracion del Estudio

La presente investigacion tuvo una duracion 12 meses.

3.3. Procedencia del Material Utilizado
3.3.1. Materiales
Los recursos materiales que se utilizaron son:

e Libros

e Uso de internet

e Papel Bond

e Memoria USB

e Fotocopias e impresiones
e Lapiceros

e Plumones
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3.4. Tipoy Disefio Investigacion

3.4.1. Tipo de investigacion

El tipo de investigacion es basicamente tedrico, el cual toda investigacion se basa
en profundizar los resultados, asi también incrementar los conocimientos del tema de

investigacion.
3.4.2. Disefio de investigacion

El disefio de la investigacion es descriptivo. la cual lleva a responder los objetivos,

que comprende la descripcion, analisis e interpretacion.
3.5. Meétodo y Técnica de Investigacion

3.5.1. Métodos

Los métodos que se utilizé son deductivo, analitico, ya que la ejecucion del

trabajo de investigacidn consistio en la comprension, interpretacion y analisis.

3.5.2. Técnicas

Lectura y analisis de definiciones, propiedades, teoremas, proposiciones de la
teoria local de superficies de la Geometria Diferencial, ademas se hizo lecturas de
investigacion analizando el contenido de la informacidn tales como: libros especializados,
articulos del tema en cuestion y papers electrénicos.

3.6. Variables

3.6.1. Variable Independiente
Teorema Fundamental de Superficies Regulares

3.6.2. Variable Dependiente
Ecuacién de Sine — Gordon
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Construccion de Superficies de Soliton

Proposicion 4.1.1 Para construir superficies correspondientes a soluciones solitén de la
ecuacion de Sine-Gordon, resulta mas conveniente parametrizar las superficies

pseudoesfericas en términos de lineas de curvatura.

X=u+v , t=u—v

Sitomamos w = 2¢ , entonces la primera y segunda forma fundamental (2.50) , (2.51)

se convierten en

[ = cos?¢pdx? + sen*¢dt?, (4.1)
1
Il = ;senq.')cosgb(dx2 — dt?), (4.2)

Por tanto, una triada ortogonal se puede introducir de acuerdo con

X, ]

X
o C=N

cos@ sen®

las ecuaciones de Gauss — Weingarten (2.53), (2.54) ahora toman la forma

I 0 ¢, 1/psend\ 1
(E) = —¢, 0 0 (E_) (4.3)
x —1/psend 0 0

C
i 0 P, 0 i
(E) =(—9, 0 —1/pcos (E) (4.4)
t 0 1/pcosp 0 C

A=

(Rogers & Schief ,2002, pag. 32)
Proposicion 4.1.2 los sistemas (4.3) y (4.4) en {4, B, C} son compatibles si y solo si

se cumple la ecuacion de Sine-Gordon dada por
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Grx — Pre = psencbcosqb (4.5)
Prueba. En efecto, tomando la segunda ecuacion del sistema (4.3)
Ex = _d)tA

y luego derivando respecto a t

Ext = _thtl‘T - ¢tAt

de igual manera, tomamos la segunda ecuacion del sistema (4.19)
_ _ 1 _
By = —¢,A ——cos¢pC
P
derivando respecto a x
_ _ _ 1 1 _
Bix = —xxA — Ay + Esenqbquc - ECOSgbe
Igualando B,, = B, tenemos
_ _ _ _ 1 1 _
— QA — PrAr = — P A — Ay + ESeTl¢)¢xC - ;COSCI)Cx

donde,

_ _ _ 1 _ _ 1 _
A =¢,B A, =¢:B+ ;Senqu , Cp = —; sengpA
sustituyendo en la ecuacion anterior, se tiene

—p A — pp(PB) = =P A — (cptE + 1sen(,‘lb(,_') + lsenql)gl) C— 1cosql) (—1 senqb/f)
X XX X p p X p p

multiplicandoporA y A.A=1 , AB=0 , A.C =0 se obtiene,
1
—Prt = —Prx t p—zsend)cosqb
Debemos hacer notar que para cada solucion ¢ existe una superficie intrinseca, que

depende de, la cual llamaremos superficie de soliton.
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4.2. Transformacion de Backlund y Superficie de Soliton

Proposicion 4.2.1 Si w = 0 es la solucion nula de la ecuacion diferencial parcial de
Sine — Gordon ,entonces se puede construir una segunda solucion no nula w’ utilizando

la Transformacion de Backlund.

Prueba. Sustituyendo la solucion nula w = 0 de la ecuacion en la trasformacion

de backlund (2.57) y (2.58) respectivamente, se tiene el par de ecuaciones diferenciales

) 2B w'

(W) = ?Sen euk (4.6)
) 2 w'

(w)y = %sen = ) (4.7)

Dividiendo por sen (%) la ecuacion (4.7) ,se tiene

(@Dy _ 2

() P

Integrando con respecto a v la ecuacion anterior, se tiene

2in| ¢ <w> 2 b4 Fw) (4.8)
n an\|\ — =—7 u .
4 Bp

Derivando la ecuacion (4.8) con respecto a u, se tiene la ecuacion

(@D _

—=1f) ], (4.9)
sen (%)

Sustituyendo la ecuacion (4.6) en (4.9) , resulta

28 _

" [f (W) 1 (4.10)
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Nuevamente integrando con respecto a u la ecuacion (4.10)
2B
fuw) = ?u + C; (4.11)

Sustituyendo la ecuacion (4.11) en (4.8), se tiene

2in| ¢ <w> 2 v 412)
nlftan|— | |=—v+—u 412
4 Bp~  p .
Obteniendo as;
¢ (‘”) (ﬁ b +Cl) (4.13)
an{—|=exp|—-u+—v+— 4.1
4 p Bp 2

Conduce a una nueva solucién w’,

_ B 1
o' (u,v) = 4tan 1[ex (—u+—v+C>] 4.14
(w,v) P 5, (4.14)

ParalosvaloresC =0,p=1,w =2w,u=v=x/2,8 =1en (4.14) se

obtiene una solucién estatica

w =@, (x,t) = 2tan” ' [exp(x) ] (4.15)

4
,/.
2
v/
R -

Figura 13. Solucion estatica.
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4.3. Sine-Gordon y superficie Pseudoesferica

Proposicion 4.3.1 Existe una relacion entre la solucion de la ecuacion de Sine-Gordon

dada por (4.15) y la superficie pseudoesferica dada por

X(u,v) = (sech(u) cos(v) ,sech(u) sin(v),u — tanh(u)).

Prueba. Aqui, se muestra que la solucion estacionaria de un soliton (4.5), es decir

x
¢ = 2tan~! lexp <E + C)], (4.16)

se obtiene estableciendo u = v = x/2, = 1, en (4.14) , corresponde a una superficie

pseudoesferica de revolucion conocida como pseudoesfera de Beltrami.

En efecto. Para establecer la conexion entre la solucion de un solo soliton
estacionario (4.16) y la pseudoesfera, se recuerda que el vector de posicion r de la
superficie de revolucion generada por la rotacion de una curva plana z = @(r) alrededor

del eje z esta dada por

rcosn

r=\|rsenn|. (4.17)
o(r)

los circulos r = const son los paralelos y las curvas n = const son conocidos

como meridianos. Las formas fundamentales asociadas con la superficie (4.17) estan

dadas por

[=[1+06'(r)?]dr? + r2dn?,
e'"(rdr?  re'(r)dn?

T /1o ()2 | J1re(r)?
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Asi, F = f = 0 de modo que las rectas de coordenadas r = cte , n = cte, €S
decir, los paralelos y meridianos, respectivamente, son lineas de curvatura en la

superficie de revolucion si escribimos

[ = dé? + r?dn?

donde

dé =\J14+6'("%dr, r=r()
Entonces el teorema de gauss (2.36) muestra que la curvatura total est4 dada por
1d?r

© rdé&?

.. . -2 -1
de donde la superficie pseudoesferica general de revolucion con K = = adopta la
forma

r = ¢4 cosh (g) + ¢, senh (g),

donde p es constante. En particular, en el caso ¢; = ¢, = ¢ correspondiente a las

Ilamadas superficies pseudoesfericas de revolucion, se dan los meridianos por

S
r=CeP,
mientras
z=0(r)= j\/l — (c%/p?)e?s/Pd ¢, (4.18)

La sustitucion
c
senyp = —el/P

en (4.18) produce

Z=p (costp + In tan%D,
de donde,
dz = cot Ydr
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de modo que  es el &ngulo que forma la tangente al meridiano con el eje z. la distancia
d = r cosec  desde un punto genérico es el meridiano al eje z medida a lo largo de la
tangente se ve p Yy, por tanto, es una constante. Una curva con esta propiedad se llama
tractriz, por lo que la superficie pseudoesferica de revolucion se genera por la rotacion

alrededor del eje z de una tractriz.

Para determinar la solucidn de la ecuacion (4.5) correspondiente a la pseudoesfera
, esta Ultima debe parametrizarse de acuerdo con (4.1) y (4.2) .Entérminosy y n, el

vector posicion de la pseudoesfera es dada por

p siny cosn
p sinysinn
r= N
P (cosz,l) + In tanED
de donde,
I = p? cot? Y dyp? + p?sen?dn?, (4.19)
Il = p cotyp dip? — siny cos P dn? (4.20)

ahora introducimos x y y segun
dx=pcscypdy , y=pn (4.21)
entonces 1 y Ilen (4.19), (4.20) adoptan las formas (4.1) y (4.2), respectivamente,

con ¢ = . laintegracion (4.21) produce la solucion de un solitén (4.16).

79

repositorio.unap.edu.pe
No olvide citar adecuadamente esta tesis
1



:  UNIVERSIDAD
NACIONAL DEL ALTIPLANO

Repositorio Institucional

Figura 14. Pseudoesfera de Beltrami.

En términos de las lineas de los parametros de curvatura x y y el vector de

posicion de la Pseudoesfera es

X X
p sech (— + a) cos (—)
p p
h (f + a) sin (X)
r(x,y) = p sec p p )

b b
p —+a—tanh<—+a>
(P p

(Rogers & Schief, 2002)
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V. CONCLUSIONES

e Se aplico el teorema fundamental de superficies regulares en la ecuacion de Sine-
Gordon, dicha ecuacion es una condicion que garantiza la existencia de una superficie

en el espacio a la que llamaremos superficie de soliton (Teorema 2.1.24.1).

e Se ha presentado en forma detallada los teoremas, proposiciones, conceptos,
definiciones de teoria local de superficies regulares del area de geometria diferencial,
que es una herramienta indispensable que ayudara obtener la ecuacion de Sine-Gordon.
e Selalogrado la Construccion de superficies de soliton (Proposicion 4.1.1).

e Con la ayuda de la transformacion de backlund se determind una solucién de la
ecuacion Sine-Gordon. (Proposicion 4.2.1).

e Se encontro la relacion existente entre la solucion de la ecuacion de Sine-Gordon

y la superficie pseudoesferica (Proposicion 4.3.1).
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V1. RECOMENDACIONES

e Antes de iniciar el estudio del teorema fundamental de superficies en la ecuacion
de Sine-Gordon, se sugiere tener conocimientos basicos de la teoria local de curvas
y superficies, ecuaciones diferenciales parciales, algebra lineal. De esta manera se

puede entender sin ninguna dificultad presente investigacion.

e Se recomienda utilizar las herramientas de geometria diferencial local para el
estudio y obtencion de soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales asi como por ejemplo, ecuacion Korteweg —De Vries , ecuacion de

Schrodinger.
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